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A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


■  J. 


t 


3o~.^ 


\ 


COURS  COMPLET 


DS 


MATHÉMATIQUES  PURES 


TOME  SEGOm). 


«c 


I  Prëférez,  dans  renseignement,  les  méthodes  générales;  attachesMrons 

à  les  présenter  de  la  manière  la  pins  simple,  et  Tons  yerrez  en  même  temps 
qn^elles  sont  presqne  toujours  les  plvs  faciles. 

LapIiâce,  ÉeoUê  nonn.f  tom.  IV,  p.  49- 


•j 


COURS  COMPLET 


DE 


MATHÉMATIQUES  PURES, 

DÉDIÉ 

A  S.  M.  ALEXANDRE  V% 

empereur  de  russie; 
Par  L.-B.  FRANGOëUR,  ].* 

Maeor  de  la  Facnltë  des  Sciences  de  Paris ,  de  TÉcole  normale  et  da  Lycës 
ObukoMigiie  y  Chevalier  de  la  Lëgion-d'Honneor  y  Officier  de  PUnîyersitë ,  ex- 
Euminatenr  des  Candidats  de  TÉcole  royale  Poly techaiqae ,  Membre  honoraire 
da  département  de  la  Marine  msse.  Correspondant  de  l'Académie  des  Sciences 
éeSabit-Pëtersboargy  des  Sociëtés  Philomarîqae,  d'Enconragement  ponr  Tin- 
dsiiiie  nationale,  d'Instmction  élémentaire  et  des  Médiodes  d'Enseignement, 
des  Académies  de  Rouen ,  Cambrai ,  Toulouse,  etc. 

OÏÏTIAOB  DSSTIvi   AVX  iXiiTBS  DES  icOLES  MORMALB  BT  POLYTECHNIQUE, 
BT   AVZ   CAHOIDATS   QUI   SB  PR^PARBlIT  A  T   tTRB   ADMiSi 

TROISIÈME   ÉDITION, 

Revae  et  augmentée. 


TOME  SECOND. 


/ 


\ 


^<^;:J:^nii^^ 


^  z^/w-Y^:^: 


«  I 


« 
\ 


I^ARIS, 


[ER   (SUCCESSEUR  DE  M"  V*  COURCÏER), 

LIBtAIEB   POUa  LBS  MATHéMATIQVXt , 

jQUAI     DBS     AUGUSTINS,     N*    55. 

1838 


lAlPiUMZRIE  DE  HUZARD-œURGIER, 


COURS  COMPLET 


DE 


MATHÉMATIQUES  PURES. 


LIVRE  CINQUIÈME. 


ALGEBRE    SUPERIEURE. 


mmM^'¥ltlM^<yy^^**l*^^^V*MS^M^^Mt^A^*U^^^^M*.^MV^M^MV%iV»M^iitMt^^y^MnV^yMk{nMSI^^ 


I.    DES    GOBIBINAISONS    ET   DES    PUISSAIÏCES. 


■  •  » 


Permutations  et  Combinaisons. 

475.  Lorsque  des  termes  sont  composés  de  lettres  semblables 
oa  di£férentes^  placées  dans  divers  ordres,  nous  nommerons  ce^ 
assemblages  des  jirrangemens^ou  des  Per mutations ;ma\s  si  l'une 
de  ces  lettres  au  moins  est  différente  dans  chaque  terme ,  et 
qu'on  n'ait  point  égard  aux  rangs  des  lettres,  ces  termes  seront 
des  Combinaisons  (^).  Ainsi  ahc,  bac ,  cba^  bca ,  sont  4  permu- 
tations, et  abc  ^  abdf  bcd,  acdj  4  combinaisons  3  à  3. 


(^)  Les  combinaisons  sont  aussi  appelées  Produits  différens;  nons  rejetons 
cette  expression  de'fectnense;  car  ab  et  cd,  qui  sont  des  combioaisons  diffé- 
rentes de  denx lettres,  peuvent  cependant  former  des  produits  ^ganz,  comme 
3x8=6x4  =  i3Xa.  On  distingue  aussi  les  permutations  àe&  arrangemens» 
e&ce  qu'on  réserve  le  i«r  nom  aux  arrangemens  de  p  lettres  entre  elles,  ou 
pkpimaîs  cette  distinction  n'a  aucun  but  utile,  et  nous  n'en  ferons  pas 
oBge,  non  {4ns  que  de  plusieurs  autres  dénominations. 

a.  X 


Pour  désigner  le  nombre  de  permutations  qu'on  peut  faire 
avec  m  lettres ,  en  les  prenant^  à  />,  nous  écrirons  [mPp]  j  le 
nombre  des  combinaisons  sera  indiqué  par  [mCp], 

Proposons-nous  de  tromper  le  nombre  y  de  toutes  les  perrou- 
tatiémà^m.  leOres prUês  pià}$,yss  [mPp],  CousidiroQs  4(9^ 
bord  Tes  arrangemens  qt^i  commencent  par  une  lettre  telle  ifae  a, 
mais  qui  diffèrent,  soit  par  quelque  autre  lettre  à  droite  de  a, 
Soït  seufement  par-  Fordre  suivant  lequel  eBes  sont  rangées^  Si 
l'on  supprime  cette  initiale  a ,  on  aura  un  égal  nombre  d'assem- 
blages de  jp  -^^  I  lettres  ;  œ  seropt  visiblement  tous  les  arran- 
gemens possibles  des  //i  -^  i  autres  lettres  b,Cyd.,.,  prises  p  —  i 
ensemble;  désignons-en  le  nombre  par  ^  =  [(f^-r  ^)P{p  —  ')]• 
Donc  si  l'<in>prend:  ces  it»  -p-  f  lettres  b  ^Cyd... ,  qu'(m  tpvme  avec 
elles  toutes  les  permutations  p  —  i  h  p  —  i ,  qu'enfin  on  place 
a  «A  tète  de  chaque  terme ,  on  aura  toutes  celles  des  pejrmuta- 
tions/7  a  p  qui  ont  a  pour  initiale.  £n  effet,  pour  que  l'une  de 
celles-ci  fM^VEsi^  <^  répétée  plusieiirs^foli,  il  faudrait  qu'après 
y  avoir  supprimé  a,  qui  est  en  tète,  les  assemblages  restans 
présentassent  la  même  erreur ,  et  que  quelque  permutation 
p  —  I  h  p  —  I  des  lettres  b ,c  ,  d,.,  fût  elle-même  omise  ou  ré- 
pétée ;  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Il  y  a  donc  autant  d'arrangemens  de  tu  —  i  lettres  prisés 
»  —  ih  p  —  I ,  que  df  arrangemens  de  m  lettres  pi  p,  ofi  «•  est 
initial  :  ce  nombre  est  ^.  Or ,  si  Ton  raisonne  pour  b  comnïe  on 
a  fait  pour  a ,  on  trouvera  de  même  ^  permutations  qui  com- 
mencent par  b  ;  il'  y  en  a  ^  qui  ont  c  en  tête,  etc..  ;  et  comme 
ebaque  lettre  doit  être  initiale  à  son  tour ,  le  nombre  cberchéy 
est  composé  d'autant  de  fois  ^  qu'il  y  a  de  lettres , 

yzrzmf,      OU  [TîlPp]  =  77l.[(/7* — l)^(/> — l)]» 

Il  suit  de  là  que,  i".  pour  obtenir  le  nombre  y"  d'arrange- 
mens de  m  lettres  a  à  2,.^  est  alors  le  nombre  d^arrangemens 
de  /»—  I  lettres  prises  1  à  i ,  ou^  =  w*  —  i  j  doncj^"  =  m  (/»— ^^i ). 

2^  Si  l'on  veut  le  nombre^''  d'arrangemens  de  m  ktttres  3  à  3, 
p  est  3  ^  et  ^  désigne  la  quotité  d'arrangemens  de  7»  —  i  lettres 
2  à  2 ,  quotité  qu'on  tire  dey"  en  changeant  m  en  m  —  i  ; 


oomnujMijis.  ^ 

3®.  On  trouTe  de  même  pour  le  nombre  des  «rraiiganeBs  4^4* 
y"^  =  m  (lîi  —  i)  (il»  —  a)  (m  —  3),  et  ainsi  de  smîle. 

^.estyisibleqae  pour  passer  de  Fane  de  ces  éqn.  à  hswTante, 
il  faut  7  changer  m  en  m  —  i ,  pois  miiItipKer  par  m  ;  ce  qui 
ify^l»  à  adjoiiijre  aux  fiiclevrs  m^m — ^  i.^  ^  Pentier  qni  suit 
U  dfpr^ier  de  ces  nombres  ;  ainsi ,  pour /i  leUres  ce.  dernier  I^^\n 
tijJiffiteMr  qsra  iw— *  (f  -—  i)»  Jo«i 
y=t[i^/Y^]=ii»(ii» — i)(ii» — a)...X(i»  — p+i)...  (i); 

le  nombre  des  factears  est  p.  Cest  aîn$i  que  9  choses  peaTent 
se  permuter  4^4  d'autant  de  façous  différentes  qu'il  est  mar- 
qué par  le  produit  des  4  facteurs  9.8.7.6  :^  C9^4]  =^  ^^^; 
c'est  le  nombre  de  manières  dont  9  persouoes  peuvent 'oociiper 
4  places.  De  même  les  arrangemens  de  m  choses,  i  à  i  e^  2  â  a 
réunis ,  sont  en  nombre  m^i-niÇm  —  i)=  m\ 

$j)  faisant  II»  z^p,on  obtient  le  nombre  s  d'arrangem^s  4^ 
p lettres p^p^  toutes  les p  lettres  enjtrant  daqs chaqne teqi^Q 

z^[pPp].=pl^  —  I,)... 3.2.1  =  i.2.3.4.-./>. ..  (2). 

Le  nombre  d'arrangemens  des  7  notes  de  |a  gamme  musicale  est 
1 .  a  1 3«-7  =^  So4o  :  en  qoi^ptant  les  demi-tons^  on  a  479  00}  690. 

476»  Cherdions  le  i9omèi*e^iL<le9  4xmibinaisotu  différences -dé 
m  iéêit'êspriam  pà  p,  jr  =ai  {m£p^.  Supposons  ces  x  oombinaisM^ 
effiectnées;  et  écrites sueoesiBvement  snr  une  ligne  horicontalei 
inscriTOiis  aurdessoi:^  çi^Ui'*  toutQflilc»  permutations  4es/>  let- 
tres qui  s'j  trQUTenty  et  nous  aurons  une  colonne  Terticale  for- 
mée de  z  termes  (équ.  2).  Le  second  terme  de  la  llgbe  horizon- 
tale donnera  de  même  une  colonne  yertîcale  de  z  termes  cônipbs^nt 
toutes  les  permutations  des  p  lettres  qui  y  sont  comprises  ^  et 
dont  une  lettre  au  moins  est  différente  dé  celiies  qui  entfent  dan^ 
la  combinaison  déjà  traitée.  La  3*  combinaison  donnera  aussi  g 
termes  différons  des  autres,  eta  On  formeradbtic  ainsi  tin  tabléati 
composé  de  x  colonnes  ^  ayant  chadotne  z  termSes;  en  tout  xzrê-^ 

snltatSiqui  coBstitaentvisiblement  tous  tes*arrangèmens  possibles 
de  nos  a»  lettres  prisesp  àp,  sans  qu'anoun  soit  omis  ni  répéééi. 


4  ALGÈBRE. 

Le  nombre  de  ceux-ci  étant  y  (  équ.  i  ) ^  on  a  a;^  =:  jr ,  d'oti 

y        mPp  : 

xss"^  en  ——i-  savoir 
e        pPp 


m    m  — I     m  —  2  iw  — /?+i 


x  =  lmCp]  =  -^.-—-^.  ^-...x-       ^^\..  (3). 

12  0  p 

Les  éqn.  i  et  2  étant  composées  chacune  de/>  facteurs^  Péqu.  (3) 
en  a  aussi />^  qui  sont  des  fractions  dont  les  termes  sont  entiers 
et  suivent  Tordre  naturel^  décroissans  à  partir  de  m  pour  le  nu- 
mérateur^  et  croîssans  jusqu'à/)  pour  le  dénominateur.  Gomme, 
par  sa  nature^  a:  doit  être  un  nombre  entier,  la  formule  (i)  doit 
être  exactement  dwisible  pq,r  (2)  :  au  reste ,  c'est  ce  qu'on  pour- 
rait prouver  directement. 

477*  ^^  ^ 

r      r>   -y      -'  ■    t  "*       7»—  I        m  —  2  m» O  -f-  I 

^12  3  q 

Soit p^qy  tous  les  facteurs  de  cette  équ.  entrent  dans  l'équ. 
(3)  qu'on  peut  par  conséquent  écrire  • 

*_^'    ^~g     m  —  q—i  m—p  +  i 

î+>  î+2  P 

I.  Cherchons  d'abord  s'il  se  peut  que  x  =  a;'  :  il  est  dair  qu'il 
faut  que  le  produit  dé  toutes  ces  fractions  se  réduise  à  i ,  ou 
que  les  Numérateurs  forment  le  même  produit  que  les  dénomi- 
nateurs ;  si  Fon  prend  ceux-ci  en  ordre  inverse,  on  a  ^ 

(m  -- q)  {m  —  q  -^i). .  .  =p(p—  l).  A  .{q  +  l): 

Or,  ces  deux  membres  admettent  un  égal  nombre  de  facteurs 
continus  et  décroissans  ;  si  chaque  facteur  d'une  part  n'était  pas 
^al  à  celui  qui  a  même  rang  de  l'autre  part ,  l'égalité  serait 
impossible,  puisque,  suppression  faite  des  facteurs  communs, 
il  resterait  des  facJ^eurs  tous  plus  grands  d'un  côté  que  de  l'autre 
et  en  parçil  nombre.  Ainsi , cette  équ.  exige  que  m  —  q  ■=p ,  pour 
que  X  ==  x';  de  là  ce  théorème  :  / 

[mCp]  •=.  \niCq']     quand     m  =;/)  -j-  y . 
loo  lettres  prises  88  à  88 ,  et  prises  12  à  12 ,  donnent  un  égal 


GOMBUIAISOIIS.  5 

nombre  de  combinaisons  ;  et  y  en  effet,  [loo  C8S]  a  pour  nnmér. 
100.99.-90.89.88...13,  et  pour  dénom*  3.ak.3— 12.1 3..«88;  sup- 
primant les  facteurs  communs  i3.i4*  i5 88,  il  reste 

-y*"^  =100  C  12.  Cette  remarque  sert  à  rendre  plus  fa- 

ciles  les  calckils  de  la  formule  (3),  quand/)  ^  ^  m.  On  a  plus  tôt 
trouTé  100  CJ^que  100  C^z=z  3  921  225. 

Concluons  de  là  que  si  l'on  écrit  successivement  les  nomln^s 
de  combinaisons  de  m  litres  lài^aà  2,3à3,.;..  ies 
mêmes  valeurs  se  reproduiront  en  ordre  rétrograde  au-delà  du 
terme  du  milieu.  Par  ex. ,  pour  8  lettres ,  ces  nombres  sont 
8,  28,  56,  70, 56,  28,  8.  {^Foy.  le  tableau  ci«après.) 

II.  Supposons  ^  =  p  — >  I  ;  X  n'a  qu'un  seul  facteur  de  plus 
que  x\  et  l'on  a 

X  =  x'.  ^—P-^^  ,  ou [mCp}==:{mC(j>^x)'\.  ^î=2±i..  (4). 

I®.  On  en  tire  cette  règle ,  qui  sert  à  déduire  successirement  les 
unes  des  autres  les  quotités  de  combinaisons  de  m  lettres  i  à  i  ,* 
2  à  2 ,  3  à  3 . . .  Écrii^ez  les  suites  m ,  m  —  i ,  m»—  2.  . . ,  et 
1,2,  3 ;  composez  ai^ec  ces  nom>bres  respectifs  les  fractions 

— , ,  — 5 — ...',  enfin j  multipliez  chacune  par  le  produit 

de  toutes  les  précédentes.  Par  ex. ,  pour  8  lettres  à  combiner  ,'On 
écrit?,  J,f,etrona8;8.|  ==  28;  28.f=  56. . .  ;  c'est  ainsi 
qu'on  trouve  que  8  numéros  de  la  loWie  forment  8  extraits  j 
28  ambes^  56  ternes^  70  quatemes  et  56  quines.  Les  90  numéros 
donnent  90  extraits ,  4  <>o5  arabes  ,117  4^  ternes ,  2  555  190 
quatemes ,  4^  949  ^^  quines. 

2®.  Nos  facteurs  successifs  ^^j  5  (w»  —  i)>  j  (wi  —  2). . . .  ont 
des  numérateurs  décroissans  et  des  dénominateurs  croissans, 
et  les  I*"  sont  ^  I  ;  les  produits  augmentent  donc  sans  cesse, 
tant  que  le  rang  i  est  tel  qu'on  a 

m —  ^+1=               .     .  —  ni+i 
: ^   I  ,  savour  i  ~ » 

*  >  <       ^ 

Mais  ils  diminuent  au-delà,  et  nous  avons  vu  que  les  produit^ 


\ 


rmmnnent  ttciéf^  i^é^rograide.  CberiBfaoiisIepIa»gra««I  terme. 

9^'  0ù8j^  impàif.  Oa  fictiA  poser  ics'^  (j(n4f».<i  )»  pot84|iie 

M^  I  est  pJB^îr  i  le  delrtii^  fiatear  firactîonnainfc  devenant  ss:  i , 

reproduit  le  terme  qui  précède ,  lequel  a  le  rang  £=  ]^{m«^NM.  i)  ^ 

et  .pour  dernier  facteur  77 r  = f-  :  ainsi ,  les  termes 

vont  en  croissant Jusqi^à'cékU  du  miHeu  ^id  9e  ^^ète^  «t  a  pour 
fmWMr(»k?i  (mit:  !)];•> 

Xi^'  Casj  m  pûir.iue  produid  augmente  )osq«'au  rang  i  s=  |  m^ 
«IB^  M IW  prend  i  plus  grAtid ,  tel  q«e  i^sn{{m  4-  s)  -^^tiotreccm^^ 
MitDli  «i-dessus  tt'est  paê  telkipUe.  Ainsi  20  ierme  du  mUieu  >  €^ 
le  plus  grand  de  toiès^ne^  répèée  pas  j  el<a  pour  Valeur  J5^C|m3 

3ônk  le  dernier  Faôteur  est  *    .         . 


5/w 


3^.  yéqu.  (4)  donne  aussi 

à  cause  de  l'équ.  n*  477  ^^^  ^^  â'  =7^  —  *  '>  <^  ^*  membre,  com- 
paré à  l'-équ  (3)  ,  donne 

C<m  + 1)  C/>]  ==  {/»f>]  +  [i»C(p  —  1)]. 

.'.Cette  i^elation  apprend  à  déduire  y  par  u)ie  simple  addition  > 
les  comliinaisons  de  m  ^  t  lettres  de  celles  dé  m  lettres  ;  c'est 
àkisi  (]Uli  Ai^ns  le  tableau  suiçant,  qti'on  nomme-^/^  Dricmgle 
ùrithinéti^ue  de  Pascal  j  -ùhaque  nombre  est  la  som^me  des  deux 
téhfèès  oofrespondans  de  la  ligne  précédente,  Ainsi  oa  a 

^*  ligne...   1,7,  21,  35,  35^,  21,  ^,  t. 

tbur  composer  la  8'  ligne,  on  fera  i4-.5.-^8,7  +  2ï  =^8, 
21  -|-  35  =  56,  35  +  35  =  70 ,  etc. . . . 

Cette  loi  explique  le  retour  des  mëmed  teirmes  en  sens  in- 
verse ,  puisquMl  suffît  qu'il  ait  lieu  dans  une  ligne  pour  qu'il 
se  trouve  aussi  dans  la  suivante.  Du  reste ,  nous  savons  déduire 
les  termes  d'une  même  ligne  les  uns  des  autres  et  de  procbe  en 
proche  (  i  **.),  ou  à  l'aide  des  termes  de  la  ligne  qui  précède  (3**.), 
ou  enfin  directement  à  l'aide  de  l'équ.  (3)  qui  en  est  le  terme 
général. 


on. Quotités  SaiHombltiaittins. 


T 

3 

J_ 

l 

9 

3 

\ 

5 



.5 

36 

45 

35 
56 

84 

.5 

35 

6 

fis 
>a6 

t.5ï 

^84 

36 

4§   ,; 

1 

i3 

11 

,8 
io5 

ifiS 

33o 
405 
71S 

l365 

46. 

i|; 

3ooi 

I7i() 
30..S 
5oo5 

33o 
79» 

t(J5 

i65         55 
643R      5on5 

66 
a8(i 

3n^ 

'9 

.36 
■  53 
171 

190 

5Go 
ri4fi 

3060 

436f 

856f 
nfr«a 
.5504 

800S 

i85?>4 
171 3a 
3Sj6<r 

77590 

4375s   4l56a.j 
laSg,..  187960 

aoof 

i 

« 

>f.> 

aài 

3i3 

4M 

5h5 

61i6 

7»7 

8  ha      gàfl 

'"'"' 

in.  Soient  \,m,a,b,c...b,a,m,i,  les  nomlires  d'une 
ligne-,  ceux  delà  suivante  (3'.)  sont  1,  i  +ni,  m  +  a,  a+S.-. . 

m  -f-  I  ,  1  :  la  somme  des  termes  de  rangs  pairs  est 

i+m  +  a  +  ô +  m+  i,Ia  même  que  ceui  de  rangs 

impairs,  et  aussi  i^e  lasotame  des  termes  de  la  li^ie  précédente. 
£a  ajoutant  tous  les  termes  de  la  ligne  m +  1,  on  adoucie  double 
de  la  eomme  deia  ligne  m.  Or,  la  2*  ligne  du  tableau  est 
1  +  2  +  I  ^4^^*>  doncleslignes  suÏTantes ont  pOur somme 
i',  2}.  ,  .  2".  Ainsi,  la  somme  des  combiniiisons  de  in  lettres  est 
2",'  celie  des  Urmts  de  ran^  j  soii.pairs  ,  soit  impairs  j  est  a"""' , 
somme  qu'on  trouve. pour  ha  combinaisons  de  ta  —  I   lettres, 

478.  {Partageons  les  m  lettres  a,  ^,c,  d.. .  en  deixi  ordres,  les 
ânes  en  nombre  nt',leï  autre»  eh  nombre  ni',  (m  =7»'  +  n»")} 
puis  cherchons  toutes  les  combinaisons^  à^  fornïées-âep'  des 
premières  Ititlres  jointes  avec  p'  des  antres  0»  —  >>'  +/»')■  Poue 
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cela  faisons  toutes  les  combinaisons  des  i'**  p'  à  py  et  œlles  des 
dernières  p'  à/>^;  le  nombre  en  sera  w!Cp'  et  m!'Cp''\  accou- 
plons chacun  des  i*'*  résultats  à  chacun  des  seconds;  p'  facteurs 
d'une  part^  réunis  k p"  de  l'autre,  formeront/)  facteurs;  et  il 
estiTisible  que  ces  systèmes  accompliront  tous  ceux  qu'on  cher- 
.chè.  Leur  nombre  est  donc 

X  =  KQ>']  X  KCpT ....  (5). 

I.  Dans  combien  de  combinaisons  des  m  lettres  a  y  by  c. . . 
entre  la  lettre  al  m'  =p'  =  i ,  et  X  :=  (jto  —  i)  C{p  —  i). 

IL  G>mbien  de  combinaisons  contiennent  a  sans  byCtb  sans  a  ? 
i»'=:2,/=i5  d'où  X=2  X[(ira  — a)  C(j>—  i)]. 

IIL  Combien  renferment  a  eX.  b  ensemble?  771' =/>'=:  2 , 
A:=:(m— 2)  C(p  — 2). 

lY .  Combien  ne  contiennent  ni  a  ni  6  ?  itk  =  2 ,  /  =  o  et 
X  =  {m  —  2)  Cp. 

V.  Sur  les  combinaisons  de  m  lettres  pkpy  combien  en  est-il 
qui  contiennent  deux  des  3  lettres  a,  by  cl  n/  =z3  y  p'\=^y 
X  =  3x[(7n  — 3)C0t>  — 2)]. 

"VL  Les  combinaisons  de  i  o  lettres  4^4  ^^^  ^^  nombre  210  : 
si  Ton  distingue  trois  lettres  a,  b,c ,  on  peut  demander  combien 
il  y  a  de  ces  combinaisons  qui  ne  contiennent  aucune  de  ces  trois 
lettres,  combien  en  renferment  une  seule ,  combien  2,  combien 
toutes  les  trois  ensemble  :  on  trouye 

I».  AucDne  des  trois  lettres..  3Co.'jCi  =  i  X  35  =    35 

ao. ' Une  seule. 3Ci.7C3  =  3  x  35  =  io5 

30.  Peux 3C2.'jC^  =  3  X  ai  =r    63 

40*  Tontes  les  trois 3C3.7é7i  =:  ï   x     7  ?=      7 

ly ombre  total  des  combinaisons.   .1 310 

Quant  aux  permutations  de  m  lettres  p  à  p^  qui  contiens 
nent  p'  lettres  prises  parmi  m  qu'on  a  désignées  ^  leur  nombre 
y  =  X  X  i.a.3. .  ,/>.  En  effet,  il  suffit  de  prendre  chacune 
des  X  combinaisons  y  et  de  permuter  entre  elles  les  p  lettres 
qui  y  entrent. 

Et  si  l'on  veut  que  chacune  des  ni  désignées  occupe  partout 
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une  place  marquée  d'aTance  y  les  permutations  à  faire  d^n^  les 
dÎTers  termes  de  X  ne  firappent  plus  que  sur  les  p'  autres 
Mtres;  tfoi 

A  moins  cependant  que  les  m'  désignées ,  qui  ont  leurs/)'  placés 
marquées,  puissent  les  occuper  toutes  indifféremment^  car  elles 
doivent  aussi  être  permûtéies  entre  elles  dans  les  places  assignéesi 
et  il  faut  multiplier  le  produit  précédent  par  i  .2,3. .  •  />'^  ou 

Y  =  [m'Pp']  X  [mrPp'i. 

* 

479-  Effectuons  les  permutations  p  ^  p  des  m  lettres  a,  b,  c.  ••  T  ^ 
de  toutes  les  manières  possibles.  Otons-en  />  — -  i ,  telles  que 
i,  Ir.  • .  f/  ;  apportons  l'une  d'elles  i  à  côté  de  chacune  des 
m^-^p  4*  I  autres^,  h^c.h\  d'où  ia,ibyic.  .•  ih»  Changeons 
tour  à  tour  ien.a,b,c...  A,  et  nous  aurcms  tous  les  arrangemens 
2  à  2  des  m  — />  +  a  lettrél,  ifa,b.^,h.'Ea  tète  de  ces  résul- 
tats, plaçons  la  2*  lettre  supprimée  A;  kia,  kib...  kih\  puis 
changeons  successivement  heai^a^b. .  .hy  et  nous  aurons  toutes 
les  permutations  3  à  3  des  m  — > p -|-  3 lettres  k,  i^a^bm»»  h, 
et  ainsi  de  suite. 

Par  ex. y  pour  permuter  3  à  3  les  5  lettres  a,  b^Cyd^e^ 
j'ôte  i^et  By  et  portant  d  près  de  a,  6 ,  Cy  j'ai  da ,  dbj  dc\ 
changeant  â^  en  a ,  b  et  c  y  il  vient  tous  les  arrangemens  a  à  a 
des  4  lettres  a,  byCyd. 

dUy     dby     dCy     O/l y     uby     OC  y     bo  y     bd y     bc y      Ctt  y      cb  y      Cd* 

m 

Il  reste  à  apporter  e  en  tète  de  chaque  terme ,  eduy  edb ,  ^db..., 
puis  à  changer  6ena,en6,encetenc/^ona  alors  les  6o  ar- 
rangemens demandés  (^). 


(^)  Cette  théorie  sert  à  trouver  le  logogriphe  et  V anagramme  d^an  mot. 
Ces  pënibles  bagatelles  offrent  quelquefois  des  résultats  heureux.  Dans  Frère 
Jacques  Clément,  Fassassin  de  Henri  III,  ou  trouve,  lettre  pour  lettre  :  C'est 
Venfer  qui  m.*a  créé,  Jablonski  fit  les  anagrammes  de  Domus  Lescinia  ,  en 
honneur  de  Stanislas ,  de  la  maison^des  Leczinski  j  il  trouva  ces  mots  :  Ades 
incolumisy  omnis  es  lucida,  mane  sidus  loci,  sis  columna  Ùei,  I  scande 
solium.  Ce  dernier  fut  prophétique;  Stanislas  devint  roi  de  Pologne. 


^do.  Soit  proposé  de  fbrmer  les  combinaisims  y  à'p*  Çhtr* 
<^<m8^1es  d'àborà  a  à  ztydtboB  a,  et  apportons  cette  lettre  prib 
debfC. . . ,  savoir  ab,ac  ^  ad. . .  :  ce  sont  les  combièaîaoïM  a  àé 
on  entre  ii,  Plâçotas  dé  uéme  b  près  de  ç^  ^-  •  •  i  [HÛs  p  près  des 
lettres  dyt...  qui  sont  à  droite,  etc.,  nous  aurons  tontes  les 
combinaisons  2  à  a* 

Pour  combiner  3  à  3 ,  ôtons  a  et  coçibinons  2  à  a  les  katrèB 
lettres  byC^d...  j  ainsi  qu'on  vient  de  le  dire^  puis  apportons  a 
près  de  chaque  terme,  b  près  de  chacun  de  ceux  oii  b  n^est  pas 
déjà  y  c  près  de  ceux<jai  n^ont  nxi  nït^  etl;.,  et  nous  aurons  les 
combinaiaoBS  3  li  3. 

ËB général, ^ar combiner/?  àp,étezp-**2lettresi,  k^^Vf 
et cominnez  a  it  a  les  autres  lettresa,  hy  c...  A;  portez  près 
de  chaque  résultat  l'une  des  lettres  supprimées  i,  puin  a  -près 
des  termes  sans  a^  b  fnrès^eeeux  qai  n'ont  ni  a  ni  6.^.9  vieoft 
aarez  les  combinaisons  3  à  3  des  lettres  ayb  yO...  h.y  i^^portos 
de  noirpeau  k  près  de  chaque  terme,  a  |Mrès  de  ceHxqai  n'^nt 
fias  a,  etc.  ;  et  vous  aurez  les  combinaisons  ^kJ^éeayb.^  .  iyè^ 
et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  -qaon  ait  restitué  toutes  les  (/i  -*—  a) 
lettres  supprimées. 

.Développement  de  la  puissance  dun  poljname. 

481.  Lorsqu'on  fait  a  =::  3  =  c. . .,  le  produit  de  1?» licteurs 
(x  +  a)  (a;  +  i)  (x  +  c) . . .  devient  {x  +  a)"*  ;  le  développement 
de  la  puissances'  d'un  binôme  se  réduit  donc  à  effectuer  ce 
prodtrit  et  à  rendre  ensuite  les  a**  termes  a  y  b,c.* ,  égaux  ;  ce 
proche  permet  de  reconnattre  la  loi  qu'observent  lès  divert 
termes  du  produit,  avant  d'éprouver  la  réduction.  Or  ,  on  à 
vu  {p?  97  ,  4^.)  que  ce  produit  a  la  forme 

ji  étant  la  somme  a  -f-  â  «f»  c.  . .  des  a"*^*  termes  des  facteurs 
binômes ,  B  la  somme  àb-^^ac-^  bc. . .  de  leurs  produits  a  à  a , 
C  celle  des  produits  3  à  3 ,  abc  -|-  abd. . . ,  etc.  En  faisant .  . . 
a=s  A  =  c. . .  Y  tous  les  termes  de  ji  deviennent  =  a ,  ceux  de 
B  sont  ssB'à*,  cew  de  C,  =t=  a'  .  .j  ceux  de  2V,  =  a** . . . 


Pour  ^j  a^  ioit  éiré  #é|pM  «HtMut  dk  faw  ipl'tt  ay^t  de  fmh 
duits  2  à  2 ,  ou  ^  =  a*.  [/?>Ca]<t=:|^  i»i(fto  «<^ii.^(a!« 

àe  IMiAAfAimtL*  3  à  ^9  i^â:^  ^m<;iii-^  i)  (m-r^)  a^(  <it*ài)M|b 
de  suite.  ^  ;  » 

Pôlir  mttttmMiVjci"'^^  4e««É|f;qiielo6iMfii«  7i)Oa.aîNm[«^Cii}is*. 
Eiï§m  té  ââimier  4»Ftfi6  est  tf^.  De  là  cette  finnmde^  déeosrfeete 
pttr  iTèwtoiin 

^Xii^  I 

(x  +  a)"*  =  *"  +  Tnax^"^  +  t».  ^ a* 


a 


+  ^îi^.!5^tt»,«-i...+a». (6). 

2  O 


2^  iemïè gênérùl  mst. . ^  .  T  =  [mCn].  à»x*"**. . . .  <7). 

T  é«^</f  ^rm«  qtden  a  n  aidant  bii^  «t  qui  reproduit  tous  ceux 
da/déviek)ppementde{x4'^)"*>cn.preBant7»=s:i;2,3.  • . 

Pour  obtenir  oelui  de  (x-^  a)"*,  il  faut  changer  ici  a  en-— a , 
cw-^à^-d.  prendre  en  signe  ^xmtraire  les  termes  où  a  porte  un 
exposant  impair. 

4B2.  La  formule  (6)  est  composée  c^  (m  + 1)  4erme'8  ^  et  lëi 
co^fmens  soni'ioue  eiUiére$  ceux  des  puissances  jusqu'à  la  20*;^ 
ont  été  donnés  p.  7.  Les  expesans  de^i  yont  en  croissantde  tenue 
eu  terme;  oeux  de  jp  en  décroissant  :  la  somme  de  ces  deux  puis* 
samoes  de  a  et  «  est  /ti  pour  chaque  termes  ainsi  (p^  5,  i^)  un 

terme  4tmi  muMplUpar  -  et^par  V exposant  de  x  1  pids  fUçisi 

par  le  rang  de  ce  terme  dans  la  série  ^  on  a  le  terme  suivant.  Par 
ex.  f  on  trouye 

Pour  obtenir  '(2fc*  —  ^)^>  on  fera  dans  cette  équ.  x  =s  26*, 
a=—  5c*,  et  il  viendra  29A*7  _  9.5c».2«6H  +  36.5V^.2''i".^ 
ou 
(a^î— 5c5)»=:5ia^«7-.45.a56cî^»«4+36.a5.ia8c6A«»— 84.ia5.64c9^'»... 

Du  reaite,  on  sait  que  dans  la  formule  (6) , 

1*.   Après  le  tertnettiOYen^  les  cœfficiens  reyieni^ent  eu  ordre 
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rétrograde  y  et  les  coefficiens  &  égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux  :  ces  coefficiens  iront  en  croissant  jusqu'au  terme  moyen 
dont  on  a  donné  la  Talei^  (p.  6). 

a^.  Chacun  des  cofficîens  de  la  puissance  m'  étant  ajouté  à  celui 
qui  le  suit  y  donne  le  coefficient  de  la  puissance  (us  +  i)'  ^^î  & 
même  rang  que  ce  dernier.  (JFoy*  pag.  6.) 

3**.  La  somme  de  tous  les  coefficiens  de  la  puissance  mF  est 
=  a"*  :^  la  somme  de  tous  ceux  de  rangs ,  soit  pairs ,  soit  impairs 
dans  la  puissance  (m  +  i)'>  comme  p.  7.  Et  en  effet,  faisant 
X  =a  =  ly  l'équ.  (6)  se  réduit  à  s*"  =  la  somme  de  tous  les 
coefficiens. 

4^.  Quand  :p  =:  i  et  a  =  2 ,  l'équ.  (6)  devient 

(i+a)'"=si-f-ma-{"''**  — — a*+7». •  -j-a^+ctc.+a"...  (8). 

Comme  cette  expression  est  beaucoup  plus  simple ,  on  y  ramène 
le  développement  de  toute  puissance  proposée.  Pour  (-<^+-^)"*> 
on  divisera  le  binôme  par  A  pour  réduire  le  i^'  terme  à  être  i , 
et  Ton  multipliera  par  A'^y  pour  rendre  à  la  quantité  sa  valeur 

I  -f*  -^  j  *  £n  faisant  cette  fraction  =  js ,  on  retombe 

sur  l'équ.  (8).  Ainsi ,  après  byoit  formé  les  produits  consécutifs 
des  facteurs  m,  -5  (/»—  i),  ^  (m  —  2),  ^  (1»  —  3). ..., 
comme  on  l'a  dit  (p.  5)  ,  on  aura  lès  coefficiens  du  développe- 
ment qu'il  faudra  ensuite  multiplier  par  les  puissances  crois-. 

et  je  fais  2  =  — '•  Je  forme  les  fractions  f  >  •>  I  '  t>  ®^>  P^^  ^^^ 

multiplications  successives,  j'ai  les  coefficiens  8,28,  56,  70; 
passé  ce  terme  moyen,  les  suivans  sont  56,  28  et  8.  Distribuant 
les  puissances  croissantes  2,  z*,  2^. . . ,  multipliant  tout  par 
256a* ,  enfin ,  mettant  pour  z  la  fraction  que  cette  lettre  re- 
présente ,  j'ai 

(2a+3ft)«=:256.  a8+3o72.a7ft +  i6i28.a66*4-48384.  a^b^ 

+90720.  a*M  +  108864.  a^b^.    ., 
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483.  Poar  dérelopper  {a  +  b^  c  +  d...  -f*  i)**,  refenoM 
aubmomeen£&i8ant6-f*c.*. -f-i=s;  i 

(o-hs)"*  a  pour  terme  général  [mCM'la'î^, 

ce  et p  étant  quelconques ,  pourvu  que  ce  -f-  />  =  m . 

Mais  si  Fon  pose  c  +  ^*  •  •  •  +i  =  yjOnsLZ=ib'-{'y,etle 

terme  général  def^={b  +yy  est. . . .  [pCfi]  b^yf, 

ayeclaoondition         fi  +  qzzzp^  savoir,         «i-4-/3-f-jF  =  m. 

Faisons  de  même  cl-f-  e. ..  -^  iz=x^\e  terme  général  de 

y9  =  (c  4-  «)•  est.  • . .  &C>]  cV, 

ety +  r=5r,ou  <i+/3  +  >'  +  r  =  i». 

En  remontant,  par  des  substitutions  successives,  il  est  claii* 
que  le  terme  général  du  développement  chercbé  est 

Du  reste,  «jB,  ^. . .  sont  des  arbitraires  qui  désignent  les  rangs 
de  chacun  de  nos  termes  généraux  particuliers  dans  leurs  séries 

respectives.  Le  dénominateur  du  coefficient  de  N  est. 

1.2.3. .  .«X  1.2.3. .  «i^X  ••  •)  en  prenant  autant  de  séries  de 
fsuïteurs  qu'il  y  a  d'exposans ,  le  dernier  u  excepté. 

Introduisons- j ,  pour  l'analogie ,  le  produit  i .  2 . 3 . . .  u ,  ainsi 
que  dans  le  numérateur,  qui  prendra  la  forme 

»(»— i)...(iif— •+!)  xp(p— i)...(p— i8+i)  X  q^»{q — y+i)v  X  u(m— i)...a.i. 

Qr,/>  =  m—  «^  les  facteurs  p ,  p  — >  i . . .,  continuent  donc  la 
série  7n{m —  i)(jn  —  2) . . .  jusqu'à  (/>  — 13  +  i);  qui  est  à  son 
tour  ocmtinuée  par  ^  =  p  .—  /S  ;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
tf  (tf  —  i). . .  2.  ï  ;  le  numérateur  est  donc  la  suite  des  facteurs 
décroissans  m(m-—  i  )..•  jusqu'à  2. i  /qu'on  peut  écrire  ainsi: 
.I.2.3. . .  (us  — >  i)  71».  Le  terme  général  cherché  est  donc 

^ i.2.3.../i»Xtf*^c>...i'»  . 

I.2.3...«X  1.2.3... 0X  I.2.3...>'...  X  I.2..,Z*"*    ^^ 

Les  exposans  «,  iS,  ^....  sont  tous  les  nombres  positifs  et  entiers 
ly  ccfmpris  o ,  avec  la  condition  que  leur  sonune =1»^ 
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et  il  fimdra  âdli^ttca  anitant  âè  Um^  4e  oMta  fam^  qi^on 
peut  prendre  de  yaleuta  qnk  j^  satJsfiMit  d«M  tcmtes  ^Iw  çoqi-' 
bîoai^pii^.  possibles.  Le  dénominateur  est  formé  d'autant,  de  sé- 
ries dq  focteurs  i . a .  3 .. .  a ,  i .  2. 3.. .  jS^.. .  qu'il  y  a  de  ces  e:^posans. 
Par  ex. ,  pour  (a  +  ^  +  c)*%  l'un  des  termes  est 

i.2.3...io.a*^c*  ^       t_- . 

r.d.8.4.5  X  1.2.3  X  i.i  ^^  * 

et  Te  même  coëflEieient  2620  afibotera  lés  termes efi^;c^lflc^, . . 

484*  Tout  ceci  suppose  que  Pexposant  m  est  un  nombre  en- 
tier  po&Mf;  s'il  n'en  est  pas  ainsi  ^  on  ignorç^  quel  est  le 
dérelopp^nenl  de  (i  +  ^)"*9  ^^  '^  s*agit  dq  prou¥ev  qu'il  a 
enopre  la  même  forme  (8).  (Jf^oy^  n®  676,  IV.)  C'est  à  iiela 
que  se  réduit  la  proposition  pour  tout  poljnome  à  déyelopper  ; 
car  en  multipliant  l'équ.  (8)  par  a?",  on  a  la  série  de  (x+xa)"', 
ou  ^x  +  a)^y  en  fais^^  a:s=a;  ce  çak^qL  reprqd\iîi' P^a* 
tîw  (6),  qui  de^iq^drait  ^lor^  démontrée  pour  tout  ei^posaut 
m  •  Qt  par  suite,  la  doctrine  du  n^  4?^  sériait  «applicable* 

Ainsi  met  m  désignant  des.  gr^ndçi^rs  qjuieloonqi^s^  posons, 

ar-  X3  1  ^H  7IM  4^  i  »&.(/»  -««* .  i)  a*  4-  etc. ,  » 

y  =  I  +  waf  -f  i»  (»   —  i)**'^  etc.; 

d'où  l'on  tire  a:  y  =  1  +  »«  +  {p  (n  — r  1)  a*  +  etc. , 

en  faisant  d  ==;  m  +  ^. 

S^  effeJt,  san^^xM  arrêter  à.faijpe,  I^  multiplication,  des  poly^ 
iHiHEkes  jç  ^  y,  qui  donnecaU  tesv  l*"  teri^e^'une  Auite^i^djéfîniei, 
«Ine  ferait  p^  çQn^itre  la  lovqu!elle  suit  ^  pbseryon^.gu^e  si.i?» 
e%  n  sont  ei^t^e^cf  et-  positif,  il  e»t  prouYè  quç  x==  (^  +  %)^^ 
^ «  (i  4-  si)\  d'oà  jçy  =  Q[  -l;- ^)f*-^«  =;;  Cl  +??)'',  :  .dis^ps.  cç 
cas,  le,  pvq4)^^  ^J  est  bien  Sd.  que  nous  l'avpns  posé.  C^r  ^  sj 
m  ou  n  n'est  pas  entier  et  positif ,  la  même  chose  doit  arriver , 
pukque  les  règleâ.dfi^  ta  miittiplicatfbn  iàe  deux  poljnomea  n» 
dépendent  pas  des  grandeitrs  qif  on  peut  àttlribu^nr  imt  lettres 
des  facteurs.  Far  e^^,  le  terme  en  ss.\  dans  xy,  doit  être  le  pcp-» 
diàit  de  certoina  teirmes  ^.<9«  i?(  ^  J^i^r^^Wr  wi.sejpq^i^.l^ 
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mêmes,  qnellçs  que. soient  fes  Talewrs  de  m  et  n;  et  puisque 
ce-produit  est  {p  ip^^^  i)  «*  daiis  un  ÇfLS,  tl  s(n*a  tel  dans  tout 
autre  caft» 

IVaprè^  oel^i  '^^*^  *^  ^  ^'  eatift  et  niggUif^.  comme  n  ^ 
arbitraîre,  &isons^^;?;p-r*7^,ii;S«rae?»ti«|i7  et, positif^  et  Ton  ^^ 
qu'alors  J'  =?=  (i  4!»*>";  :pïr^  Q  réduit  li|  3*  équ.  à  a:y  «s;  r, 
d'où  x=jf-' =  (!+*)-"  =  {H-4)"'.  .-- 

2**..  Quand  m  est  fractionnaire  {positif  ou  négatif)^  fai- 
sons ?»  =  wii^  Joà  p=:27^  et  «y =0?*;- ainsi ,  0:^=1 +p*-f-etc... } 
multiplions  de  nouveau  cette  équation  par  Xj  nous  aurons 
*^=^t  4f'5g*+îyfe— i()if*+*«.,en  faisant  q-sinp  ^p  x;:  3m. 
Pareillement  x*  =  i  +  rz  +••••  et  r  =  ^m  \  enfin 

•     M') 


Soit,  pris  ib  =  le  dénominateur  de  la  fraction:  m  y  km  ou  /  sera 
entier ,  et  il  est^^Ipr^  prouyé  que  le  déreToppement  est  celui 
de  (i  +  «)';  donc  i*=(i  +  «)'  et  a:  =  (i  -f-  «)**>  a  cause  cfè 
l^izkjm 

3^.  m  ^ilanl^  irrationnel  ou  transcendant  {voy.  note,  n^  5i6}y 
soient  1»^  et  À  deux  nombres  entre  ]esqudU  m  soit  compris  : 
chaque  terme*  de  x  =  i  +  m%  +*.-  est  entre  ses  correspondans 
dans  les  séries  (i  +  «)*  «*  (ï  +  «i*>il  est  qbif  que  ocr^t. entre 
ces  deii^  expressions,  qui  difiF^ent  entre  elles  aussi  peu  qu'on 
Teut.  0oaLQ  (i  4"  ')"  approcbe  indéfiniment  dex^  k  mesure 
que  n  approche,  de  m  :  soit  a  la  diff. ,  ou  (i  +  2;)"= a:  -|-  ^* 

De  même ,  Â  étant  U  différeiice  entre  0  "ir  «)*  et  (i  +  «y», 
ou  a  (i  +  «)"=5:(ï  +«)«  +  i8,d'où  x4-ûf=5(i  +  «)'*'f  i8, 
4  et  /?  étmtt  aueti  petits  qu^on  veut  ;  donc,  {  n*  1 13  J. .  /. .  « 
x=  (I  +  «)-• 

4^  Enfin,  Vei^sant  étant  imaginaire;  à  est  par  conVèntfon 
qufon  traite  ces  expressions  par  les  menées  règl§^  que  les  réeljps  ; 
car  on  ne  peut  se  faire  une  idée  juste  d' un  calcul  dont  les  élémens 
seraient  Jes  sjnAoles  qui  nie  âént  Timàge  f  auctine  grandeur;  il 
iify  a  donc  rien  à  démontrer  îcî^n*  128).  »  •' 

485.  Appliquons  k  formule  C6)Ji  clés  exemples. 
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I.  Po«r  développer  _£^  =  ^  x  ^-^  ,  *  «tait  =J, 

formons  la  série  de  (i  -f-  i&js)"'  (  n°  4^2  ,  4^.  ).  Les  ooeffîcieos 
ont  pour  facteurs  — i,  J (—  i  —  i) ,  J ( —  i  —  a).  • . . ,  qui  tous 
sont  =-^i  ;  ces  produits  sont  alternatiyeikient  -f*  i  ^  '-"'X  ;  d'ofc 
résulte  tette  progression  par  quotient  i  —  ifrx  +  fcV  —  P**... , 
dont  la  raison  est  —  kx.  Donc 

a       _a(       fix      $*x^      fi^x^  /3»*»       N 

II.  Pour  l/(a*  ±:a:*), écrivonsa  I /(  «^  -; )  =  û|/(i  ±j^), 

en  posant  x  =  ay.  Pour  développer  la  puissance  ;  de  i±y^y 
composons  les  facteurs  des  coefficiens  y  savoir  ^i^rCl— i), 
|(}  —  2)...,  ou  ^y  — I,  — f ,  — !•••  •  les  coefficiens  sont  des 
fractions  dont  les  numérateurs  sont  les  facteurs  impairs  1.3.5.7... 
et  les  dénominateurs  les  facteurs  pairs  2.4*6.8....  Donc 


III.  On  obtiendra  de  même 

(a>^:ir»;  ft  =  -  f  iq=— -  ^ — --  q:  -1 — r^—g  =p. . .  h 

a\     '  aa«        2.4«*        a.4.6fl*       a.4»o.oa*  y 

\         3a       ga*        01  a'        a43a4       7a9a*         J 

(i— .a)-»  =  ï  -f-itf4-3tf»  +4^' +  (/i+i)a«...  (^ox".p*a3.J 

486.  Tous  les  coefficiens  de  (  a:  +  a  )"^  ^  quand  m  est  un 
nombre  premier^  sont  multiples  de  m  y  abstractiou  faite  de  ceux 
de  a?*"  et  a"*;  en  effet,  Féqu.  (3),  p.  4>  donne 

i.2.3.../)X  \mCjp\:=.m{jn — i)(w  — 2).    .  {m  —  /}  +  i)j 
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et  comme  le  2*  membre  est  multiple  de  m^  le  1*'  doit  aussi 
l'être;  on  suppose  m  premier  et  >>p;  ainsi ,  m  doit  diviser 
mCp» 

On  prouve  de  même  que  tous  les  termes  de  (a  -|-  6  -}-  c....)"* 
sont  multiples  de  m^  excepté  a"*,  b'^y  c"*.  • . 

K  désignant  un  entier ,  on  a  donc 

(a  -f.  ô  +  c. .  .)•"  =  «"•+  6"  +  «". .  .  +  mK. 

Si  l'on  fait  i  =  a^=:6=:c...yA  étant  le  nombre  des  termes  du 
polynôme,  on  trouve  h^zzzh+'mK  j  d'où  A"* — ft=  multiple  de  m, 

ou  — ^ =  entier.  Donc ,  si  le  nombre  premier  m  né  dî- 

?ise  pas  h ,  il  doit  diviser  (  A"*""'— 1  ).  C'est  le  théorème  de  Fermât^ 
quon  énonce  ainsi  :  Si  l'entier  h  n'est  pas  multiple  du  nombre 
premier  m  y  le  reste  de  la  division  de  h*""'  par-  m  est  P unité. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  comme  il  suit  :  comme  77»—  i . 
est  un  nombre  pair,  tel  que  2^...,  A"»*"* — i=:(A^ — i)  (A^+  i)  ; 
ainsi  m  doit  diviser  Tun  de  ces  deux  facteurs  y  c-à-d.  que  le 
reste  de  la  division  de  hff  par  m  est  ihi ,  quand  m  est  un  nombre 
premier  >  a,  et  y  ==  ï(in  —  i)» 
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487.  Le  procédé  que  nous  avons  donné  (n^'  62  et  67)  pour 
extraire  les  racines  carrées  et  cubiques  peut  maintenant  être 
appliqué  à  tons  les  degrés.  Par  ex. ,  pour  avoir  la  racine  4^ 
de  548  4^4  >  déâgnons  par  A  la  4^  puissance  la  plus  élevée 
contenue  dans  ce  nombre,  par  a  les  dixaines,  et  par  b  les  unités 
de  la  racine.  0)nmie  A^  (a  -f  6)^  =:a*+  4^i...,  le  premier 
terme  o^  est  la  4*  puissance  du  chiffre  des  dixaines,  à  la  droite 
de  laquelle  on  placera  quatre  zéro.  Séparant  donc  les  quatre 
chiffres  8464  >  on  voit  que  54  contient  cette  4'  puissance  du 
diiffre  de  adixaines,considérées  comme  simples  unités  ;  et  comme 
16  est  la  4*  puissance  la  plus  élevée  comprise  dans  54 ,  on  prouve 
que  2,  racine  4*  de  16^  est  le  chiffre  des  dixaines.  Otant  16  de 
^  y  et  rétablissant  les  diiffres  séparés ,  le  reste,  388  464»  ren- 

2.  2 
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ferme  le$  quatre  autres  parties  de  (a  +  b)^,  ou  4^^b  +  &a*b^,., 
Mais  ^c^b  eèt  terminé  par  trois  zéro ,  qui  proyieunent  de  a^  ; 
séparant  les  trois  chi£Fres  4^4'  ^^  l'esté  388  contient  4  fois  le 
produit  des  unités  6^  par  le  cube  du  chiffire  2  des  dixaines^  con- 
sidérées comme  unités  simples ,  ou  4x8&=r  32&  ;  388  contient 
en  outre  les  mille  qui  proviennent  de  6a^b*'^, . .  Le  quotient 
10 ,  de  388  divisé  par  32,  sera  donc  6,  ou  >  6  :  mais  il  faut  ré- 
duire ô  à  7,  ou  la  racine  à  27,  ainsi  qu'on  le  vérifie  comme  pour 
la  racine  ctibique  (voyez  t.  1 , .  p.  9a  )  >  en  formant  j  comme  on 
le  toit  ti-aprës,  la  quantité  i  (4a3  +  6a**  +  4»^*  +  *^).  Oïï 
trouve  le  reste  17023.  Four  pousser  l'approximation  plus 
loin ,  il  faut  ajouter  quatre  zéro  dont  on  sépare  trois,  et  diviser 

17023©  par  4^'^,  en  faisant  a^  =:^  27  ;  et  comme 

4a'^  =  /{U^  +  I2û*&  +  12^6*  +  4*^  on  voit  que ,  pour  former 
ce  diviseur  4^'^>  il  faut  ajouter  6a^b  +  8a^*  +  3P  k  la  partie 
entre  parenthèses  ci -dessus ,  etc. 

54.8464     f  37 > a 

16  l^Wîttdh'ts..   4^3.. 53o63 

388.464        168.^ 6a*b ..168 

871  44^  39a 4^* ....  2  fois. . . .      784 

17  oa3o  343 b^ 3  fois. . , .      loag 

53o63  X  7  =  37 1  44  '         ^*  diviseur  7873a  =  4 .  ^7' 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  marche  de  calcul ,  si  commode 
pour  Ifroiiver  chaque  diviseur  partiel ,  est  générale^  quel  que  soit 
le  degré  de  la  racine  à  extraire* 

488.  Les  tables  de  logarithmes  rendent  les  éltraction^  bien 
faciles;  mais  elles  ne  suffisent  plus  lorsqu'on  veut  slppirocher 
des  racines  au-^delà  des.  limites  que  ces  tablés  comportait.  On 
fait  a!ors  usage  dèë  procédés  suivaiis» 

I.  Les  séries  (II ,  p.  16)  servent  à  extraire  les  racines  carrées 
avec  une  grande  approximation.  Pont  avoir  {/N,  coupez  N  en 
deux  parties  a*  et  it  r*,  dont  la  i'*  soit  un  carré  elact ,  et 
très  grande  par  rapport  k  la  2*j  \/N  s=z\/(a*  rfe:  x^)  sera 
donnée  par  une  série  très  convergente.  Soit,  par  ei^mpie,  dé^ 
mandé  ^/2.  Je  cherche  V/8  =  2  v^2  ;  coinbie  8  c^r:  9  -^  t ,  je 
prends>as=  3,  «*==  i  ;  d'où  \/S  =r: 3<ï  —  Ta  — *^— )•  ^Q** 
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rendre  la  série  plus  rapidemést  conrergente,  prenez  les  trois 
premiers  termes  ,  iqut  font  £9829,  et  cottiparez  a  8  le  carré  de 
cette  firaetion;  voua  Terrez  qptt  8  tsc  2^829^  -—  09003241  >  d'oit 

1/8  =  2,829  Y(i-^)« 2.82842  71247  784; 

enfin 9  prenant  la  moitié»  yons  a^ez  }/2  ç:rïy4i4^K  3562^892. 

Les  tables  de  logi»rithmiô$.  donnent  la  i!^  approxinntiôn, 
qdL'qp  augmente  ensuite  par  le  procédé  cirdéssnSk. 

On  a  soin  de  tConaer^er  iwuf  les  tehnes  dte  la  série ,  qui  >  ré» 
daits  en  décimales,  ont  des  chiffres  significatifs  dans  IWdre  de 
ceux  qu'on  veut  conserver  au  résultat;  le  i"'  terme  négligé 
doit  commencer  par  0,000000... ,  jusqu^à  un  rang  plus  avancé 
que  le  dc;gré  d'approsûmation  exigé. 

Pour  qu'on  soit  en  droit  de  regacdet  le  c(Hnaiencenient  d'une 
série  comme  formant  une  valeur  approchée  de  sa  totalité ,  il 
faut  qu'elle  soit  convergente.  {P^oy.  l'ex.  du  n"  99.)  Or  il  ne 
suffît  pas  pour  ^a  qiie  les  termes  initiaux  décroisseilt ,  parce 
qu'il  se  poiii*raît  que,  plus  loin,  les  termes  allàsséfnt  éti  aug- 
mentant Mais  prenez  le  terrhe  général  7*,  ou  le  A^  têl^e  de  là 
série;  changez  dans  Sdiï  expression  tï  en  n*^t,  et  divisez  pair 
ce  résultat;  le  qnotîetlt  sera  le  facteur  qni,  multipliant  le 
{n  —  i)'  terme ,  produit  le  71';  et  ^lon  que  ce  facteur  sera 
^  ou  <  I ,  la  série  ira^  en  cet  endroit,  en  croissant  ou  en  di- 
minuant. Pour  qu'il  y  aUcont^ergenee  Jusqu'à  l'infini  j  il  faut 
donc  que  ce  facteur  soit  <^  i  >  quelqjie  grand  qu'on  suppose  n. 

Ainsi  pour  («+*«)"*>  ^  «ti*t  de  Féqu.  (4),  page  S-j  que  le 

I    '  a  '   "  ' 

quotient  dont  nous  parions  ici  esi  .  -  ;  c'est  le  fac- 

n  X 

leur  qui  obai^gele  (»— i)'  terme  en  le  n*  (n**  482).  Posons 

^       .        ^  ^    (/7ï+i)a      ..     .  _, 

cette  fraction  <  i ,  nous  aurons  n  > — — .    Ainsi  dès  que 

$s  *^^a 

Ton  atteint  à  un  certain  rang  ^  on  est  sûr  que  la  formule  du 

Irniofiie  (^  coni^rgente  jnsqu^à  l'infiiii  :  elle  l'est  même  dès  le 

Qoanneneemeât>  quand  a  <[;«  et  m  <C  i  ^  qui  est  le. cas  tt*àité 

«î-dessus. 

2.. 
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Pour  la  série  x-^ 5  + 


2.3  2.3.4.5  '"'  2.3.. .2»—!*  '  '.* 
qui  est  celle  de  sln  x  {voy.  n®  587  ) ,  changeant  n  en  n  —  i , 
divisant  y  etc. ,  on  trouye  pour  le  facteur  qui  sert  à  passer  d'un 


** 


terme  au  suivant  ; r-; r  ;  d'oi  peur  la  convercence, 

(2/1 2)(27îi— i)  '^  ° 

(2/1  —  2)  (à/»—  1)^  x^  :  posant  2».2/»>-ap%  ou  »>74p,  on 
Toit  que  la  condition  «st  remplie  dès  que  n'^-ix, 

IL  Supposons  qu'on  connstisse  déjà  une  valeur  approchée  a  de 
la  racine  m'  d'un  norobredonnéiV^  qu'on  a  partagé'Cn  a"*  et  6  ^  la 
correction  x  que  devra  recevoir  a  sera  très  petite.  Or,  soit 

N=za'^±:b    et     Ç^N=a±:xy 

d'où  a"*dz6  =  (a  ±:  x)*";  6  et  a:  sont  supposés  très  petits  rela- 
tivement i  a-j  dévelopjmnty  nous  avons 

m ,  A  y  A" ... ,  étant  les  coeffîciens  de  l'éqù.  (6)  ^  p.  11.  Pour 
une  première  approximation ,  négligeons  les  petits  termes. en 
x*,  x^...,  savoir,  b  =  mxa^"^  ;  d'où  l'on  tire  la  correction  x  ,k 
très  peu  prèsé  Substituant  donc  cette  valeur  de  x,  dansje  terme 
A'xo^'^^y  et  négligeant  les  suivans^  on  obtient  une  nouvelle 
équ.  qui  conduit  à  cette  valeur  bien  plus  approchée 

7.ab 


xzn 


2,ma^ZÏz  (ot— i)ô" 


m 

Cette  quantité,  mise  dans  ^N=  a  rh  x,  donne  la  racine  ap- 
prochée de  N.  Par  ex.^  pour  /7i  =  2  et  3^  on  trouve 

y  :V=\/(a^  it  è)  =  a  db 


3a^±:6~         2a^  +  iV* 

L'approximation  va  surtout  rapidement  en  faisant  usage  de  ces 
formules  plusieurs  Ibis  successivement  ^  comme. on  l'a  fait  pour 
obtenir  |/8.  Prenez  a  =  2,8;  d'où  a*  =7,84,  ft  =  +o,ï6> 
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et  \/8  =  à,8  +•  ji^ = a ,  82842  ;  prenant  ensaite  a==  2,82842, 
d'où  €^,  b-y  on  a  enfin  la  inème  ifal^ur  4e  |/£^  que  nous  ayona  obr 
tenue  précédemment 

Des  Nombres  figurés. 

48g.  On  donne  ce  nom  aux  nombres  8ui?an&: 

?« ordre  i.i..  1.   1.     i.     i.     i.-     i.       i.       i'.... 

3i*<»»*«  ia9>  3.  4*    ^*    ^*    7*      ^*      9*     io.«.. 

3* I.3.  6.X0.  i5.  ;ii.  a8.    36.    4^.     55.... 

4* 1.4* 10. 10.  35.  56.  84.  ido.   i65.  aao.... 

5« 1.5. 15.35.  70.1a6.a10.  33o.  49^*  715... • 

6« 3.6.ai..56.ia6.a5a.463.  792. 1387. aooa.. .. 

7e i.7.aS.84*3To.46a^934*i7i6.3oo3>.5oo5.  etc. 

\ 
Yoîci  la  loi  que  suivent  ces  nombres  :   Chaque   terme  est 

la  somme  de  celui  qui  est  à  sa  gauche ^  ajouté  à  eelui  qui  est 
avrde89us;  2002  =  1287  «f-  71 5.  De  cetle  générations  com- 
parée à  celle  du  tableau ,  page  7,  on  conclut  que  les  nombres 
sont  les  mèm«ay  mAisJsangésdans.un  pcdrûdifiPérent,  Une  ligne 
deoe  dernier,  telle  qfie  i.  7.121. 32L.west  ici  une  hypoténuse;  on 
a  donc  7':^'[iis<2fjqt--*-i)3  pour  valear-d'-on  terme  "quélooB<jtie 
d'oidre  jp  9  00  pris  danî»  la  li(pe  /yf ,.  et  sur  une  bypoténu^  m'.. 
Prenons  deux  lignes  consécutivea: 

(/?  —  1)'  ordre ,  ;  .  i .  ^ .  • . .  y  .  r .  s  .  < .  v . . . , 
ff.. i .  • .  \.A.. . .   (2.Ii,S.  T. . . . .  ,, 

on  a  >^  ^  I  +a. .  ^=  Q  +  r,  ^;^i2  +  «,  T=  S+  t..,, 

1*.  Ajoutant  toutes  ces  équ.,  il  vient  T=^i+  a. . . r+s  -f-  /  ; 
ainsi,  un  terme  quelcpn<;^ue  T  est  la  soiQm^  de  tpus  les. termes 
de  l'ordre  précécfent,  jusqu'à  celui  if  qui  e^t  dans,  la  même  co- 
lonne;  ou  bien,  le  terme  général  de  l'ordre  p  est  le  terme 
sommatoire  rfo  /'ortfr»^ p  —  i.  '•- 

2**.  On  Terrait  dé  im^me  tpi'Min  terriHè  est  la  somme  de  la 
cbWnrie'préàlMmà  liniiéilS'au  inémè  ordre.' Cest  d'ailleurs  ce 
qai  réstiltt  de  fce  i^fnè'-lâ  ^y*  eokmaé'eêt  fôrTnée  des  mêmes  nom- 
bres que  l*ôrdré^p^ctT  ces  termes^deux  ji  deux^  sont  ceux  qui 
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56  reproduisent  dans  une  même  hypoténuse ,  comme  étant  à  dis-    ! 
tance  égale  des  extrêmes,  {^oy.  p.  S,  I.) 

3^.  Sur  une  hypoténuse ,  les  termes  se  dépassent  d'un  rang 
dans  les  lignes  consécutÎTes  ;  \  tels  sont  T  et  v.  Si  T  est  le  n* 
terme  de  l'ordre  p  y  eu  dans  la  n^  coYontie  et  la  p'  ligne  ^ç  est   r 
le  (/i  +  i)'  terme  de  l'ordre  />  —  i  ;  le  terme  de  la  ligne  précé-    » 
dente  est  le  (n  +  2)'  de  l'ordre  /)  —  2 . . .;  pour  remonter  jus-    1 
qu'au  2®  ordre  i.^,3,.,m,  il  faut. donc  au  rangT»  ajouter  /?  — -  2^ 
différence  des  deux  ordres;  c.-à-d.  que  le  terme  7»,  n**tle  l'hypo- 
ténuse,  s'y  trouve  occuper  le  ralng  n+p  —  2 , 

l'équ.   T=;=/hC{p--^  i)  reyient  doue  k  (p.  4) 

T^[{A+p  —  7)C(j>-i),     ou     (/^— I)]       (10), 
ou     v'.      .•■■ 

.1  ».       3  ^ — I  ,1  a  .    n-^i     ' 

en  défelbp^pani'par  l'équ.  (3),  p*  4?  et  poreAant  les  &Lbteurs 
du  numéiatenlr  en^ord^e'inTersei  OgE»  emplie  de  pvéfiéreiioet4a 
i^f*(<m*la'9^  de  cés' «impressions  du  ^ê^Tii^  ^^ifhi^T)  àélon -que 
/)  est  <;  ou  ]>  ».'On  Tévifié  mêipe  ici  que  le  ni'  t'erroe  de  l'ordre  jp 
est  le  même  que  le  p'  de  l'ordre'  «•       »*     • . .    j.  ...' 

En  posant./?  =  3,  4;,5  >•  •  •  <f  op  a 
3*ordre,  i,3.   6.tOt..Tz=^nJin+i)=:(ji'i'i)Cii; 

4*..-  .  .  ^..  1 .4.*  I0-20.  ,  .  T.jrz  ^  n  (lZ-f-l)(7l-f-2)=:(»-j-î^)^3; 

5«.V.'.";'.  1 .5.  i5.35;.\îr=Vï^  (»  -f  i)X7î+2  (n+'S)  ; 

l»Diir'aéVelopper(*+a)-:*,on.a(tf*'48'2,4».)  " 

'"'];■;  — h,  ^  fi  (h  -^  t)',  —  i%{h\^  i)  (h  +  i),. . . 

pour  coefficiens;  quand  h  est  entLervÇcs^^çt^|l^i:^rea^.çpt,daus 
l'équ^  (^io)^.oii/>  ef^  i^em|)Ja4^.  par  A^f^i^si',  l^s  coefficiens. suc- 

ic»|i  ]^^' ligne  de  notre,  t^eïiu,f(Tfic4eSt3ig^  .   , 
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Par  ex    (x  db  «)-«  coeff. 

{xztay^ 

(x  rb  €i)r3 

(ardb<i)-4... ., 
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3 

^4 
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I 

ÇpS 

6 
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I 
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lO 

q=^1 

35,1 
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Pour  obtenir  le  terme  s'àmmatoire  X  o«  la  somme  des  n  i*'^ 
termes  de  l'ordre />y  dans  le  tableaa  n^  4^»  ^^  suffit  (i®.)  cfe 
chercher  le  n'  terme  de  Vàràre  p  +  I ,  c-à-iâ,  -de  changer  dans 
{\o) perxp  4-  I.        \  "  * 

En'  comparant  les  lérmès  '  7*,  i  et  iS ,  on  à 

DéTeloppons  et  réd9is9n&{équ.  3^  n®  47^)  i.  !^u.^  trouvons.  • 


p-t-j^— g         _«+p  — 


n—'X 


r.X.S. 


'r.     T 


P—  ' 


X* 


(»). 


Ces  formules  serrent  ^.  déduip e  les  un»  4^s  autres  et  de  proche 
en  proche  les  termes  'qui  composent,  soit  ^^  li^^nc  p',  soit'la  n*^ 

colonM;  Par  ex.  pztti.6dûan6  T=*^-^t---î«  S,  Faisant  n  =:29. 

3,  4^  . .  »  on  trpuye  la.i.ju  I vfi-  •  •  pouti^  mùlt.îpliçaïeurs  de 
chaque  terme  S  du  6®  ordre,  donnant  au  produit  le  terme 

suirant  71  Pour  n='j^  T=z^ .  t,  donne 7,  |,  |>  •  •  •  iac-* 

2?  —  1 

teurs  qui  servent  à  passer  d'un  terme  t  de  la  7*  colonne  au  sui- 
vant r. 
Cette  équ.  (11),  où  Ton  changep  enp  +  *  >  Ten  S,^ *  en  T^ 

devient  S  =  - — r—  X^  T,  équ.  qui  exprime  la  somme  S  de 

la  série  a  ordre/?'  arrêté  au  n'  terme  T.  Ainsi,  pbur  le  7*  ordre,. 
S  =  7  (»  -f-6)^  Z^,  la  7*  sérîe^  arrêtée  au  9*  terme  3oo3 ,  a  pour 
somme  y  X  i5.3oo3  ou  643S.. 

490.  Nous  avons  pris  pour  origine  de  notre  tahleau  la  série 
t . I .  I  .^  . ,  prenons 't.i^.i^. t-'^, v . v^  suivoni^  la  même génera- 
tton;-  le  a*  ordi'eséra  l'éqttidifiPérènce  i .  i-t-/;  r+al^;i+3<^. . . 
et  aîlkiri  dés  c}rdi*e&  Suivaâë,  «ômme  on  le  voit  dans  ce  tableau, 
dont  le  précédent  n'est  qtt'uh'éaâ  particulier.. 
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!•' ordre  i.  J".  ^  .  .  ^  .  ^. .., 

3« 1 .   1  .4-  /.     i  H-  3^.  .  I  H-    3/.     I  -+f    4^. . . 

3e 1.  3:H-^.     3 -h  3,r.    4  4-    6J^.    5H-io«r... 

4^*.  ..'•.  I.  3  -f-  /.    6-4-  4^.  iQ  •+•  lo^.  i5  -f-  3oA-- 

5« 1.4  +  ^.  10  +  5/.  30  -+-  j5S,  35  -f  35/. . . 

6e 1 .  5  H-  cT.  i5  +  6(r.  35  -ff  ai/.  70  -H  56^^. . . 

r 

n  est  yisible  qup  tou$|  le$  termes  ont  la  forme  T  =  ^  -4"  r^^  ? 
et  rapprochant  les  nombres  de  ceux  du  i^'^  tableau ,  on  trouve 
que  ui  est  le  terme  de  ni^me!  rang  n  dans  l'ordre  précédent/)— -i , 
et  que  le  facteur  B  est  le  terme  âe  même  ordre  p  dans  le  rang 
précédent  72 — v:  .1  .... 

T=n'  terme  de  l'ordre  Qd — 1)  -|-  [(* — i)'teAnedeFi3*dre/^]/, 

•  * 

r=  [(»  +  jt,  _  3)  c (»  -  20  ou  (p—  i)],  (^^ + 1), 


.  '  I 


— I         \»— I  / 


Tel  est  le  Urme  général  de  ce  dernier  tableau,  l^  tem^  ^tnn 
matoîr^  2  de  ï^ ordre  1^^  est  le  t^rme  général  de  ¥  ordre  p  HrJ.9 
comme  cWevant'.  Par  ex.,  />  =:  3  donne >  pour  le  3"»  ordire, 

On  fait  dans  le  i**"  ej^.^  =  2 ,  et  les  carrés  i  .4'9'  i6. . .  dé- 
rivent de  la  progression  impaire  1.3.5.7...;  ^^^^  ^^  secionde 
5érie  ^  =  3 ,  etc. 


J.    3.    3.       A '      3..«. 

I.         ÏJ.         0.                n  m               Q...a 

l»  4'  9*  '&*  ?5. . .. 

1  •     v  •       3  •       «X»       3  •  •  é 

1.4*    7*  '<>•   '3. .. 
- 1.  5.  13.  33.  35... 

'T—  ^       3ll—  I 

3 

1.4*    4*    4**** 

1.5.    9.  13*. . . . 
T.  6.  i5.  38.. . . 

2  =»  .  .  5 

n-f-T     ' 

T     n  ^^^    4»— » 

491 .  Si  Ton  coupe  le  <^té  al  (fig.  O.^ia  jtr  jongle  o/zn^  enn-^x 
parties  égales,  aux  pc^n^  b,  d,  /,...  et  qu'on. m^6,^jr  de,.^n.. 
parallèles  à  la  base  Im  y  ces  longueurs  croisaeiit^çomKa)^.  les 
nombres  1.2.3.4*  •••  Su  plaçant  uji^  poii4eQ:a>.9  en. ^  et c, 
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3  sur  dej  4  sur^. .  »,  la  somme  de  ces  points ,  depuis  a^  est  8uc- 
cessiTcment  i  •  3 . 6 .  i  o  •  • .  ;'  et  le  triangle  tdm  contient  autant'de 
ces  points  qu'il  est  marqué  par  le  n*  de  cea  nombres  du  3*  ordre , 
qu'on  a  y  pour  cette  raison ,  nommés  triangulaires.  Ces  points 
sont  équidîstans  quand  le  triangle  est  équilatéràl. 

De  mâme ,  dans  un  polygone  de  m  cbtéi ,  oh  mène  des  dia^ 
nales  de  Fun  des  angles  a ,  et  l'on  dîVîsè  ces  lignes  et  les  côtés  de 
l'angle  a  en  n  —  i  parties  égalés  ;  Joignant  par  des  droites  Tes 
points  de  même  numéro,  en  forme  »  —  i  polygones  qui  ont 
l'angle  a  commun  et  tu  —  2  côtés  parallèles.  Les  périmètres  de 
ces  côtés  croissent  comme  i .  2 . 3 .  44^. .  Qu'on  plkce  un  point  k 
cbaque  angle,  un  au  milîétfdes  cil^tés  parallèles  du  a*  polygone, 
2^int8  sur  chacun  des  côtés  du  3*,  etc.,  cea  côtés  contiendront 
I,  3>  3^ . .  •  •  points  de  plus,  et  le  contpinr  des  m  -rr.^  ç^tés 
paraUëles  auront  chacun  m  —  2.  poj[|kts  de  plus  q^e  dai;^  1^ 
précédent*  F^ifqns  f=:jn  —  a,  Tiaîre  de  notre  po}ygpi|et  ç^*- 
tiendra  dope  des  points  (équidistans ,  si  la  figure  est  r^tjlière) 
en  quotité  p^arquée  par  Je  n^  ternie  de  la  série  du  3*  ordre, 
qu'on  tire  de  i .  J'.a/..3^*  •  •  Gç^œ  qui  a  &it  nommer  Carrif«, 
Pentagones^  Hexagone^,' . .  les  notaires  de  ces jiéries,  dont  ni^us 
sTons  donné  les  lerme^  général  et  sommf^irç^  pour  ^  =  2,3, 
4)  •  • .  ou  m  =  4^  $9  6.^  :^  En  général j^  on  appelle  nombres  po~ 
lygonesj  tous  ceux  du  3*  prdi^e,  paroe.qu'jl^ppnYei^t  é^^e  équi-r 
distans  et  contenus  dans  une  %ure  ppl/gôi^l^. 

Si  l'on  raisonne  d^  mèoiiapour  ifi^.fiiigl^tpijbdre,  pii  Terra 
que  la  série  | .  4  •  i  P  •  20  • . .  représenta  la  quotité  de  poiots  qu'on 
peut  y  placer  s|ir  des  plans  parallèles,  çe^  qui  ^  îfuH  nomfaer  ces 
nombres  Pyramidaux.  Ijês  nombres  pofyèdrf^  eompos^t  les 
séries  du  4*  ordre ;,  dont  nous  savons  déff^cpiner  les  termes  gé- 
néral et  sommatoire,  en  faisant  p  =  4  et  5.  L'analogie  a  porté 
à  généraliser  ces  noti0ns,'etFon  appelle  Tttfx^é^y^r^  toustxux 
qui  sont  soumis  à  la  loi  da  ii®  4^^  et'Ccgqpri^-dans  Je  tableau 
précédent ,  quoiqu'on  ne  puisée  réellement  représenter  tous  ces 
nopibres  par  des  figures. de  Géométrie,  au-4eià  da  4*  Pl^ret 


S6  AIGÈBIIIS. 

■■;!J-  .  : 


iSur  les  Pemmtatians  et  les  Combinaisons^  dans  le 
*  '  •■  cas  oà  les  Jettres  ne  sont  pas  toutes  inégales.  ■ 

492/ Éffi^tuoBS :1e;  produit  àu  polyr     ^_     a^^..,^  , 

leur ,  eu  ayant  spia  d'écrire ,  dan»  cha^  ^  •  •    Î^TlïT?!*  '  * 

.qiie.,ter]!;i9L^ej,  la,,  lettre^  muUiplicateur  au  ca-Ki-Hc. . . 

i*>;^â]Qg ,  et  de  lais^r  à  «a  place  chaque  ;  J,,'^  \^^\ ,  ; 
lettre  idu  multiplibande» 

Cu.aa»  r|tv  0106  -f-  aai7«./« .  -4"  aia  <*f>  afri  *^a6o. . .  -4-  oca  r|r(  4icb*»  e 
'  r  ^uiànt*- bab  rhËéci»,u%.ri^..bba  -f^ 6&&:-4t:Mc*«.  +  bca  ^bcb.,^ 
'j'vacb'^cabyincçM^jky.sf'ri'.eba»:*  et.  ainsi  de  suite;  ";        (   .      * 

; fe  pfôatiît  iB'éiV'tàmé'iek  arràngeîÀenà'a  à-  2  des  feWes a', 
6 ,  ^é .  • .  ;  G,  dès  plèi^l/HAions  3  à  S ,  ete!  /  en  admëttiiiit  qu'une 
léttife*tiufc^*éiitfëf  i ^2,3; • .  fois  danschaqne'tërmi^^' è^^aînàî 
dëis'aj/ères.  En  effet, 'j^ôur 'que  deui  iirfàbgëinetis'3  &  3  dont  a 


fSt  iiii  altabgeâiéât  de^i  lettre^  Vëjfété  liif-^éme  où  omîs  dans  È. 

'■  ^  Le  pfodultl^  ^Whërïùéi  ians  cfia'^é'ïlène,  ët'7i»ï?gti'ëii  /» 
7!f"       ''         '  '  '      •:         t^    ..    ^ 

fait  m^  arrangeilIteSîfiS^Sl . .  ttiànihl*  è^'ïa' quotité  despetThn^ 


~  ;£a''sbîïîAè  dèéiWKd|feiïétoVd'e%'Ifeai^dà  1  à  i ,  2  i  1 , 3'^S  3,... 

^-^ulsron  2V0ff<8>'^éé^ti&ie,  ia  qctotité  des  noMlbre»^ qô^>a 

Sdtetit  7»  Ais  'À'i'ByC^,.  &/&césitiarqaées  deslettreira,  &, 
c^ . .  ;  un  jet  de  ces  dés  produira  un  système  tel  que  abacc.  Si 
l'on  prend  le  i*'  dé  ^,  et  qu'on  lui  fasse  présenter  tour  à  tour 
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ses  diTersea  faces  »  sans  rien  chaoïger  aux  Ktttrïi  dés'^*Ië  ay«iehie 
ci«deiBsa8  en  proâjDira/*^.  ainsi  nos  Ai  dés  domdKt  /  Ms  plus>  dm 
résultats  que  les  (» ^--^  r^.*  «ètrép  «tés  18)*  Cv;^  donbidetil»  dés 
Amneàlf^  hasards^  3  dés  endmiseBty^i  4  dét/S^.' Wcà^di.f 
y&<«»  j97vidi<Mtfnif*^Àasa7iflb;  NoQs'i^^  «Mikme  dîfFé» 

Feos^  les  vésnltats  iàeotàqiates^  kmjWils  soiit  aiiiliïéiffiivlhtfdéà 

Si  le  x^  dé  à/£Kces;  le  a*/;^  h  S*/*-^...  le  tiombredes  liAiaiAi 

493.  Soient  i»  places T^cflaa|fip,^,^,,C.„  qft!ik^]^^l  df^f^ire 
occoper-pr  m  lettres,  «%Yoir ji#  pJbMQS  par  j»^  7^  pUç^  par  ï^i  etc. 
Chen^ns  ^[^c^pbien  dQ  Açotaf  on  pfivt  faii^^iia^islf  iba^oki» 
Il  est  eiftik*  ^ito  pour  plu^  lfii,#.  telt)'e«  a>  il  svffiidls  preudee 
ttdes^çitTeg'uiyBj  Cy.;fc.'«t-d&leS;^àl6r  è  «<  o^l^  pe^t  se  fair» 
d'aàtani'de^-ïiëbiis  qu'il  eilt  potsiMc  «d'égalép  detfois.  à  a,  et  des, 
lettre^  Iti^i/^^^,^  ^mC»]  iniar^pi^doiu^deçoii^lHteoi^kKiàiiièraf 
OD  p^i^  tAie  occuper  epla<)esviar:nvt{iil  sont^TBcatttes. 

Il  reste  ^' dans  chaquejievl4e<y  j7»l^-^'«  plàœé  t«<(aQies,dohtV0 
peuvent  être  remplies  iper  le  ièltre:i>^y  d'dulaiiï  de  façons iqn'il 
est i»«rq[iiié par  (m-rr  p^Ç^ ttle  produit  mC±  x:(ift'i»*<:4)  €ft\ 
indique  de  combien  de  juaiiièrfè^  om  pentidisbâUuer«Llettneea^ 
etiSlettries.i^»dfl?i|iil7>  places  YâcÉuiies.>    '    rrr:.  ^r  i^..  ;/:<,' 

SuF  leeiT?»  «rrr  4t.f-<-  ^  places,  qui.  sèstent  à  dccupcr^  on  peqt 
plao^  ^  JeUres  o  ^  et  (diaqneiïeiiDMwèB^prQdfât;ittu  jioiuh|e 
(mrr-r.«f-Ti^)  Cy»*..  etc.;  éinsi^ jusqu'à  eedpi^il n^jiitit  plus  d0 
pl4^ge^>¥acantés^ce  qui  aiwive  qoand  eu  a  6C0tx2s*i';'  Donc,  si 

^oii ^éuir  diètnbjÊer  les  lin  ftkteuri-^^lrc^  ../  &  fautes  les  ito^ 
nc^iws  poêêibléê  j  eu  former  toitê  ieBarrangefrtknk  qnfSèè-péui^eiit 
•ubir,  UàPfêultiUs  seront  en  nùnhbre  marqué  ^ktrVy'fy)TmvLle 
(9)  >  P^^  '^9  ^^  ^^  I^  coefficient  du  teHne  général  d^nn  poly-^ 
nome. 
Par  ex.,  tés  io  facteurs à^t^  d  forment  des  pértnûtatiotis  en 

nombire  iV  5=;^;  j»,  u  ^i  /"n  »  t^»  9u  1 2600.  l^  7  lettres  du  mol 
tUmmid  peuimt  étiré  arrangées  de  4^0  façons  dftCèrentes . 
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:  Ce  ooe£Gicîent  N  exprime  aussi  combien  Uy  a  de  heLsarch  qidj, 
eti^ec  m  déf  à  îfaoés^  peuvent  amener  un  réeullcU  donné.  Car  si 
ces  déaontfSMr  leurà  hfies  les/*lKtres  a,  byCy.,  et  si  l'on  veut 
que. fl(  dés. ofilneat :1a face  a,  ce  sesa ooiniiie  si  a  lettrés  a  cleyaient 
se  .placer  dans  lés  rangs  dont  le  noù:ilM*e.est  m  :  ce  qui  donne  mCti 
hasards  pour..piroduire  ei  lettrea  a*  Pour  qae^fir  de  nos  i»  -s^  a 
autres  dés  présentent  la  face  b,  il  faut  de  même  faire  ronplîr  0 
pUces  sur  ti»  -^.41  Facaatefs;  cbàcuu  de  nos  résultalis  précédens" 
en  produit  donc  (?»—«)  Cfi,  et  ainsi  de  suite. 

494^  Clierchon^  les  combinaieons  dts 
lettres  a  ji  b^  c/, . . .  j  en  admeUant  que       ^i   ii   ^   1'  * 
choqué  facuair  puisée  entrer  plusieurs     ««+  bh-^  cc+  dd, . . 
Jbis  dans  iès  diçér»  termes  (comttien^4<)^>         "*"  ^^  **^  fî'  '  ' 
excepte  quq  1  ordre  des  facteurs^  est  ici  4:  ad. . . 

, indifférent).  Multiplions  plusieurs  fois  « aa+è6^o*c-M«W: . . 
par  lui-même  le  polynôme  a+b+c. . .  it^^wtccÎMrf.V. 
en  ne  preiiant  pour  facteur  d'un  tei'me  -f*^-f^Ai..^ 

jç,  b^Cf^.yjf^  leS'ftermes^du  mnltiph-  -Hiac+ccc... 

jK^deqaLsont  dans  là  inéme  colonne  ou  • 

jLisa  gauche.  .Uvcst  wiUe  qu'on  aura  poiu*  rés«ltat«  successifs  1^ 
combinaisons  deniandées  a  à  2 ,  3t  a  3  • .  « 

Quant  au  nombre  des  combinaisons,  chaque  colonne  d'un 
produit  contient  autant  de  termes^  qu'il  y  en  a  dans  là  cobmne 
qui  est  att^detis»s^p)us  dans  celles  qui  «ont  àgattcha^iSi  1  ^  «t,  «^^ 
]Kv>v'%onl les  nombres  des  termes. des  colonnes  d'Un  produit, 
ceux  du  produit  suivant  sont  donc  .1 ,  x^ee,-  i^-^-tf-^-ZS^i -f'<£'^iH~>'* 
Cette  série, se  tire  de,  i.«./S...  seljC^  la  loi  dft^  nombres,  figu-r 
rés,(ja^?  489)3^494^.  P^^f  lciiÇL\combinaispi^»,a  9  a^  Je*  jX)lonnes 
successiyesjCQ^ntiennent  i.^.3«4*"*  termes) pour  les. Combinaisons 
3  à  3,  elles  jE^il.o^t  ,1  ...3.6. lo...^  pour  celles /^  à./),  pn  a  lars^'^ie 
du  /)'  ordre.  Le  nombre  total  des  combinaisons  ;  ou  celui  des 
ternies  d'ijga  produit^  est  la  somme  àe,  la  série ,  étendue  à  2, 3, 4*  •• 
colonnes,  selon  qu'on  a  i ,  2,  3..^  lettres  à  combiner;  pour  n 
lettres,  il' faut' ajouter  lès  »  i^*  termes  de  l'ordre /^ ,  c.-à-d. 
prendre  Ie.i2^j,^m(3  «Je  l'ordr^e/?  rf^  i.  Ainsi^  la.guatiié devom- 


y 
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Uneuêons  de  n  lettres  p  ^  p>  en  admettant  ^ue  chacune  puisse  y 
entrer  1,2,  3...  p  Jbis^  esi  le  n*  nombre  de  tordre  p  +  i .  Il 
faut  donc  changer /i  en/>  +  ^  dans  l'équ.  (10}  page  2a  : 

.T'=[(7ï+/>— i)Q>ou(»  — 1)]...  (12); 

i»-4-i;*4-2     n+p — i       ,     ,     .p+2     p  +  »  —  I 
2  3  20  ^'^  '     '     2  n — I      * 

71  peut  être  >,  c=c  ou  <  />.  Par  ex^ ,  10  lettres  4^4  donnent 
715  résultats;  4  lettres  10  à  10  en  donnent  286.  On  voit  d'ail- 
leurs que  n  lettres,  pris^/>  à />  ^  et  jo  +  t  lettrés  prises  » -^  i  à 
n-—  X ,  donnent  autant  de  combinaisons,  puisqu'on  peut  rem- 
placer I»  parp  +  I,  et/7  par  ts -—  x ,  sans  changer  T. 

Le  dé?eloppement  de  (a  +  ^  +  c*-*)''  est  formé  (n°  4^) 
d'autant  de  termes  de  la  fomie  Na^lrc^...  qu'on  peut  prendre 
denomlires  difPérens  pour  les  exposans  «e,  ^^  y,...  leur  sommes 
demenrant  =  p.  La  quotité  totale  des  termes  est  donc  égale  à 
oeOe  des  combinaisons  p  h.  p,  qu'on  peut  former  avec  les  n 
lettres  a,  by  c^a,  en  leur  attribuant  tous  les  éxposans  de  zéro 
à  p.  Il  est  clair  que  T  est  le  nombre  de  termes  dé  Impuissance  p 
du  polynôme  a  -f-  b  -f-  c... 

Si  l'on  Teut  la  somme  des  combinaisons  de  n  lettres  i  à  i , 
2à2,^pàp,il  faut  ajouter  le  n*  nombre  des  ordres  successifs 
1.2.3.  •  .j?  'i-  1  dans  le  tableau  du  n^  ^9g,  ou  la  n*  colonne, 
(ptaa  sait  avoir  pout*  s6mmè  le  (n  +  >)'  nOikibre  dé  même 
Qtàeep  -^  1*  Changeons  donc  nenn  -j'  1  dans  l'équ.  (t2) ,  et 
nous  aurons,  pour  la  somme  demandée , 

iS=  [J(jn  +p)  Cpf  ou  w]  —  1. 

Cette  muté  aoustractiTC  répond  aux  combinaisons  séro  à  zéro, 
ip^ondoît  omettre  ici.  Par  ex. ,  5  lettres  combinées  depuis  i  à  i , 
iuqu'ii  4  ^  4i  ^^  4  lettres  de  i  à  x  jusqu'à  5  à  5,  donnent  ce 

Bomlire  de  résultats    *"*/—'  ï  =  i^iS. 

1.2.3,4 

Si  Fan  Teut  les  combinaisons  depuis  p  à  p,  jdsqu'àp'  àp% 
on  applique  deux  fois  la  £(Nrmul6.(aux  nombres  p  etp')  et  Ton 


5a  ^LiiQSBmB* 

retranche  les  résultats.  5  lettires  prises  de  4  ^  4  jusqu'à  6  à  6 
fynaejàt^i  -«»>  taS ,  ou  326  cmnbinaîsQns. 

/^g5.  PrbpoSdnd-iious  d^atoir  toutes  les  conthinàisons  des 
lettres  du  tmjhome  H^^hre^. *• , priset  i^à  i^^à^y^û^y jusqu'à 
la  dimension  «  +  /^  "4"  >•••  l^es  exposans  1^2^  3,...  «  peuvent 
affecta  a\  ae  même  t  ,  â,  3j...  (^  pour  6^  etc.  ;  la  question  se 

réduit  visiblement  à  trouyer  tous  les  diviseurs  de  a^b^c^ . . . ,  qui 
èdnlies  tetrnies  du  produit  (note  page  33  du  i^  vol.)  ' 

Le  nombre  des  termes  ^  on  cdui  dés  combinaisons  demaiidéeS) 
est  (I  +  a)  (i  -f /g)(i  +  >^).i  Par  ex. ,  o^^W*  a  36o  dvrisenrs 
(6^5.4*3)  en  j  comprenant  i  j  il  y  a  donc  35g  maniëres  de 
combiner  les  factem*s  i  à  i ,  2  à  2  ^  etc. 
,.    Et  si  l'on  ne  veut  que  ceux  de  p^  dipiseurs  quicoriMe^xk^nt  a  » 

comme  les  autres  divisent  IrOt,.^^  et  que  ceux-ci  sont  en 
nombre  (i  +i8)  (i  *+-y)iw,,  pn  les  retranchant^  il  reste 
^  (i  +^)  (>  ^^  >')'*'pOur  la  ^otité  des  diviseursquî  admettent  a  : 
comme  si  ronieAl  apporté,  près  de  toutes  les  combinaisons  sansa, 
les  facteurs  a ,  a%  a^,... 

Pbuî:  sai^ii*  ébnbbfën;  parmi  lés  divîsetirs  de  £i*Jn5^...,  îl  en 

est  qui  renferment  ctl^lP ,  je  prends  tous  ceux  de  c^dr,^. ,.  dont 

^  le  nombre  est  (i  +  ^j^)  (i  4:  ^)  •/  •  >  et  j'apporte  a"*i'*  près  de 
chaci^  ;  les  résultats  pont  doi^ç  en  nombre  égaL      , 

Notions  sur  tes  Probabilités. 

4g6.  Quand  on  attend  un  événement  du  hasard ,  la  prudence 
eôtitiètë  à  n'êvimAt  iè  plu^  graÉid  ndnibre  de  chànCes^  fAVoi^bles  i 
Févèiiemeiit  •dëVîéiit  probable  k  r%h6n  de  la  valeur  et  dé  la 
^otité  de'éè^chànéês^Pes  évènëilâiiôtfs  éont  dgalementpossihhfSj 
quand  il  y  a  autant  dç  ^qtif^  d'e^iéteî* •  que  diaçi^i^ .arrîyçtr^t 
en  sorte  qu'il  y  ait  une  égale  indéc&iéh  'pour  présumer  celui 
qui  Èet9i  ]*é)aUé>1et'  que  *4êii' joueut^  qui  se  partagëi'àt^t  ces 
«Aiâiioerân'  mette  tloâîbi^pètt^  eussent  dèi  hnotfii 
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égaux  d'espoir ,  et  un  droit  égal  &  le  yoir  se  vérifier.  On  )i^e  du 
degré  de  probabilité  d'un  érènemeht,  en  comparant  le  nombre 
des  dianoes  qni  l'amènent  an  nombre  rtotal  de  tontes  les  chances 
également  possibles.. 

La  probabilité  se  meètarÀ^par  unê.JiywièQà  dont  le  dénomi- 
nateur est  la  quotité  de  tous  les  épènemens  légalement  pos^ibles^ 
ttdont  le  numérateur  est  le.  nombre  des  casfitporables^  Je  veux 
amener  5  et  2  avec  deux  dés  dont  les  faces  portait  i,,  :$  |.3, 4? 

5  et  6;  il  n'j  a  que  deux  cas^  sûr  36  également  pôasiUea^  de 
Toir  5  et  3  arriver  ;  dono  la  probabilité  est  ^  ou  '^.  Si  j'espère 
ameuer  7  pour  somme  des  points  y  je  edmpte  trois  cas  doubles, 
qni  me  sont  favorables  ^  6  et  2,  6  et  1 1  4-et  3 1  j'ai  donc  -^  ou  ^ , 
pour  probabilité  :  il  y  a  i  à  parier  contre  5  qu'on  réussira. 

Il  faat  dope  nomffrer  toutes  les  chances  possibles  et  égales  j 
puis  celles  qui  sont  heureuses  ^  et  former  une  fraction  ae  ces 
deux  nombres.  Quand  la  probabilité  est  ^|^  il  y  a  vraiment- 
blancef  incertitude ^  si  cette  Araction  est  \ ,  c.-à-d;  qu'on  peut  in-- 
âiffèrem,mefit parier  pour  ou  contre  ^épènemenU  La  probabilité 
devient  certitude  quaiid  la  fraction  est  i ,  puisque  tons  les  évè- 
nemens  possibles  sont  alors  favorables.  En  réunissant  les  proba- 
bOités'pour  et  contre  un  événement ,  on  trouve  toujours  l'unité'. 

Nous  allons  faire  j^usieurs  applications  de  ces  principes.     . 

Sur  82  cartes  mêlées,  12  sont  des  figures^  20  des  cartes. blaur 
chei;  la  probabilité  d'amener  une  figure ^  exi  tirant'  une  seule 
orte,  est  ^  :?=  !•  n  y  a  donc  3  à  parier  «:^ntre,5  qu'on  amendera 
nue  figure  ^  5  contre  3  qu'on  tirera  une  carte  blianche. 

Snr  m  cartes,  il  y  en  a  />  d'une  sorte  désignée }. quelle  est  la 
prdMliillté  d'en  tirer  m'  qui  soient  toutes  de  cette  espèce?  Le 
aoiabre  des  <»s  possibles  est  mCm!  \  celui  des  cas  favorables 

est  pCni  ;   la  probabilité  demandée  eut     ^   ,*  Sur  Un  jeu  de 

6  cartes  >  par  ex. , .  il  y  a.  k3  cœùra^  c^  tiraut  3  çartçsj^au 
hasard,  la  probabilité  ^[u'idlles  sont  toutes. trois  dôs  i?|3^rfl[eçt 
i3G3  rSaCS  ou  sl^i  environ y^.o  ;    .-•     . 

Sur  m  cartes ,  il  y  a  a  cœurs,  atypiques.  •'•  ^^-^xxïitfèifif  -^m" 
cartes;  quelle  est  la  probabilité  qu'elles  sont  .n»'^  cœurs  et 
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rn  piques?  mC  (m'  -(-  mf)  est  le  nombre  de  tous  les  hasards 
possibles.  Les  iz  cœurs,  combinés  m'  h  rrl ^  forment  aCni  sjs- 
tëmes^lesa'piqueSya'Cus":  en  accouplant  ces  chances  (n^47S)>  ^ 
nombre  des  favorables  est  [aCm] .  lafCm"]  ;  c'est  le  nutiiérateur 
cherché.  Il  serait  [aCm'] .  [a  Cm"] .  [c^Cm'^ ,  s'il  y  avait  en  outre 
a"  carreaux  dont  on  voulût  tirer  nt^^  etc. 

.  La  roue  de  loterie  contient  m  numéros  dont  on  tire  p  ;  un 
)oueur  en  a  pris  m' }  quelle  est  la  probabilité  qu'il  en  sortira  jvr^- 
cUément  p'  ?  Le  nombre  total  des  chances  est  mCp  y  dénomina- 
teur cherché.  On  a  trouvé  (n**  47^)  '^  nonihre  des  chances  favo- 
rables; ainsi  ^  le  numérateur  est  

X=[(m  —  mf)C{p^p')].[m'Cy]. 

Dans  la  Loterie  de  t^rance ,  m  ==  90  ^  p  =:  5 ,  le  dénominateur 
est  goC5  =  43  949  268.  Qu'un  joueur  ait  pris  ao  numiérôs, 
par  ex. ,  m'  i=  20 ,  s'il  veut  qu'il  6n  sorte  précisément 

i  =  p\  numér.  20  [70 C43  probabil.  0,4172 

2  s=  p'     2o,^,\j]oC3]        ....   0,2367 

3  =z  p'     20.  T?.^«[7oC2]        ....  0,0626 

4  =  it>'     i  7o[2oC4]        ....  0,0077 

5=i'p'  [2oC5]        ....  o,ooo3. 

Si  Ton  veut  qu'il  sorte  au  moins  i  Numéro  ^  c.^à*d.  qu'il  en 

sorte  i  j^,  3 ,  ^  on  Sj  il'faut  prendre  la  somme  0,7245.  Pour 

qu'il  en  sorte  au  moins  2 ,  ajoutez  ces  résultats-,  excepté  le  i®'  ; 

la  probabilité  est  0 ,  8073 ,  etc.  Si  vous  voulez  qu'il  ne  sorte  aucun 

numéro ,  faites/)^  iiul  >  ou  prenez  le  complément  de  o ,  724$  à  i  ; 

vous  aurez  o ,  2755. 

Ces  problèmes  peuvent  s*énoncer  ainsi:  sur  m  cartes,  il  y  en 

Si  m  désignées;  on  en  tirep,  et  on  veut  qu'il  y  en  ait,  ou  pré-* 

ciaémentj  oii<iu  moins j p' frises  parmi,  les  désignées:  trouver 

la  probabilité?  Par  ex.,  un  joueur  de  piquet  a  reçu  12  cartes, 

d'où  il  conclut  que,  parmi  les  20  antres,  ily  a  7  cœurs;  queHe 

est  la  probabilité  que  s'il  reçoit  Picore  £  cartes ,  il  y  aura  pré« 

cû^ment  3  cœurs?  m=20,  ^'  =  7,  p^=z5,  p^=3;  d'oîr 

■  ~rï3€2].[7C3]      .2730  .         ,     f        .        -^ 

résulte  ■       ■     ^i'J — -  =    J^  ^  ,   environ  7^.  En  raisonnant 
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éomme  ci-deMus,  on  aurait  pour  la  probabilité  i^H  Vtendrai 
«a  moins  3  coeurs^  ||St">  <^  enriron'^  **' 

On  a  dans  une  bofarse  la  jetons ,  dont  4  blancs ,  on  en  tii^  '^ , 
tpielle  est  la  probabilité  qu'il  j  en  a  préëiiiément  3  bliincs? 
if»=ia,  w*'=4iP=7;P'  =  3,d*out)ntîrefff ,  à  petipr^'-^. 
La  probabilité  de  tirer  au  moins  3  jetotisbianès  sur  7  ek  ^,' 

497*  Deux  érènemenf  ^^  jt  sont  amenés  par  p,  p^  causes; 
il  y  en  a  ^  9  ^'  qui  s'y  opposent  ;  on  admet  qu'ils  peu?ent  arviVer 
ensemble  ou  séparément ,  et  qu'ils  sont  indépendana^  Vuq'de 
Fautre;  on  demande  quelles  sont  les  probabilités  de  tous  les 
cas.  Imaginons  deux  dés>  l'un  à  d  -f-  ^  faces  colorées,  d  en 
Uanc^  q  en  noir  ;  l'autre  a/>'  +  y  faces  coTorées^  p*^  en  rouge, 
^  en  bleu  :  il  est  TÎsible  que  le  jet  de.cliacûa'^ecés,clés8^nar^ 
ment  amène  des  résultats  comparables  à  nos  iâeux  évenediens. 
A  sera  réalisé,  si  Pon  amène  l'une  des^  faces  blanclîèa/et  il 
ne  le  sera  pas,  si  Pou  amène  l'une  des  ^  faoés  noires,  etp^Le 
nombre  total  des  basards  (p.  2:7)  est  (/>+  g)*Cj/  +  q^),dènih' 
minateur  commun  de  toutes  nos  probabilités.  '  '-'* 

Si  Ton  veut  qu'une  face  noire  et  une  rouge  arrivent  ensemble, 
les  q  faces  noires  et  les  />'  rouges  offrent  qp'  combinaisons  ;  ce 
sont  les  cas  ^Yorables ,  dmcla  probabilité  est  . 


M 


^€St  oelfe  detoir  arriver  A  sans  que «i^^aft^liett.  Il'enscApa  -àe 
même  des  autres  pav.  ^  •  <-  «      n\t  .  . .  y.  •»  . 

Observez  que  nous  avons  ici  le  produil^^dot  probabilités  rek'- 
tives  à  diacun  des  évènemens  souhaités  ^jâonc  s»  4m  éyèj^i^sns 
êoni  i9%dipendanê  Us  uns  dé^  autr^s^  la  probabilité  qu'ils  arripét- 
ronê  ensemble  êst^.  le  produit  (fe  toutes,  les  probabilités  relatiç^s  à 
chacun  séparément,  •'i fie  tbéorème  des  probabilités  composées 
n'est  ici  démontré  qu<;  pour  deux  évèpemens  ;  mais  s'il  y  en 
avait  un  3*  A* ,  ou  un  3*  dé  à  /)*  +  q*  faces,  le  même  raisonne' 
ment  s^appliquerait,  et  justifierait  la  conséquence  énoncée. 

Par  un  jet  de  deux  dés  à  6  faces ,  on  veut  amener  4  et  ai  ; 
quelle  est  la  probabilité  de  succès?  En  ne  considérant  qu'un  dé, 

i         •      a.  3 


54  fujiW^, 

simple  I  ou  |  ;  maû  cslI'''.  f::a§  él^^.  arcÎTé  >  le  af,  d4  doit  ewcqre 
am^^i;  l'autre .ppj[|i((a^,p|i  4) |a«tre prgl^biflté  simple  \  ;4lonc 
rïwohai}>i!ft6çl>^«^^  ^  :jfC  J  ^=.^;..çpuw»§  M  i'oa  eût  comparé 
Ie6..9,'(^,fiivo|rableB,.  i(yx.^6  hasirrds  possibles.  ..      i 

Qo  f  sépara  W^i^fittl^Mrs  d^ui  jw  Afi.Sfii^is^tesj^^n  ipacimtfliy 
8  cf^ursyô  carreaux  ^etc,  on  deinaude  combien,  on  pe^t  parier 
di'àji^ëaer'l'utie  des  3  figures  de  cœur?  Comme  on  ignore  quel 
^tlé.j^qûet  qui  contient  les  cœurs ,  j  est  ht  probabilité  simple 
qu'on  s'adressera  à  cet  asse^iblage  :  mais  dans  ce  cas  méme^ 
sûr  9  cartes  y  il  fau,t  tiVer  l'ujne  des  3  figures ,  autre  probabilité 
simî>le  l 'y,  donc  cçllé  qu'<><i  demande  est  composée  des  deux 
'précédeuteJ,'ou  ^.      , 

GNi'and  les  probabilités,  se  coraposeï;!! ,  elles,  s'affaiblissent, 
nuîsqû'enes  résultant  du  produit  de  plusieurs  quantités  <  i- 
Uii  lioinmé  dont  .,la^  Té^racité.  m^est  connue  m'atteste  un,  fait 
qu jj  a xu •,  jcv^iue  a  t~  la  probabilité  qu'il  ne  veut  pas  me 


S'il  7  a^ait  ainsi  rietîniteriÉéïkiaîreé ,  oi»li'aurail  pluitque  (  <& V  ^ 

c.-à-d.  pas  méiàjif  *  ^^  J  aurait  j  à  ;pariéc  contre,  i  que  le  fait 

transmis  est  Ùtvài  ',  \quoiï|ttë  tous  les  9ntéVmé4iaiiHs8  soient  égale* 

•  lAenft)?  écidiiluen  On  la  «om^ré  oette  difétowtitm^do  >Iai  pfpMii- 

lité,  à  l'extinction  de  clarté  des  objets  ,  TiAft-par  l?i»WpmilWfi 

■4k:/plàriéiife»im0f«oà«Kide  ^eriie..  i  .  :,>  .  .«."-.li;' 

>4g9^  Qu«(É^4e9'péobafiiKtés^%ittipliÉ»isottt  égales»  entrer  dlei#, 
le  ré^Hâlfi'oa'  ptoâtiit^^ttifi^^gdaûde  ée  eette4|«iîiiititâ.»<i«i 
éi^emetlt^^iE^-àittétié^^ar')>^«au8ès^y>i^  ç  fo»  '«^^^pp^ 

•posent-,  quelle  est  la*  ^obdbilftèiâ^aÂÉieiiJxift  ft»s  A^fim  7^eiKi{iB>? 


n  est  clair  qu'à  chaque  coup  la  proli^inté  simj^K.est  —^ 
pour  ^,  et  — - —  contre.  Si  l'événement*  se  rçafiseil'ïbis.^'ôn    * 

■*.:  ' P  "i*  Ç  •    ^    >-;•■  ::•■•■  -f-.    ..•.■7 

a  k  piûssawre  ir  de  la  i  ^*  fraction ,  et  s'il  n'a  pas  (ien  |<Ieii/HTv^ 


% 
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iBtnt  cMpsy  on  R  la puiaumar  n^»^h  àe  Ift  a*.  Dene,  cMt  miâ^ 
t^isMl  ets  deux  pwbaÉ&èeSy  il  titat  1«  pr<)I>aJbilitécGai])bftée' 

qui  exprime  qu'en  i»  oonpg,  A  sera  précîaépneot  arriva  ir  Ibis  j. 
Fordirç  de  .suooeasion  des  érènemens  étant  fixé  d'avancé.  }iaÀ$ 
i  œt  jordre  est  arbitraire ,  il  faut  répéter  2  af^tant  de  fois  qu'on 
peut  combiner  ces  résulkajtSy  sayoir  les  n  .foif  que  réyènement >^ 
«rife^  aTec  les  1»-—  ifr  oii  il  n'a  pas  lieu,  âiçteur  nCt  ;  .4wc 
sX[nCi&3  est  la  probabilité  que  A  arrivera i&'fois  en  u\oov^^, 
mtB  désigner  ceux  ou  il  devra  se  réaliser. 

Et  si  l'on  yent  que  A  arrive  ^.  moifis  Jb  fois,  on  changenr 
HiienJb,  it  +  i,....  Jusqu'à  n,  et  l'on  prendra  la  sommef  de% 
rénlf^ta^ 

Donc  le  dénominateur  de  la  prohabilité  cboi^'chéeest  (/74-9)t"? 
Is  numérateur  s'obtient  en  développant  ce  binôme^  et  s^axrétant 
aa  terme  ou  entrepôt  qu'on  prendra  sans  ou  avec  son  coefficient  k 
«km  qu'on,  voudra  avoir  ou  n'avoir  pas  égard  aux  ib  rangs  oii  ji 
m  réalise  en  n  coups.  Et  si  l'on  veut  que  A  arrive  an  mpins  Jb  fois ^ 
et  au  plus  i'  fois ,  en  n  coups ,  on  ajoutera  tous  les  termes  où  p 

Pmp  eK»t  «a  dé  il  6  faces  en  a  s  qui  sMit  ftivoi^e»  à  «H' 
jsMW^  il  ùmtf  pour  qu'il  gagâe  ^  qci^en  4  edvps  il  amène  3  9^ 
f«M  em  rjMtre  (e«i  eu  un*  seul  jet  de  4  dés,  il  faut  que  3  faoéi 
«iflut  ftyorables)  ;  on  demande  la  probabilité  de  gain?  J'ai 

p^  é=i       16  coups  qui  amènent  4  fois  Tune  des  faces  favorab. 
fy^    ae     128 3 

%y  —    ^4 ^ 

^pf    :£:±     5t^ 1 

^  =£    a56 o 

Somme  =  1296  9=  Çj^H^^Y»  dénominateur  des  probabilités. 

DtK,  la  fmhMtlftè  ê^aimeatk' précisément  3  fois  Vixn  des  cas 
fariiJitcs  csf  -^rf^on  ^5  otr  divisera  par  le  coefficient  4>  s« 

3.. 
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l'on  ,4oit  désigner  l'-ordre  ak  ik  arriireiiti  et  Fon  aura  ^;  enfin^ 
ajoaUnt  les  deox  i*'*  nombres ,  on  a  ^^^  on  ^ ,  pour  la  proba-*^- 
bllité  que  les  faces  favorables  89  présenteront  au  moins  3  fois. 

Quel  est  le  sort  de  deux  joùéui*s  M  et  N  d'égales  forces  ;  il 
manque  6  points  à  M  pour  gagner  la  partie  y  et  il  en  manque 
4  i-iV*?  La  somme  de  ces  points  est  lo;  jef  formé  le  g*  Naissance 
je  p  +  q'y  je  réserre  pour  3f  les  ^  i*^  termes  (o&  l'èipbsant 
de />  est  au  moins  6)  ,  je  prends  pour  N  lés'  6  autres  termes; 
enfin  je  fiiis  p  =  ^ss:i.  Je  trouve  i3o  d'une  part;  38a  *  de 
Fautre>  et  la  somme  totale  5i2  :  le  sort  dé  M,  ou  la  probabilité 
qu'il  gagnera,  est  lf|,  celle  de  N  est  flJ;  Si  la  partie'  était 
rompue  ayant  de  tenter  irieni  l'en  jeu  devrait  être  partage  "énfre 
M  eiN  dans  le  rapport  de  i3o  à  382 ,  à  très  peu  près  comme 
r  à  3  :  c'est  aussi  le  prix  qu'ils  doivent  vendre  leurs  prètékitiôÂs 
à  l'enjeu ,  s'ils  consentent  à  céder  le  droit  qu'ils  j  ont.  Quàbd  la 
force  des  joueurs  est,  par  ex.,  comme  3  à  2 ,  c.-à-d.  quaiid  M 
géJgae  ordinairement  &  iV3  parties  sur  5,  ou  que  M  cède  k  N 
!•  point  sur  3  pour  égaliser  les  forces,  le  calcul  est  le  même  en 
posant/>=r3  et^=2.  Dans  ce  cas,  on  trouve  ^ue  le  soirt  dé  2lf 
eat  à  celui  de  2V  environ  ::  i4  !  i5. 

499*  Il  arrive  souvent  que  les  causes  soqt  si  cadiée»,  ou  se 
croisent  d'une  manière  si  variée,  qu'il  est  impossible  de  les 
4éméler  et  d'en  nombrer  la  multitude  :  les  principes  exfiosés 
précédemment  ne  peuvent  plus  recevoir  d'application^  On  con« 
suite  alors  l'expérience,  pour  Vassurer  si  les  évënemens  sont 
assujettis  à  un  retour  périodique,  d'uii  l'on  puisse  ocmjccturer 
avec  vraisemblance  que  la  cause  inconnue  qui  les  a  raipenés 
souvent  sous  un  ordre  régulier ,  agissant  encore ,«  les  rç^odui^a 
dans  le  même  ordre.  Le  nombre  de  ces  retours  est  substitné  a 
celui  des  causes  mêmes  dans  les  calculs  de  probabilité.  Un  dé 
jeté  1  o  fois  de  suite  a  présenté  g  fois  la  face  a\  il  y  a  donc 
dans  l'action  qui  le  pousse,  dans  sa  figure,  sa  substance,  quelque 
cause  cacbée  qui^  produit  le  retour  de  g  fois  la  face  a  :  si  100 
épreuviçs  ont  ramené  de  même  90  fois  cette  face  a ,  la  proba*-. 
bilité  -j^  favorable  à  ce  retour  acquiert  une  grande  force ,  qui 


mm 
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s'aocroit  encore  quand  les  épreayes  multipliées  s^accordent  aVec 
cette  supposition;  puisque  si  l'on  ponrait  fsif  e  un  nombre  infini 
d'épreuTes,  qui  toutes  présentassent  9  fois  sur  10  la  face  a  9 
(m  aurait  la  oertUude  de  l'hypothèse. 

C'est  ainsi  que  constamment  l'expérience  a  prouTé  les  faits 
soiTans,  dont  iT  est  impossible  d'assigner  les  causes. 

i^.  Le  nombre  des  mariages  contractés  dans  un  pays ,  pour 
une  durée  quelconque  déterminée,  est  à  celui  des  naissances  et 
à  la  population  à  très  peu  près,  ::  3  :  i4  •  3g6. 

a**.  Il  nait  ensemble  i5  filles  et  16  garçons. 

3%  La.  populati<m ,  le  nombre  des  fiaissances ,  celui  des  morts 
etodluidesmariagess^^At::  2037615.:  71  896:67700  :  i5345; 
à  très  peu  près,  par  an ,  les  naissances  sont  le  28* ,  les  morts  le 
5o*,  et  les  mariages  le  i3a*  de  la  population.  La  différence  ^ 
dks.  naissances  aux  morts  est  Faccroissement  anni^l  de  la  po« 
puliLtion. 

4^.  La  dorée  des  générations  de  père  en  fils  est  de  33  an^ 

9*.  Le  nombie  des  morts  du  sexe  masculin  est  à  celui  dà 
seasaféniinin  ::  a4  *  ^i  ^  ^^s  ^^^ P>^js  quelconque,  le  nombre 
des  yiyans  du  i**  sexe  est  à  celui  du  2*  ::  33  :  29. 

6*.  Les  décès  mâles  sont  le  58%  les  féminins  le  61*  de  la  po- 
polaiion  :  k  Paris ,  la  totalité  des  déc^  n'est  que  le  32*  du 
nombre  des  habitans;  ces  décès  s'élèrent  annuellement  à  22700, 
terme  bbqjco,  et  les  naissances  à  24800. 

7*.  La  moitié  de  toute  p<^làtion  est  au-dessous  de  25  ans ,  et 
tous  les  a5  ans,  une  moitié  est  renouYclée* 

8^*  £n  France,  le  66*  de  la  population  se  marie  chaque 
année.  La  durée  de  la  yie  moyenne  est  de  28  ans  ;. 

9®.  Les  rebuts  annuels  de  la  Poste  aux  lettres  sont  de 
19000,  etc. .. . 

Ces!  sur  ces  considérations  qu'on  établit  les  Tables  de  popu- 
hitîoi&  et  de  mortalité  :  on  peut  consulter  à  ce  sujet  VAmiuaire 
du  fiorean  des  Longitudes. 

Noos  ne  dirons  rien  de  plus  sur  la  doctrine  des  probabilités, 
qui  est  si  étendue  qu'elle  fait  la  matière  de 'Traités  spéciaux* 
Vqy,  ceux  de  MM.  Laplace,  Lacroix,  Condoroet ,  DuTillaH ,  etc^ 
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Composition  des  JEquatipris» 

'  5oo.  à.'prhs  aTorr  transposé,  réduit  et  divisé  par  le  coefficient 
de  fa  plus  hante  pnissatiee  de  x,  toute  équation  a  ta  forme 

f IM3  jnwi»  niprésaiiterORS^  penr  aWéger  y  far  X  mt  o^  /» ,  ^  •  4 . .  » 
fpiill;  de9  nomlipes  li^m^sS^iiiNlitiftf,  xiégatîfiiy4i««évo.  On  tMNttole 
Ji^pinét  Umte  i|naétitié  ii^  qui  y  ««bstîtuée  à  x  ^  réduit  X  i  d&loy 
ou  donne  4^  H** il>an^«  ^  * . .  4^  u  sc=  l»k 

Soit  a  tue  quantité  fwimr  au  hasard (  4iyboD8  par  «  «^^  Aie 
polynôme  proposé  X  Reprenons  le  théorème  de  la  fin  du  u'  (M» 

Soit  JH le^stto, et /i^-*  -|h  p'»w-^  ^^'af*^ +  ufhifBLO- 

jtî^iltrdeladîfîsioii  du  polymmieCi)  pa»  («^^i^O  <  ce  q^btiéèt, 
I¥t4tifjli^  par  m  «^  «^^el  augmenté  de  R  ^MJoit  jr^pk)duii^  MMI^ 
quement  le  dirideniâè  (t),  qui  est  par  conséquent 

et  puisqu'on  doit  retrouv0^  îei  tous  les  tepmes  du  potyaoaie  (t)^, 
jl^  f^iCfleiiv  p  dç^  x"*"*  ne  doit  être  SMpIre  €iMi6equefs'-^idt.^'qui 
dans  le  produit  affecte  aussi  «"^^  :  dt)  niéme  q  sss^  -^  aff  ^ 
X.vi^jf'^wi  •  '  •  •  !«::;?  A '*»*4itf\TranspiMaiit  les  terniesiiégatns, 
il  vient, 

'ip' x±p -j^tik f  q^i=^q  +àp\  r  iHir'^aq' R  =  u  +  aû'. 

Ces  équ. ,  toutes  de  Jifi^niiç  foqn^e>  {HQ^xpettent  de  dédaûré  les 
çoeiÊ^ciensy»  q',  r  .  •  .^  du  quoUent,  Qt  le  veste  A,  les, uns  des 
autres ,  de  proche  en  proche  :  car  cAocihi  as  oomp^ft^  du  edt^i** 
cien^  de  même  rang  .dans  le  cUsfidepde  (1)»  pbê0d»jNvdm*  du 
cqfffifiient  qùiprtcèfie  clans  Is  quoii^à^  WwitipUApm  a.  •  i 
.,  ^y pi/çi!  d^  ex.  di^i^e  g^re  4e  i^ilb  ;    : 


au' 


composmorf  très  équations.  3^ 

Dmser  <»*— f^«»+B»*— jâf  +  g* — ii^parjr  — à. 
QMtîefit...       4g^^^+ikj^'-^3x+    3,  reste— «.    ' 

Après  aToîr  écrit  4^ ,  i^  terme  du  quotient  >  ob  6fttf^^ 
4.2 —  10  =  —  3,  qui  est  le  coefficient  de  x^;  celai  de  x^est 
—  2.2  -f-  6  =  4"  2;  ensuite  a .2  —  7  =  -^3,etc.SiIediTisear 
est  X  +  2  ,  le  facteur  numérique  est  pptout  -r-  2j  et  le  qiIPt 
tient  est  . . 

4jr^  —  18*^  +  4^4f*  —  gif  +  191 ,  reste  —  SgS. 

Mais  on  peut  aussi  trouTcr  un  coefficient  quelconque  indé- 
peudMUttient  «de  tmit  totrë.  Gatf  -en  élitbHiatit'^ucééé^véuàêhV 
/>  f'i  •  •  •  eeffre  lès  éifu.  «î-^essus  / #ki  troûfte^  ooniihë  Y.,  i  »^ 

Cba^HO  ito^içimst  est  formé  du  poljso«a  |>reposé  (1)  j  cvb  F^^, 
a  diiMgé  ^  ena,  ets^'ita  a  Umîté auK  «evk  prupicrs  fermés, 
jo^iilà  ^elui  ^kâ  a  «édie  rang  -que  le  Ijersie  dicrehé  du  qwH-^ 
tjûeiift  ^  n^aif^n.  $«|%|irÂinant  les  puissanoos  de  m  «communes  à  >IMS> 
oes  termes-      .  ; ..         .  .         ■  ' 

On  :!KHt  donc  q;ne  lû  l'oa  divise  X ,  ou  le  ^polynoine  (1))  fàr 
(«<-^  ât)f  ^  si  r^nipoiiase  le  cialcul  plsq^i'à  ùe  que  jp  b'entr^  p)ui^ 
dans  le  d^TÎdendei  jûb  arriveaii  resteia^  -«^  pa^*^ . .  v  -4-  ^v  ^*^ 
pregp^OiR  qvi  ^^  wUe  «î  a  est  radne^  et  qui  n'e^  pas  m^i»  si  o 
a'iest  pas  iticinq*  Dotiç  j[  ««/  o»  nfs^i-pas  divisibU  jm^  x  «-^'^ 
sfifpa  ^^  di  eai^  ^^tfos  racines  de  ^.équation  IL  au  61 

Le  calcul  qui  yient  d'être  indiqué  est  très  comfli^e'fNnii^- 
trouTcr  le  quotient  de  X I  (x — a) ,  et  même  on  peut  s'en  servir, . 
au  lieu  de  substituer  a ,  lorsqu'on  veut  s'assurer  si  jp  =  a  est  ra- 
cine de  l'équ.  X  sar  o ,  parce  qu'alors  on  trouve  R  nuf. 

5oi«  ^c=  o  ajant.a  pour  racine;  solt'Q  le  quotient  e%tM. 
de  Xdivisé  par  «  —  a ,  ou  X aar  (jip  —  û):Q';  Q  est  ub  pôljr- 
nome  du  d^é  Tit -**•  1 1 

Or  ,  si  6  est  racine  de  Péqu.  Ç=fc  o  ,  >  —  b  divise  exacte- 
ment Q  ,  et  prèilàfit  Q^  pouV  quotient  ^  degt-é  m  -—  2  ,  oii  a 

Q  œ  (ir  -^  ft)  Qy  puis  Xtt  {x^a)  Ù^b)  </.      ' 


Djp  mémo  y  c  jetant  racine  de  Q"  =:  p ,  et  Q'  étant  le  quotient 
«le  Ç"  •  (*  — ^>>  P»  a  X=;  (x  — tf).  (*—  &)  (*  — c)  Q',  et 
ainsi  de  suite.  Le  degré  de  Q,  Q',  Q"  • .  •  s'abaisse  d'une  unité  à 
cMc^ue  facteur  binôme  qu'on  met  en  évidence  :  après  m — 2  di* 
tisions  successives^  il  y  a  donc  m— ^2.de  ces  facteurs.,  et  le  quo- 
tient est  du  2*  degré,  décomposable lui-même  en  (<ar-— A)  (jp— 0 ; 
donc ,  en  admettant  que  toute  équ,  ait  une  racine  j  X  e^tfqrmi 
du  produit  de  m  facteurs  binômes  du  premier  degré  j 

X=:(* — a)  (jx-^b)  (*  — c) (* — /)• 

Cette,  équ.  est  Identique  j  c.-à^d.  qu'il  n'y  a.  d'autre  diSS&cwoe 
enlre^les  dçu^L  membres  que  dans^ieur  expressionr -analytique; 
différence  qui  cesse  des  qu'on  exécute  le  calcul  indiqué.  Puisque 
le  2*  membre  est  rendu  nul  lorsqu'on  prend  jr  =  a ,  &,..../, 
Vé^u.  X  =  o  a  m  racines  ^  qui  sont  les  seconds  termes^  en  si^ 
gaéè  contraires  j  de. ses  m  facteurs  binômes.  {J^&yes  n®  5 16.) 

{prouvons  iqu'oi»  ne  peut  en  outre  décomposer  IL  en  d'autres 
fitcteu^  (ï— a')  (x«^b')  (x— -  c')  •  •  •  iesquantités  a',  b',  c'.  • . 
étante  toutes  ou  plusieurs^  différentes  de  a,  b,.c. . .  car,  si  Ton. 
écritX=Q(Ap  —  a),  et  que4P=a'  rendeXnul,  Q  (*— a)  le 
ser4  «lus^i  pour  la  même  valeur  supposée  x^o^a'  ;  et  comme  cl'-^a 
n'c^t  pas  nul ,  selon  l'bypothèse ,  il  faut  que  Q  a=s  o  ait  cl  pour 
racjlne.  Mais.  Q  =?:  o  retient  à  Q'  (*  —  6)  3=  o ,  et  l'on  voit  de 
m^e  <|ue  d.  est  racine  de  Q'  =  o  ^  puis  de  Q*  sbb  o ,  etc.  ^  et  enfin 
cIq^^^/=«bo,  savoir,  tf^—Zaso,  Izjs^a'  contre  la  suppo-*> 
sition.  Donc  4p-<-</  ne  peut  diviser  X^  non  plus  que  » — b\ 


(*)  Il  fani  remarier  ^e  la  natare  des  fonctions  imaginaires  noua  ëiani 
inconnae  h  priori,  et  a'  devant,  dans  ce  raisonnement,  être  supposé  qael- 
cooq[ae,  deoeqaex=ta'  rend  Q{x^a)s=zo,  il  n'est  pas  évident  ^e  Q 
soit  nul.  C'est  ponr  cela  qu'on  croit  convenable  d'en  donner  la  dëmonstratioii 
•nivante,  qui  est  indépendante  de  cette  supposition.  On  suppose  à  la  fois  , 

2C=Q{x^a)z^M(x'^af) 
divisons  Q  par  «  —  a',  savoir  Q  =  ^  (x  — <i')-|-  r 

gdësjgnamt  k  quot|ent|  ^t  r  le  rest«Jndép«iidant  àe  x^  on  a  l'cqn.  identique 


COMPOSITIOU»  DBf   iQUATXOlfS.  4^ 

Donc  9  I**.  tofêipolynonu  X  j/est  résolabkjqufm  un  êèul  ffs- 
tème  defactêura  binom^ê  du  i*'  degré ^^  ëàJ'équ^  X  =  one  pêvi 
nçoirplua  de  m  racirm^*. 

s^.  X<'ttitelractioi|  X;K  qui ,  lorsqu'on  fait  «=0,  AtnveûX  f , 
a  ;r  — ^  a  pour  fketeur  conUa«n  de  ses  dcMX  terittei  XttY'^  ëk 
même  je  —  a  peut  entrer  à  une  puissance  quelconque  dans  Pua 
et  KautrCb  La  valeur  de  la  fraction  s'obtient  en  supprimant  d'a- 
bord les  facteturs  a?  -—  a ,  et  faisant  ensuite  s  ss  a;  ainsi  y  cette 
valeur  est  nulle  j  infinie  ou  finie  ^  selon  que«  —  a  reste  pour 
facteur  dans  X  on  dans  Y  ^  ou  ne  reste  dans  l'un  ni  l'autre  ^ 
c.-à«d.  selon  Texposapt  que  porte  x— -a  dans  Xét  Y. 

3*.  Si  deux  équ.  ont  une  même  racine  a,  elles  ont.jr^^apour 
fecteur  commun.  C'est  ce  qui  arrive  po,ur  les  suivantes  ^  où  la 
méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  fait  découvrir  x'-f-  3 
pour  facteur  de  l'une  et  de  l'autre  ^ 

a**  —  3jt* — i7Ap  +  3o  =  o,  3?  —  37*  — 84  =  0. 

S'il  n'y  eût  pas  eu  de  diviseur  commun ,  la  supposition  de  la 


■  ■ 

posons  ^=  -- — -r,  r(x  — a)=:t(a:— a'). 

à»  ^■•"  CS 

U  est  clair  que  ^  ne  contient  pas  x ,  puisque  le  second  membre  ne  serait  pas 
identique  avec  le  1^,  Faisons  a:=:«  qaelconqne;  il^vietit 

d'oh  ^     =s  .,      x(af  —  fl)—  «  («'— a)  :ô  o. 

I 

Or,  cette  e'qn.  doit  snbsister  quel  que  soit  x,  savoir  x(a' — a)  =  o>  m^e 
pour  xrsiyQyS...  d'où  a''=s.a^  contre  la  supposition.  Donc  réqn.(i)  est 
abiarde ,  à  moins  que  r  ne  soit  nul  ;  ainsi  x — af  divise  Q ,  on  (x  —  V)  Q^, 

On  Toît  de  même  que  x— a'  divise  Ç>',  puis  Q" et  enfin  le  dernier 

facteur  {x  —  l),  savoir  x  —  /=:(x — a^)B,  9  ^tant  un  nombre,  on..«...- 
x(i  —  6)  —  (/ — fl'fl)  =  o,  quel  que  soit  x  :  d'oîi  x(i  — fl)  =  o,  fl=ij  enfin 
/=a%  contre  rhypotbëse. 

On  conclut  de  là  que  si  le  produit  XK de  deux  poF^nomes  JCet  J^  est 
divisible  {>ar  x  — a ,  ^ou  JT l'est  aussi,  et  a:=  a  rend  ce  facteur  nul  :  et  si 
Xr  eM  divisible  t>inr  P,  les  £i«téttfs  ^  P  déiVëhè  se  tidnter  tons  dans  ITet  tl 


4^  ''^>ii  '       àUtÈ9R%é    ■ 

<»es:iiUnc8.âes  daiK^éflpi.  «tinmiété  idbênrde.  QMkÀd  Oe^ÎMur 

cînes  sont  d'ailleurs  étrangères  au  problëttie. 
,  ^i'Ob  peiity  par  la  division  ^  abaisser  le  ètigré  ê^neitfa, 
d'authili  ^Punîtes  qu^on  «otmait -de  rMiiies  (ti*5oo) ,  1«  iiedherdié 
dbi  meiabes  et'isdfo  det  fecteurp  éUnft  fai  méiàéf  dlM>se.  ISeSl^it^ 
tnrs dufl^cl{^ré«ontea  noÎKilire  f  m  (it^^^  r)  {iC*  4^6)  V  pats^ 
<|if ik  réndteiil  des  ^eoiiibîmscHM  d  1  i  de  «eux  dii  ï  **  '(^.n'  S^kt»)  t 

Geui:db»3*degrésoRl«ntiottibre  ^  a»{;i»«^i)  {m^^^aî);  6te 

«  •  .     ' .  .         •  ,'''■'  '  ■ 

5o2.  Puisqjae.la  proposée  a^ +j[?jf"*""*.. .  -f-^.^^Mcsso, 

est  identique  avec  (x  —  a)  Çx  —  A)  •  •  •  >  il  suit  de  Qeqfi^fm  a  vu 

p.  i33  du  i**^  vol.,  que^ 

1^,  Le  coefficient  j^  du  2*  terme  eH  la  somme  fifis  racines  en 
signes  contraires; 

2,**,  JLe  coefficient  q  du  3"  terme  est  lu,  somme  des  produits  deux 
à  deux  der  ratifies. .  '-  ""  '  ^  ' 

3S  r  est  la  sommé  cl^^ipmduits  ^à3  en  signes ^sontmires ^  eïo^ 

Enfin,  le  dernier  terme  u  est  U  produit  des  racines j^  mais  en 
signe  contraire  si  U  degré  m  est  impair. 

Quand  une  équ»  est.  p»vée  du  a*  terHie  px^"^^  >  la  somme  des 
racines  est  nulle  :  s'il  n'y  a  pas  de  dernier  terme  u ,  l'une  des 
racines  est  =K  o.       ^ 

^     Trqfi^Jhrmation  des  Équation^.  '\ 


5o3.  Soit  proposé  ftjp^  +  pâ^*"^ .  •  •  +  /w  +  w  =  o. . .  (i). 
""    Transformer  cette  iqu.,  c^^est  en  composer  uûe  autre  ddnt 
les  racines  y  aiei'.t  avec  celles  x  de  la  proposée  une  relation 
doéhée par^ne  êqu.  entre ^ et  y.  II  s'acH donc  d'éliminer  «entre 
ceUe-p  et  la  1^*^^  .,^; 

^.  :i$J4  piir  «i;«x,  pn.  veut <limin)ier  t6uié»  les  racines  «-dé  là  quan- 
tité Lj  on  a  ir **<«  i  me  y^  on  mettra  donci  i -^  y  ^ur  x  dans  (i)  ; 


•Mi'-. 


â^Qs^l^Jlfjrèteirilt^^^^  l^,imiwpce8  de  i^^r^ii  il  sftit 


TRANSFOBIlAZieV  .»£fi   ÉQUATIONS.  4^ 

que  la  i^çfmfy^mée  1(2),  ^cdopAée  par  i;app^,tatt  puissances 
croiçsai^t^deji^j  est       ,    n  ..        ;  »  -:'•.:■ 

4^  ^  Je  Invite  des  i*'^  tenues^  dm  le  ^lrf*MMr;pMp«rffy  « 
^Mit  r^mpUoa-par  ^  X"  ii#  oMcU /  ée  X  m- in^^A^Mr^Aaiffli» 
Urme  par  Vexposmni  tU  iwp  éiwdnuaai4^t  èxpoêaki  âe  un$  ^ 
est  «^  qu'Qf)^^jgpiOQ4^P^i|j[^^^^  JK^.X  esfcJa  dériiiâedp  JT, 
X*  est  çetle.de  X*-  /  •  Ainsi  t  on  peut  composer  le».  ooeSciew 
successifs  de  la  transformée^  sans  déTclopper  le^^puissa^ces  de 
i +^;  0|i  formera  (*)  : 


r  =  i^««-*  4.  {ja  —  i)  p£"-^*  +  (m  —  2)  qV^^. . .  +  *, 
X"  =:m(i7» — !)&'?""*  +  ("* — ï)("* — 2)pi"""^+.. .  etc,.. 

(*)  Le  procède  exposé  f(age  Sg  est  très  cemmode  pqar  trouver,  dans  cbfii^^ilç 

cas  pardcnlier,  les  Taleti^des  coefficîehs  X,JP.,  \^ de  la  transformée 

en  jr.  Car  divisons  Xpar  x  —  i,  et  soient  A  le  quotient  et  a  le  reste  ;  divis6i|S 
Affûte  -^i  y  m.  stffiflttl  BU  tfÊCuâtm  «t  6  le  reste;  sorene  Ctit-e  le  qnotldU  et 
le  xtf^à^P  divM  ^vrpfr^if  «t  fei«st  de  «niu  r>oa  a 

Jf;^^{jr--0'*-*»    Wf«xi?(r-*i)^A,     iîç»C(«.-^i)*#*^.. . 
£M«m»«CfloveéiBLireneiitj^,jSy  C..«mitri>«¥é      >   *>  •  : 

d'oë  rV>ti  Toit  qiie  les  testés  à  ,  5,  c. . .  de  noi|  divisions  snccessiTes  sont  lef 
coefficiens  de  la  transformée,  (rais^a»  fir^T'^L  Lfe  "pià^éâé  dé  la  pagé^lg 
fait  connaître  chaque  rç9te  cl  chaque  qaotientwf ,  ^.  • .  j  le  Galeal  se  pffé«eBle 
comme  dans  l'ex.  suivant,  où  Ton  prend  ys^x  —  3, 

Propoeée...  ax* —    7ar* —  lax»  +    4-^ -4-  lag  oa-a 

"    1^    1^^     ~^*'  '"■•" 

^    .+  '7.        .  -_r.i^  -       .        -  '  ■ 

Transformée    3^*+  17^"'  +  33jr«  —  4*J^  +  ^-^ïf?--'  — 

■  •         * 

La  ira  ligne  3  »  —ri ,  -«-  l5.  . .  ettcemposée  des  coefliciens  ém  t^  qtIètiRit  A, 
la  3«  de  eeux  du  second  By  la:  3c  de  iO, ...  on  donne  k  chaqae  ligne  ûil  terme 
de  ouûqs  qwCk  la  pcécédente.  Le  dernier  terme  d^diaqile  ligliex^  té  reste  de 


44  ALGÈBRE. 

Ainsi,  pour  faire  »s=^+  a  dans*^— fiar*+*+7»o,  mia    ». 

mettant  2  pour  »,  divisant  X*  par  a,  on  a  —  3,  —  7,  +  1, 

.  Pour  augmenter  au  contraire  toutes  les  racines  s  de  s,  il  fïïÊt  : 
poser  xjsiy  -r-  i,  c.-i-d.  changer  ci-dessus  i  en  — -  »,  on  prendit  1 
en  signe  contraire  les  puissances  impaires  de  ».  '«  : 

5o4.  On  peut  disposer  de  Farbitraire  »  de  manière  à  délirrer  ^ 
la  proposée  de  l'un  de  ses  termes.  Ordonnons  la  transformée  (2)  * 
selon  les  puissances  décroissantes  de  yi  - 

+P»'"""*  Vi=:0. 


-f-pl  +(ii»— i)^ 


etc. 


Li 


Pour  chasser  le  2*  terme  ^  on  pose  m»i&  -f- j9  =  o  ;  <* 

Il  faut  changer  i^enj  moins  le  coefficient  p  du  2*  terme  ^  diidêi 
par  le  produit  du  coefficient  "Ldu  i**  et  par  le  degré  m  de  i^éju,  : 
bien  entendu  que  sip  et  k  sont  de  signes  contraires,  la  sonstrao-  ^ 
tion  devient  une  addition  (^+9  ^^  lî^u  de^— )•  Dans  la  trans-^  ,. 
formée,  la  somme  des  racines  est  nulle;  on  a  donc  augmenté- 
ou  diminué  toutes  les  racines  d'nne  quantité  »,  ce  qui  a  rendu  j, 
les  parties  positives ,  égales  aux  négatives.  y"  ^ 

' '      '  — ^^-^  ■         ■  .        ■    ■  ■ 

la  division  par  x  —  3|  a=^6f  &=— 4^,...  Ce  sont  donc  les  coeflScîem 
cherchas  en  ordre  rétrograde.  '>i 

Ce  mode  de  calcul  est  snrtoat  fort  commode  lorsque  î  =  i  >  c.-à-d.  pour  j 
tronyer  la  transformée  dont  Pinconnne  est  7*  ==  x  —  t ,  parce  qa*on  n'a  qœ  ^ 
des  additions  à  faire ,  selon  la  loi  du  tableau  page  ai.  Voici  deux  exemples.       !' 


J 


X»—  iax>-f.  ^\x —  99  =  0  af4—  6j:'+  yar*  — .J?*  +  7^0 

I    —  Il     -f.  3a  -f-  I  I  —  5+a-— 5+a  ^ 

^i   -r#,ao    -#•  ao      •..    '  1—4     —  ^      —  7 

1—9  1—3—5  ^ 


TRANSFORMATIOlf   DES   ÉQUATIOHS.  J^S 

Le  calcul  est  plus  rapide  en  posant  s  -(~  ^  ^==^  y\  dérelop- 

pant  la  paîssanoe  m^  et  multipliant  par  i,  on  en  tire  de  suite 
la  valeur  des  deux  i*'*  ternies  kx^  +  p»***';  Par  ex. ,  pour 
7?  — T 6ap^  +  4* ""  7  '^^  ®>  ^^  P^®  4f  — *  a  5=  j^,  d'après  notre 
Uorème  :  le  cube  donne  s?  —  €0^==^  -^  ia«  +  8,  etla 
poposée  devient  y'  — -8»-|-  isssj^  —  Sy— *i5bsso^  équ. 
demandée. 

Pour  *•  +jMF  +^  =s.a,onfera«  +.ïP  =  ^id'o{i  carrant 
s*  +  /MF  =  j'*  —  J/>*  et  la  transformée^^  =  i  j»*— y.  Oa  en 
tire  ^  t  et  par  suite  les  racines  x  de  la  proposée;  on  a  donc  un 
Boaveau  moyen  de  résoudre  les  équ.  du  2*  degré. 

Si  l'on  veut  chasser  le  3*  terme  ^  on  fera 

^  m  (m— I )  i'i&  +  (m  •— I )  ^  4- 9  =:  o , 

é^.  qui  y  en  général^  conduira  à  des  valeurs  irrationnelles  ou 
imaginaires  de  i. 

Enfin  9  pour  chasser  le  dernier  terme  y  on  posera  •  .  .  .  • 
li"  +  p»^""* . . .  +  M  =  o  j  on  devra  donc  résoudre  la  proposée 
■ème  :  et  en  effist  la  transformée  aurait  une  racine  de  y  qui 
lertit  =  Oy  d'ob  s  ss  t. 

5o5.  Pour  que  les  racines  x  deviennent  h  fiis  plus  grandes, 

y 

y  isshx\  mettez  donc  jp  =  t  dans  la  proposée  (j)} 


Geedcnl  reriént  à  multiplier  les  termes  successifs  de  Péqu.  (i) 

Observez  que  si  la  proposée  n'a  pas  de  coefficiens  fraction* 
aiiies  (et  Pon  peut  toujours  chasser  les  fractions  par  la  réduction 
as  même  dénominateur) ,  en  posant  y  =  it»,  c-à-d.  en  faisant 
Faibitraire  A  =  it,  la  transformée  devient  divisible  en  to« 
tditépari&^eton  aVéqu.^*"  +/ty""'4-9^'""*—  +  i«ifc"*'"'=o, 
^^gagèe  tlucoeffiçientdu  i*'  terme*  kvûAïf  pour  délivrer  une  équ. 


deg  coeffifiitna  fractmnnairea  ^  on  la  réduit  élabora  a^nkime  dé^    » 
nc^nînaïèur'^  eTV€Êkehasse  te  coefficientV  du  i***  terme  en  posant 
-fmh^hû^  €9kwiqin  véfiatf.  kiii<|ltlfplèef  par  ib^^i^,>;..  JH»*^ 
k« «^effitien*, A  partir  d«  â^JfeivMi.  '    '  'r-' 

Î9i$tM>  ëmm^y-j  a^4-4. ,  makîpHaiitile»  fâctéOMr^  m  ,  9  6|  4t 
respectivement  par  12,  la*^  la^,  il  rient 

On  yèrra  aisémeiât  que  ppur  cbasser  à  fsi  fois  lé  2*  tennç^  4^   ^ 
le  coeBcieni  h  Am  i^  yOmàmtîwafiea^^w^S^^       "  •  -.o/.ioa  i 

Pour  que  les  racines  x  aeifiennent  h  fois  plus  petites  ^  il  £iut 
poser  jp  =  Ay  ^-€.-i-d.  dmseria»  coefficiëns'  sueééssifs  de  la  pro- 
posée par  h"*  f  h\f  AV  A"*.  I^  c^IqjhI  pr^eédaat  do«niât  à  jL'éqii^» 
des  coefficiens  plus  grands ,  celui-ci  les  rlimînjftni.nlî. fVni|fclniit 
dans  ce  but^  mais  à  mu^ns  qi^  )«  dî^is^ou  f|«r  ^»,  A^»^  net  se 
puisse  jfairA  eT<t>r)teyiiPi>;t»Jii,.ti;a#ffforn>é»i^  des  «oeflâcieMi 
factionnaire.  Sc^t^  l'^v^sr^  rrr  ^44^  ?=^  loSôS^en  faisiuÉl 
«=:  i7y ,  on  a  jk^  — y  z=.  6,  équ.  bien  pliift  aimpll).  o         .. 

(pb6.  Voiçî  eoti^Qrçfdieii;!^  tran^j^çma^ioi^s  util<Ar       > 

Si  l'on  pose'x= — j^,  cequ^  ne  change  que  les  signes  de  Péqu. 

de  deux  en  déttii,  Vén  tkéttei  i^oRSÎtiVésrde  jt  deivi^niiéiif  dégatîveif 

pour  y  y  et  réciproquement. 

En  faisaiit '«:=-,  tes  plus  grandes  racines  de  jt  répondent 

aux  plus  pe^e»  dejyr*^  ^i^yo^iemenlV'ls^tràiIsformée'tfsl' 
4ite  réoifrqjuf.d^ic^j^rçypas^^*  Ctm^me^Pi^.t^.i^i^p^tf  ff^m^^Utés 
par  les  diviseurs  j^,  y*'**y^9  en  multipliant  tojut  pai^  j^%  leq^.£||^ 
ievuTix,  ji*.,.  f**s<^.trofiv«i|^eTeiapl»pé»pa^^"^:.j/*^*#*>^>i  ; 
c^  c^lpol  fpjlfOfX  i()i^  Il  4islribiier;^  piÂ^wiç^a  4e  f  m  orir^ 

""3;:  "T- ""^r  +  — ï^rr—  "f f-  a  =0  , 


\ 


^UMITES  i>IS  REGIMES*  ifj 

d  ai  l'on  .raaft  «I  tuil^e  «hafwr  le  cotfficîuict  ^^  o»  ^pdMrà 
^  =  —  ;  Joîi4f=  -7-t  transformation  qui  remptit  iî'uri  seiil 
ooup  les  deu^  conditions  imposéeat  '     ^ 

507,  Voms  que  jFSSvZi.sQitoaciQa  d'une  4qi|..J^,s=.<^,.il  {^m 
^  £  étant  sobstitué  à  x.,  Iq  polynôme  X  deTÎenne  mil*  Vhi^  «i 
«  :;=  J&  dpwi*  «s  réauliaf  P^Mft  ^t  $j^  Pop  çst  assuré  qiQie^t^Mt 
MoAiDiik^  Zi»  remplit  laAiéme  ^nditioc^»  il  est  «lair  qu^  l^ 
snrpMÏMi  tpvitefi  la^racîpi»».:  Z«ie^«lors  c«i  qa'op  appelle Awe  ]ir 
aite  supéirieiure  des  racines  de  féqu.  X  ^.9^ 

En  mettant  jr  —  i  en  facteuv.  dans  jt*^  op  à 

*  -.  ■       "* 

opérant  de  même  pour  x*"^' ,  puis  pour  Jt:*"^,.'il  Vient 

Oubo  cibrétatiissaât'tods  tes  résnltab,  An  tnoutef' 

A|>pli<||i4iu  Pft^  formule,  à.  c^ao,  dfikttriM»  potitiifi-.if 

etc 


4p 


+i? 


Il--  11'"»  «•  •■''•■■. •!> 


Mais^X  dcdt^av^  des  j(eirpi^.ni^atî&xP9i9q[Q9;j: sans  lœM^  a% 
OHMinJear  ypsiitiTa.4«  ;)9  neTwdttit  X  nul,  fséro  aurait  la  U^ 
«ita  «iq^éiïîeMy)e.,XiafS|pil&<^  fimne* 

et  plaçons-les  dans  les  colonneif^^^çf^A^U^^m^  0xpM«aii|,,G0i 
ooefiBciens  exceptés ,  tout  est  positif^  pourvu  qu'on  prenne  x^i  • 
mais  toute  colonne  oii  entre  un  coefficient  négatif  —  «  a  la 
iBnne  (i  -f-/>^4- 9. .  :)'(a;  -^  i>  — ^,  le  fectèut'  de  x  — .  ï  étant  /a 
mmrne  des  coèffiçierui ^sitifi  qui  précèdent  n  ;  Il  est  clair  qive  le 


\ 
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jrétttltai  n'y  serait  négatif  qn'autant  qu'on  prendrait.  .••«... 
(it+P+S'-)  (* —  iX  «;  on  aura  le  signe  +  si  Von  fait 

Qu'on  en  dise  autant  de  chaque  oolonheob  se  trouve  un  terse  , 
négatif  I  et  qu'on  prenne  a:  s=  ou  >  la  plus  grande  des  qoan«  . 
tités  (Jf)  I  le  poljrnome  X  recevra  une  valeur  positivé,  A  cette  ^ 
^valeur  (2lf)  remplira  la  condition  exigée  pour  la  limite  dwr* 
chée  JD,  puisque  (ilf),  ainsi  que  tout  nombre  plus  grand,  rend  . 
toas  les  termes  de  Téqu.  positift.  Donc,  divUez  chaque  eûefieUiii 
négatif  par  la  sonime  des  potitift  qui  U  précèdent,  prene*'h  ^ 
plus  grande  des  fractions  ainsi  obtenues ,  ajoutes  un,  etwOÊÊs  ^ 
aurez  une  limite  supérieure  des  racines. 

Pour  l'équ.  4x^—  8x^  +  23*3  ^  lojar»—  80*  +  1 1  =  o,  ^ 
on  divise  8  par  4*  et  80  par  4  +  ^3  +  io5,  J>i^;  donc 
1  -f.  J ,  ou  3 ,  est  >  Ap  ;  3  est  limite. 

Observes  que  tout  nombre  plus  grand  que  la  valear  (Jf)  • 
jouit  aussi  de  la  propriété  de  surpasser  toutes  les  racines;  im^*  . 

-—         s 
tant  zéro  pour  p,  q,».  on  trouve  «  ^  x  +  t  î  et  conune  on  peut  ^ 

toujours  rendre  it=s  i,  on  a  coutume  de  dire  que  le  plue  grand 
coefficient  négatif  de  Véqu,,  pris  positivement  et  augme/Ui  de  3 
l'unité,  est  une  limite  supérieure  des  racines»  Cette  expression  I 
est  plus  simple  que  la  première;  elle  se  forme  à  vue  et  sans 
calcul  ;  on  la  préfère  quaiid  on  n'a  pour  but  que  de  démontrer 
des  propositions  générales.  Mais  lorsqu'on  procède  à  la  re»  ^ 
chêrcbe  des  valeurs  numériques  des  racines,  il  importe  de  ^ 
dhoisir  pour  limite  supérieure  un  nombre  qui  soit  te  moifis 
élevé  possiblç,  et  voisin  de  la  racine  la  plus  grande;  il  est  jfilas  . 
avantageux  d^emplojer  la  1'*  limite  (ilf)>  et  même  ddle'^i  1 
résulte  du  théorème  suivant  O* 


{*)  Il  y  a  des  aatean  qui  ont  écrit  que  pour  avoir  la  limite  /  des  ncufe/Ê 

d^une  éqvL. ,  il  fallait  trouver  un  nombre  x  =  /,  qui  rendit  le  i*'  terme  plut 

grand  que  la  somme* de  tous  les  autres  :  mnh  il  fallait  dire  le  1*'  terme 
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5o8.  Faisons  dans  X^  x=L+yf  L  étant  an  nombre  qael- 
eoiiqiie;la  transformée  est  (5o3)  X+X'y+^X''y^,<^+iy^:=o- 
or,  si  l'on  prend  l'arbitraire  Ltelle,  que  tous  les  coefficiens  X,  X, 
X'^  soient  positifs,  aucune  valeur  positive  de  y  ne  pourra  sa- 
tisfaire à  cette  équ.;  les  valeurs  réelles  de  x  cori*espondront 
donc  à  des  racines  négatives  de  y=:x  —  L,  partant  L^x, 
Donc  y  tout  nombre  quij  mis  pour  Xj  dans  X  et  ses  dériuëes  X'^ 
IT...^  n^en  rend  aucune  négatiçe,  est  une  limite  supérieure  des 
woôneê  de  x. 

Dans  l'ex.  cité ,  les  dérivées  sont 

JttH — 3a«^-h69»*,..,  Soar' — 9&r»+i38x..,,  a4o** — igajr...; 

d  Pon  Toît  aisément  que  4r=  i  rend  la  proposée  et  ses  dérivées 
positives;  ainsi  x<^\,  limite  plus  basse  que  celle  qui  avait 
été  trouvée. 

n  est  à  remarquer  que  si  l'on  change  de  signe  les  puissances 
impaires  de  y^  ce  qui  revient  à  poser  jps=L— -j^,  les  racines 
ifcOes  de  ^9  qui  étalent  toutes  négatives,  seront  devenues  po- 
ihSves.  On  sait  donCj  à  l^aide  de  la  limite  eiipérieure  des  ra- 
Cflwt  d^uae  équ.  Xssao,  la  transformer  en  une  autre  qui  vfait 
OKeune  racine  négative^ 

609.  Changes  x  en  -— «,  on  les  signes  des  termes  de  rangs 
pairs ,  les  racines  positives  de  s  seront  deveanes.  natives  :  cher- 


fbu  grand  que  la  somme  de  tous  let  termes  négatifs.  Sans  nous  arrêter  à 
^àaootfer  oeite  attenioii ,  ^  est  évidente  par  ce  '^1  phfcède/  prenons  nn 
«.|vopr«àI«i|MKU«^^^î(lenee..i«   -->''"£.    >  •:  '1..         :.ii. 

L'éqo.  X*  —  lor  «f-  3."^;^  ^  poor  i|u;iiif  3l,  et  tt^at  nombre  >  ^  estjli^igic 
Cspcadanc  si  Ton  pcM«icjr'>3— iox,ou  jsaûsferdt.par^x=Oy  3  ou  o\i.. . 
vdcwt  ^i  ne  seraient  pas  des  limites. 

Oe  viéme  «•— ^fe-f'4  — <^>  ■•*  racine  fa  plàs  grande  un  peu  srtjnfhe'^'î 
i 5,  aÛMÎ  X  s6  cai Umitel  Ec«oepeiidant  «3=4  rend  jr*>4..— 6jr.-    ^S  i*1^ 

L'eneoc  dont  il's^agii^qni  f}?«î^ars  xfexiàu  §iie  .dai|s.rwm<^iicViftnC!«(<c 
ce  que  ,  ponr  qn'on  soit  certain  .OT^oa.  nombre  est  limtt^,,,il  est  inatile  de 
i^anéier  à  considérer  Tinfluenoe  des  termes  positifs  ;  (Tés  qoe  le  lei*  terme  sur* 
psse  iow  les  negaôCi  »  le^  jMfi^  1  V\  *<  ^^uii^nl^pflfir  accr^ttre  U  partie 
pontive,  rendent  à  plwTort^  raison  le  résultat  positif.        ^ 

a.  .  _  4 
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chez  la  nouvelle  limite  supérieure  11  y  —  L!  sera  au-dessous  des 
racines  négatives^  c.-à-d.  que  toutes  les  racines  de  x  seront 
comprises  entre  -^Ll  et  L,  Dans  notre  exemple  y  nous  avons 
4x^-f.8**  +  23*5— io5x*  — 8o4f— n,  !^+  I  est  limite; 
donc  les  racines  négatives  sont  entre  —  4  ^^  ^  >  ^^  toutes  las 
racines  entre  —  4  ®*  "f"  *  • 

5io.  Toutes  les  racines  positives  de  Pcqu.  Xsso  sont  roi- 
fermées  entre  zéro  et  la  limite  L.  En  faisant  x  =  - ,  les  plus 

grandes  racines  de  x  répondront  aux  plus  petites  de  2;  si  donc 
OQ  cherche  la  limite  supérieure  /des  racines  de  2,  ou  is<^/y 

on  aura  4r  ^  y  :  on  aura  donc  ainsi  une  Umite  inférieure  des 

racines  positwes  de  x  y  celle  des  négatives  s'obtient  en  chan- 
geant X  en  — Xy  et  raisonnant  de  même. 

Si  s  est  le  plus  grand  coefficient  de  signe  contraire  au  dernier 
terme  u  dé  l'équ.  î**  -f"/'*"*""*  • . .  +  m  =s  o ,  comme  la  trans- 
formée est  Ma"*+  . . .  +p«  +  *  =  o>  on  sait  (fin  du  n°  Son) 

■  S  u 

qu'ott  peut  proidre  pour  4iinite  2  <<  i  «^  -  ;  donc  »  ]]>ïw«mu. 


■  ..!« 


C'est  entre  cette  valeur  et  la  limite  supérieure  L  que  ^ont  com- 
prises toutes  les  raoines  positivée  de  »;  mais  cettç  fraction  peut 
.  être  remplacée  par»ne  Uikiite  plu»  élevée  (607,  SoS),  ^ui  tt»^ 
serre  l'intervalle  oii  les  racines  sont  renfermées.  Dans  notre  ex. 

les  racines  positives  sont  entre  jf  et  i. 
,••  .   .  .  •  •■■.•■.• 

.,  5ii.  Ne  coi^^rvAns  que.le«i  ierm/e«> négatifs  de  X  et  )e  pie- 

raier  terme  kx^]  il  reste  kx^^^Hx^'^^'^Ns^'^'f^'. .;  lencmihre 

£^>4]Uf,  tàh  pouYk',êk}hnèii)iiy€^ 

Bùjeiit  Te  même  eJBTet  kur  X/dii  là  partie  positive  est  plusigrat^dc* 

Sa  Jk^  Iç  signe  — ,  on  peut  de  même  repdre  tse*"  >  la.  somme 

I.OB  termes.  ixMÎti^B;  A.\BM.y^on  àonnait  des  valeunt-h  de  x  çéi 

ihndenile  réstdtvft  de%  A^inéme  ^^*fue  U  i"  tamèyéiiàUs 

\slêïout'nofnbfv':^lirimplitlà''k^in^ 
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lombre  L,  qui  donne  un  résultat  de  même  signe  que  k,  ré- 
el à  jr  =  — ,  qui  produit  le  même  effet  sur  it  +  P*  +  ^**  •  •  • 
JLi 

A,  on  cortnaît  des  valeurs  de  x  qui  sont  asse»  petites  pour 

le  signe  de  la  quantité  k  -f-  px  +  qx* . .  .  soit  celui  deh^et 

9Sj  que  les  nombres  moindres  remplissent  la  même  condition, 

s 
hns  ces  deux  cas,  on  peut  prendre  /!#=  i  +  t»  s  étant  le 

8  grand  coefficient  de  signe  contraire  a  k. 

Sur  V existence  des  Racines, 

Si 2.  X  étant  un  pcdynome  qui  n'a  pas  de  signes  -— ,  on  peut 
mdre  pour  x  une  suite  de  nombres,  qui  donnent  à  X  des  va- 
m  croissantes  aussi  rapprochées  qu'on  veut-  En  effet ,  soit 
ljf=«,et«  +  i;  les  résultats  P,  et  P  +  P'i+^P'i»...  ont 
«r  différence  ^(P'+ï  P"*«  •  •)  P^  s'agit  de  trouver  une  yalenr 
i  qui  rende  cette  quantité  moindre  que  tout  nombre  donné  h, 
nt  est  ici  positif >  i  très  petit  et  <^  i  ;  faisons  i=:  i  dans 
parenthèse,  et  rendons  *(P'+îP*. .  .)=!Qu<;  Aj  la  condi- 
n  imposée  sera  visiblement  remplie.  Donc  on  y  totisfait  en 

Prenant  ensuite  4p=(4i  +  i)  -f  ^^>  Qt  i^iisoanant  de  même 
ir/,  on  a  on  3*  résultat,  qui  diffjbre  du,2*  de  moins  de  A$  et 
lâ  de  suite. 

Vaprès  cela, soient P la  somme  des  termes  positifs,  et  N  celle 
.négatifs  d'une  équ.  X=  o=P — N]  supposons  que  jp^  «  et 
àaiëiit  dcmné  des  résultats  de  signes  contraires;  qu'on  substi- 
\kà\  dans  P  i^Nf  o&  tout  est  positif ,  une  suite  de  vâTéurs 
ilîantes  de  «  vers  A,  et  assez  rapprocïiées  pour  que  les  résul-^ 
I  de  P  diffèrent  de  moins  de  h  consécutivement.  H  y  en  ^lira 
a  successifs,  au  moins  y  dé  signes  différens.  Par  ex. ,  / 

xs=n    donne    P'  —  iV'n^ifj    ou  i^<iV'V    .. 
a:  =  9    donne    P"  —  iV*  posiiûf ,     où  P"  >,  PT.     /  , 

mne  P«t  ZV^vont  en  croissant,  il  tiit  claiv  que  les  4  nomlires 

4.. 
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P'y  N\  N\  P\  sont  rangés  par  ordre  de  grandeurs  croistanM 
et  puisque  les  extrêmes  ne  diffèrent  pas  de  h,  P'— If  < 
P"  —  A^"  sont  aussi  <  h  ;  ces  binômes  sont  donc  aussi  fi 
qu'on  veut  de  zéro^puisqueAest  d'une  petitesse  arbitraire:  j* 
p —  ;\r  est  rendu  nul,  à  moins  de  h  près.  L'idée  qu'on attd 
aux  incommensurables  permet  d'en  conclure  c^U y  aau  «oi 
une  racine  de  'S.^Oj  entre  les  nombres  m  et  x,  qui  don» 
à  X  des  sifrnes  contraires.  Le  cas  où  l'on  aurait  exactem 
Pz=zN  n'est  pas  exclu  de  ce  raisonnement 
Si  l'on  avait 

x  =  «     donne    P"  —  N'  positif,     ou  F'>N\ 
X  =  9    donne     P"  —  N'  négatif,    ou  /^  <  A'', 

on  disposerait  les  quatre  résuhats  par  ordre  de  grandeurs 
croissantes^  N\  P'y  P",  N"',  or  si  N  yarie  par  intervalles  < 
d'où  iV"  —  iV'  =  o ,  à  moins  de  h  ^  a  fortiori  on  a. . . . 

P'—N'=:O^N'''^P\ 

Le  procédé  ci-dessus  peut  même  servir  a  approcher  à  yol< 
d'une  racine  comprise  entre  «  et  a,  en  resserrant  indéiinin 
ces  limites  par  des-  substitutions  de  nombres  intermédiai 
(^dy.  n*»625.) 

Donc,  toute  équ.  qui  n'a  pas  de  racines  réelles  ne  peut j 
aucuns  nombres  substitués j  produire  deè  résultats  de  signes  < 
^à/r^«y  le  signe  de  tous  les  résultats  est  celui  du  i^  terme  l 
puisque,  dès  que  \v 'a  atteint  une  certaine  linHte,  ces  résu 
conservent  tous  ce  même  signe. 

5i3.  P  et  N  convergent  d'abord  l'un  vers  l'autre,  tant  qi 
est  <  N'y  ils  divergent  dès  que  P  est  devenu  >iV;  mais  si 
poljrnomes  pouvaient  converger  de  nouveau ,  et  divei^er 
core,  etc.  >  »  j  P  —  N  passerait  ainsi  plusieurs  fois  d'un  sig 
l'autre^  de  «  à  a  ;  c^est  ce  qu'il  faut  examiner. 

Admettons  que,  les  résultats  étant  encore  de  signes  contrai 
l'équ.  Xi==o  puisse  avoir  deux  racines  a  et  b  entre  «  et  A: 
peut  (ti*5oo)  poser  Xï==(ar*^a) (a?*— j5)Q.  Pour  «=:*,  x 
et  x-^b  sont  négatifs  ;<  iik^Bt  'posîliik,  quand  x=a;  leur  j 
dati.a  dqoïc  le  signe  +  dans  les  deux  cas.  Mais  ^  doit  prec 
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des  signes  contraires ,  par  supposition  ;  donc  Q  change  aussi  de 
signe,  et  Qsszo  a  une  racine  entre  «  et  A;  X=o  en  a  donc, 
aussi  pareillement  une  3*  dans,  cette  étendue.  Si  l'on  en  suppose 
une  4%  on  en  reconnaît  de  même  une  5*,  etc.. . .  Ainsi,  quand 
deux  valeurs  a  mises  pour  &  cla7is/X.=so^  donnent  des  résultats 
déf  signes  contraires^  cette  équ*  aj  entre  ces  limites j  x^  3,  5^ . .  ^ 
ùauTA  nombre  impair  déracines  interceptées. 

Si  «  et  A  donnent  des  résultats  de  même  signe  ^  par  en.^P'^lt 
positif ,  il  se  peut  que  tous  les  pombres  intermédiaires  à  «  et  a 
laissent  P"^  N-,  aucun  ne  donnant  P^N ^  il  n'y  a  pas  de  ra- 
cine dans  cet  intervalle.  Mais  si  jit  =  d  donne  un  résultat  né- 
gatif, on  est  sûr  qu'il  existe  i ,  3 ,  5. . .  racines  entre  «  et  9 ,  et 
1^3,  5.  . .  entre  9  et  A  ;  ce  qui  fait  en  tout  2 ,  4  >  3*  •  •  racines 
entre  «  et  A.  Ainsi  deux  quantités  quij  substituées  j  donnent  des 
résultats  de  même  signe  ^  n'interceptent  aucune  racine  j  ou  en 
comprennent  un  nomhre  pair. 

La  réciproque  de  ces  théorèmes  est  vraie;  car  s'il  n'y  a,  par 
ex.;  que  trois  racines  a,  b ,  c  entre  et  et  X,  la  proposée  est 

{x  —  a)  (x-b)  (x-c)   Q  =  o; 

les  trois  1^*  fiaicteurs  sont  négatifs  pour  jps=«,  positifs  pour 
4r=  À,  et  leur  produit  a  des  signes  contraires  ^  mais  Q  doit  con- 
server le  même  signe ,  puisque  sans  cela ,  outre  nos  3  racines  9  il 
Y  en  aurait  encore  d'autres  entre  «  et  a  ;  donc ,  etc. ...  \ 

Le  cas  dea=i  b=szc suppose  X:=s.(x.  — •  a)^  X  Q*  Tout  ce 
qu'on  vient  de  dire  a  encore  lieu ,  seulement  la  racine  a  est 
comprise  3  foia  de  «  à  A;  ainsi  y  les  racines,  égales  ne  détruisent, 
pas  la  généralité  de  nos  théorèmes. 

5i4*  Ces  raisonnemens  supposent  que  «  et  a  sont  positifs;  s'il 
n'en  est  pas  ainsi ,  posons  x  =zy  —  h  dans  ftar"*  -f-joar"*"^' ...  ; 
nous  avons  k{y — A)"*  +/?(y  —  A)™""*  +  •  •  •  Faisons  ^  ==  «  et  A  • 
\es  résultats  fe«"*+/?«"*~*. . .,  Aa*"  -f-/)A*""~' . . .  sont  précisément 
ceux  qu'on  obtient  en  faisant  y=:h  +  aeth  +  h  dans  la  trans- 
formée ;  comme  h  est  arbitraire ,  ces  substitutions  sont  positives , 
si  l'on  veut^  et  l'on  juge  aux  signes  semblables  ou  différcns  de 
ces  résultats ,  s'il  y  a  1^3,5...  racines ,  ou  o  ^  2  ^  4  *  -  *  >  ^^^^^ 
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h  ^mei  h  -i-  X.  Chaque  racine  intermédiaire  ^  =  A  -f- ^9 en 
donnera  une  jp  =  ô ,  comprise  entre  «  et  A  (^)  ;  donc,  etc.... 

Le  théorème  du  n**  5i2 ,  qui  n'était  démontré  qo^antant  q«e 
X  n'a  que  des  signes  -f- ,  l'est  dans  tous  les  cas  ;  car  P  et  JW, 
considérés  séparément ,  recevant  toutes  les  valeurs  entre  odb 
que  donnent  jp  =  «  et  a,  la  différence  P  -^  N  passe  par  de 
grandeurs  aussi  rapprochées  qu'on  veut. 

5i5.  Examinons  les  deux  cas  du  degré  pair  ou  impair  daiu 
l'équation 

kx"'  +px^-'' +tx  +  u=o  =  X. 

I.  Si  m  est  pair,  et  le  dernier  terme  u  positif,  en  faisan 
or  =  o  et  =  la  limite  supérieure  l,  les  deux  résultats  sont  po 
si  tifs;  s'il  y  a  des  racines  positives ,  elles  sont  donc  en  nombr 
pair  (5i3).  Il  çf\  est  de  mépie  des  racines  négatives  i  pniflqu 
jir  =  la  limite  supérieure  —  ^  de  celles-ci,  donne  encore  1 
signe  -f-  Donc  il  y  a  ai^ssi  o,  ou  2,  ou  4*  •  •  racines'  ima^ 
naires  ;  mais  rien  n'indique  si  en  effet  quelque  ^ubstitutio 
peut  faire  prendre  à  X  le  signe  —  ,  en  sorte  qu'aucune  racio 
n'est  peut*^tre  réelle  ;  mais  il  est  sûr  que  les  racines  imag 
naires  j  les  positipes  et  les  négatives  ^  s'il  en  existe  de  telles 
sont  en  nombre  pair^  quand  le  dernier  terme  ^st  positif  et 
degré  pair. 

Quand  le  dernier  terme  u  est  négatif,  comme  x  =  o  et  = 
donnent  des  résultats,  l'un  iiégatif ,  l'autre  positif,  il  y  a  ui 
racine  positive,  et  peut-être.  3, 5 ...  ;  changeant  ^^  en  -—  x ,  1 
signes  de  kx""  et  de  i^  restent  les  mêmes ,  ce  qui  atteste  l'exû 
tence  d'une  racine  positive  dans  la  transformée ,  et  d'une  négi 
tive  dans  la  proposée,  et  peut-être  de  3,5...  Donc,  toute êq, 
de  degré  pair,  dont  le  dernier  term>e  est  négatifs  a  deux  racin 
réelles  de  signes  contraires,  et,  en  général,  un  nombre  impa 
de  chaque  signe  ;  les  imaginaires  sojit  en  nomhre  pair. 


{*)  Si  «  et  X  sont  négatifs ,  comme  —  3  et  -^  7,  un  nombre  négatif  enlM 
et  7,  tel  qae  *— 4*  ^^^  ^^^  intermédiaire  :  et  m  «  et  \  oi^t  des  signes  diffcreo 
comme -f* 4  et  — 3,  (ont  nombre  positif  ^4 1  ^"  négatif  ^3,  est  iuterm 
diaire  :  tels  sont  -|-  a ,  —  a  et  o,  {Voy.  le  n®  1 16.) 
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II.  Si  m  est  impair^  et  le  dernier  terme  u  négatif ,  xs=i  o 
ei=l  donnent  des  résultats  de  signet  dîfierens;  partant  >  une 
racine  positii^e^  ou  3 y  ou  5.  •  •  Dégageons  la  proposée  de  ces 
racines^  en  la  divisant  par  les  facteurs  binômes  correspondans, 
le  quotient  sera  de  degré  pair,  et  de  plus  le  dernier  terme  sera 
positif  9  puisqu'il  resterait  encore  quelque  racine  positive  ;  on 
retomberait  ainsi  sur  le  cas  précédent.  Donc  >  les  racines  posi^ 
tives  de  toute  équ,  de  degré  impair  ^  dont  le  dernier  terme  est 
négatifs  sont  en  nombre  impair;  les  négatives  et  les  imaginairesj 
è^il  en  est  ^  sont  en  nombre  pair. 

Quand  le  dernier  terme  n  est  positif ,  lorsqu'on  met-— >jp  pour  x, 
ksl^  prend  le  signe  — ;  changeant  ensuite  tous  les  signes ,  hx^ 
reprend  le  signe  +  ^  et  le  dernier  terme  qui  était  +  u  devient 
—2«;  on  retombe  ainsi  sur  le  cas  précédent  Donc^  toute  équ, 
de  degré  impair  ^  dont  le  dernier  terme  est  positifs  a  un  nombre 
impair  de  racines  nêgatii^es  ;  les  positives  et  les  imaginairesj  s^il 
en  estj  sont  en  nombre  pair. 

\^,  Toute  équ.  de  degré  impair  a  une  racine  réelle  de  signe 
contraire  à  celui  de  son  dernier  terme. 

2?.  Lies  racines  imftginaires  des  équ,  sont  toujours  en  nombre 
pair. 

3^.  Une  équ.  qui  n'a  pas  de  racines  réelles  est  nécessairement 
de  degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif. 

4®.  Soient  a,  é. . . ,  —  a',  *—  &'. . .  les  racines  réelles. d'une 
équ.  X=  T  {x — a)  {x  —  6). , .  (jp  +  a')  {x  +  b'). . .  On  sup^ 
pose  que  y=  o  n'a  pas  de  racines  réelles.  Ijc  dernier  terme 
de  X  étant  le  produit  de  celui  de  T,  qui  est  positif  (3".)  y  par 
— fl,— ft. .  »,-j-a',  -4-  i'. . .,  son  signe  ne  dépepd  quedu  nombre 
de  ces  facteurs  négatifs.  Donc,  le  dernier  tet me  d'une  équ.  est 
positif  ou  négatif j  selon  que  le  nombre  des  racines  positives  est 
pair  ou  impair ^  quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  des  négatives 
et  des  imaginaires. 

5i6.  Il  est  prouvé ,  sans  se  fonder  sur  le  théorème  (Soi) ,  que 
toute  équ.  X=  o  a  au  moins  une  racine  réelle ,  excepté  quand 
le  degré  est  pair  et  le  dernier  terme  positif.  S'il  était  possible 
de  faire  voir  que ,  dans  ce  dernier  cas ,  il  existe ,  sinon  une 
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yaleur  réelle ,  du  moins  un  symbole  algébrique  j  une  fonction 
des  coefficiens  (^) ,  qui  réduise  X  à  zéro ,  il  serait  démontré 
que  toute  équ.  a  une  racine  >  et^  d'après  le  n°  5oi  ^  qu'elle  en  a 
précisément  m. 

Changeons  le  dernier  terme  +  z^  de  X»  en  une  quantité  —  h 
négative  et  arbitraire;  l'équ.  kx^. . .  -^tx —  A  =  o  a  au  moins 
une  racine  positive  a ,  et  est  divisible  par  x  —  a.  Ainsi ,  après 
plusieurs  divisions  partielles,  on  arrivera  enfin  à  un  dividende 
de  la  forme  jix  —  A ,  et  le  reste  suivant  jia — h  devra  étre:=:  o  ; 
a  est  donc  une  fonction  de  h ,  déterminée  par  cette  condition , 
et  cette  fonction  existe  certainement  ^  quoiqu'on  ne  la  connaisse 
pas;  ainsi  on  a  cette  équ.  identique 

fej;'"4'P*"*'"*+  •••  +tx—h:=  Q(ar— a). 

On  peut  prendre  pour  l'arbitraire  h  tel  nombre  qu'on  veut, 
et  l'identité  subsistera ,  pourvu  qu'on  prenne  pourra  la  valeur 
correspondante  à  celle  de  h.  Faisons  A  ==  —  u^  le  i*'  membre 
devient  X,  et  la  division  par  x  —  a  sera  possible  exactement. 


(*)  Lorsqn'ane  formule  contient  diverses  lettres  p,  g*..,  liées  entre  elles 
par  des  signes  indiquant  des  calculs  à  exécuter,  o|i  dit  que  cette  formule 
est  voue  fonction  de  ces  quantités  p,  g..»  Ici ,  Tinconnue  x  est  fonction  des 
coefficiens;  car,  si  les  racines  existent,  et  qu'on  les  fasse  varier,  IVqu.  ne 
pourra  pas  conserver  les  mêmes  coefficiens ,  attendu  qu'elle  est  le  produit  de 
facteurs  binômes (â:  —  a)  (x  — &}...  Il  y  a  donc  une  dépendance  entre  les 
racines  et  les  coefficiens,  et  x  doit  contenir  ceux-ci  dans  sa  valeur  :  on  e'crit 
ainsi  cette  sorte  de  relation  : 

On  distingue  plusieurs  sortes  de  fonctions  :  les  implicites  oh  les  quantité 
sont  mêlées  ensemble  :  jr*  —  oar^ -t- I  est  une  fonction  implicite  de  jr  ^tjr» 
EMeeBt  explicite  quand  les  iqconnues  sont  séparées  dans  une  équ. .  résolue  : 
y  =  X  =t  ^(x»  —  i)  est  une  fonction  explicite  de  x.  Les  fonctions  algéhri" 
gués  sont  eelles  qui  ne  comportent  que  les  opérations  d'Algèbre,  jusques  et  y 
compris  les  racines  à  extraire,  hes  fonctions  transcendantes  renferment 
des  logaridimes,  des  exposans  inconnus,  des  sinus,  cosinus,  etc*  On  entend 
aisément  les  dénominations  de  fonctions  logarithmigues  ,  exponentielles, 
circulaires.  On  n'énonce  ordinairement  t  dans  une  fonction ,  que  celles  des 
lettres  qui  y  entrent ,  auxquelles  on  veut  avoir  égard ,  d'après  le  but  qu'on  a 
en  vue.  (/^<y .  la  note  du  n®  ôao.) 
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Donc  Péqu.  JK  =  o  a  la  racine  a  ;  mais  comme  en  mettant  —  u 
ponr  h ,  les  radicaux  qui  pourraient  afPecter  h  dans  a  ont  peut-* 
être  cessé  d'être  réels ,  il  se  x^cut  que  a  soit  imaginaire. 

517.  On  peut  y  à  l'aide  de  la  Géométrie ,  démontrer  les  théo- 
rèmes (n^  5i5).  La  courbe  dont  l'équ.  est  ^  =  A*  n*a  qu^une 
branche  continue  et  indéfinie  dans  les  deux  sens  QfCNM.  (iig.  2)  ; 
car  chaque  valeur  de  x  répond  toujours  à  une  dey*  On  donne  à 
ces  courbes  le  nom  de  Paraboliques^  à  cause  que  l'une  des  Taria- 
bles  n'entre  dans  son  équ.  qu'au  i*'  d^ré  et  dans  un  seul  terme 9 
comme  pour  la  parabole  ordinaire.  Les  abscisses  j4R,  AQy  des 
points  Ry  Q . .  •  où  la  courbe  coupe  l'axe  des  x ,  répondent  à 
^==:  G  9  et  sont  des  racines  de  l'équ.  X=  o  ;  elles  sont  positives 
pour  les  sections  R^  Q. .  • ,  à  droite  de  l'origine  A ,  négatives 
pour  Rfj  Q'...  à  gaudie. 

Cela  posé  ,  i".  si  ji;  =z=  AB  et  j4D  donnent  des  résultats  de  si- 
gnes différens,  les  ordonnées  correspondantes  BC,  DE  sont 
de  part  et  d'antre  de  l'axe;  la  courbe  continue  de  C  en  JE  ren- 
contre l'axe  au  moins  une  fois  en  /{,  ou  3  ^  ou  5. . .  fois  de  B  en  D. 
De  même,  lorsque  x  =  AB  et  AP  donnent  des  résultats  de 
même  signe ,  les  ordonnées  BC  ^  PM  sont  du  même  côté  de 
Paxe,  et  la  courbure  va  de  C  en  3/  sans  couper  l'axe,  ou  en  le 
coupant  en  2,  4«**  points.  Il  est  facile  de  trouver  dans  ces  cir- 
constances les  preuves  de  ce  qu'on  a  dit  n^*  5ia  et  5i3. 

a^.  Qusg:idXest  de  degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif, 
jp  =  G  et  S3Z  la  limite  supérieure  AP  donnent  des  points  de  la 
courbe  qui  ne  supposent  de  u^  en  P  aucun  point  de  section  avec 
l'axe,  Gu  a,  4***  H  en  est  de  même  pour  des  valeurs  néga- 
tives de  X,  Mais  si  le  dernier  terme  est  négatif^  «  =  o  donne 
l'ordonnée  négative  ^jP  (Iig.  3);  et  les  limites  B  et  D  des 
racines  positives  et  négatives^  donnent  au  contraire  les  or- 
données positives  BC^  DE  ;  la  courbe  va  de  E  en  F\  puis  en  C, 
et  coupe  au  moins  une  fois  l'axe  entre  Z?  et  ^,  et  une  fois 
entre  A  et  B  ',  elle  peut  aussi  couper  en  3,  5. . .  points ,  soit 
d'un  côté  de  A ,  soit  de  l'autre.  Tout  ceci  est  conforme  au 
n«  5i5,  L 
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3®.  Si  le  degré  de  X.  est  impair ^  arec  un  dernier  terme  néga- 
tif,  jp  c=  o  et  ==  la  limite. ^^  des  racines  positives  (fig.  4) 
donnent  les  points  2^  et  C  des  deux  côtés  de  Ax  ;  la  courlie 
passe  de  jP  en  C  y  en  coupant  l'axe  en  i ,  ou  3  ,  ou  5. .  •  points. 
Et  si  le  dernier  terme  est  positif,  x  =  o ,  et  =  AB  ,  limite  des 
racines  négatives  (fig.  5),  donnent  les  points  C  et  /^^  et  i^  3^  5... 
intersections  de  B  k  A ,  comme  n®  5i5,  II. 

Observez  que  la  courbe  touche  l'axe  des  x,  quand  deux  ou 
plusieurs  points  de  section  coïncident ,  c.-à-d.  quand  il  j  a  des 
racines  égales,  (^o^.  n***  4M»  ^23  et  71 3.) 

Des  Racines  commensurables, 

5i8.  L^équ.  x"  4-  px*"""'  +  qx"""*...  +  u  ==  o ,  dont  tous  les 

coefficitns  sont  entiers  ^  ne  peut  apoir  de  racine  fractionnaire 

a  .   û"  o"*""* 

X  =  r  ;  car  on  aurait  tj;  +  />  T^^zii  +  ...  =  o ,  et  multipliant 

tout  par  &"• ,  a"» 4-  i  (/w"»^'  +  ^ia"»^*..,  +  wi"*-')  =  o.  La  a» 
partie  est  u^ultiple  de  b  ;  donc  o*  est  divisible  par  b  >  ce  qui 
suppose,  ou  que  6  :=:  i,ou  que  a  et  &  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux  (n®  24,  6®.).  Donc,  etc... 

Ainsi ,  lorsque  Téqu.  est  préparée  d'après  le  n^  5o5,  en  faisant 
ytszkx,  les  coefficiens  sont  tous  entiers ,  et  celui  du  i^"^  terme 
est  I  ;  on  est  assuré  qu'alors  il  n'y  a  aucune  valeur  fractionnaire 
de  y  :  les  racines  réelles  de  y  étant  divisées  par  k  ,  donnent 
celles  de  jv,  lesquelles  ne  seront  entières  que  quand  cette  di- 
vision se  fera  exactement.  Ainsi,  la  recherche  des  racines  frac^ 
tionnaires  que  peut  avoir  une  équ.  est  réduite  à  celle  des  ra-- 
cines  entières  de  sa  transformée.  On  obtient  ainsi  les  facteurs 
binômes  rationnels  du  polynôme  X,  divisé  par  le  coefficient  k 
de  son  i^' terme. 

Soit  X  =  fex"»  +/Ï*""*  +  qx'*"'\..  «»*  +  ^  4- 1*-, 

désignons  par  ftaf"*""'  +J5'jp"-"*...  «V  +/*  +  "' 

le  quotient  de  X  divisé  par  x  — -  a.  Nous  avons  donné  (n°  5oo) 
un  procédé  pour  déterminer  le  quotient  et  le  reste  jR,  savoir, 

ka^p^=zp'jkp'^q:=:q,^,   /a  +  5  =  t'j    t'a-{-t^=zu\ 
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le  reste  de  la  dÎTision  est  A  =  ua  +  u  :  donc 

,  __  p  —  p      , s — t'  ^j t — li         , u—R 

a      "'  a     *         "^     a     ^         ""     a     * 

▲o  lieu  de  calculer  successiTement  les  coefficieDs^ ... ,  s',  /,  u%  Ry 
de  jprocbe  en  proche ,  on  peut ,  lorsque  R  est  connu ,  les  obtenir 
en  ordre  rétrograde  x^',  /,  s', ...  :  ce  mode  n'est  utile  que  dans  la 
recherdie  des  racines  entières.  £n  effet,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  exprimer  que  a?— n^irise  X»  est  que  jR  soit 
nul  ;  or  ;  si  a  est  un  nombre  entier ,  il  suit  de  la  nature  même  du 
calcul  que/?'...  s',  /,  vl y  sont  tous  des  entiers;  ainsi,  i°.  a  di" 
vise  n 'y  on  ne  peut  cherclier  les  racines  entières  de  l^équ.  X  =  o 
que  parmi  les  dii^iseurs  de  son  dernier  terme*  a**,  a  dii^ise  t — u', 
puis  s  —  t'...,  enfin ^  p  —  p',  et  ce  dernier  quotient  est  le  cœfpn 
cient  k  du  premier  terme  ^  en  signe  contraire. 

Telles  sont  les  conditions  que  doit  remplir  toute  racine  en- 
tière a  ;  et  il  est  clair  que  tout  nombre  entier  a  qui  j  satisfait 
est  racine,  puisqu'en  composant,  par  le  procédé  dont  il  s*agit, 
le  quotient  de  X  divisé  par  jp  — -  a ,  on  arrivera  à  un  reste 
nul,  et  'aux  cœffîciens  ky  p\, , , ,  s'y  /,  u%  tels  qu'on  les  avait 
obtenuSb 

Voici  donc  la  marche  à  suivie  :  on  prendra,  t»it  en  -f-  qu'çn 
— ,  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  z^ ,  et  les  quotiens  u'  Aeu 
divisé  par  ces  nombres;  on  les  soumettra  aux  épreuves  ci-dessus 
prescrites  :  si,  dans  la  suite  des  calculs,  l'un  de  ces  diviseurs 
donne  quelque  quotient  fractionnaire ,  on  le  rejettera  comme 
ne  pouvant  étrC;  racine  ;  on  reconnaît  pour  telle  tout  diviseur 
qui  conduit  enfin  à  trouver  -^  ft ,  ou  le  coefficient  du  i**^  terme 
en  s^e  cont^ire.  La  suite  des  quotiens  numériques  ainsi  ob- 
tenus forme  les  coefficiens  z^',  /,  s,,.k  du  quotient  algébrique 
de  X  divisé  par  x  —  a ,  mais  avec  des  signes  contraire^., 

d:  I  divise  tous  les  nombres;  mais  comme  l^s  épreuves  de  c^s 
diviseurs  de  z^  donnent  des  quotiens  toujours  entiers,  ce  ue  se- 
rait qu'au  terme  du  calcul  qu'on  reconuaî trait,  en  nç  troiivant 
pas  —  k  pour  quotient,  que  ih  i  n'est  pas  racine.  On  préfère 
donc  substituer  di  i  dans  l'équ.  De  même  on  ne  soumet  pas 
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à  ces  épreuves  les  diviseurs  qui  eicèdent  les  limites  des  racines  -^ 
(n°  509).  ^ 

Soit ,  par  ex. ,  x^  ^^  oc^  —  lôr*  +  55x  —  ^5 ::=  o;  oomnie  jg 
75  =  3.5*,  OD  trouve  aisément  (n°  26)  que  les  diviseurs  de  jS  ^ 
sont  ih  (  1 ,  3, 5,  i5,  a5  et  75).  Nous  excluront  db  i  ^  car  li  ! 
somme  des  ooefficiens  de  a  en  2  est  -—  go  -f>  54  ;  et  soit  qn^on 
prenne  lii  54^  la  sonune  n'est  pas  zéro.  Excluons  de  même  les  « 
diviseurs  qui  passent  -4-  1 7  et — 37,  limites  des  racines.  Lecalcil  .1 
se  range  commodément  sons  la  f^rme  suivante,  oii  *  marque  lu-  ; 
diviseurs  à  rejeter.  := 

«  ==   i5    5    3  —  3  —  5  —  i5  —  a5      \ 

—  tt'  =  —  5  —  i5  —  a5   a5   i5    5    3      « 
55  —  1/  =   5o   40   3o   80   70   60   5S     ■ 

—  «'=         *         8       10         ♦—14—4         ♦ 
— 16  —  t'  =  .  —    8  —    6  . . .      —  3o  —  ao 

^""     O  "  r    •   •  ^"^  Q        •  .    •  ~f"  O 

"^■^    *    ***    w      ^^3  •  •  •  ■■^*       J     •   •  •  ""^^       9 

■^■*    /C  II  •  •  •  ^""        I      •  •  •  ^^*        »  w 

Ainsi ,  la  proposée  n*a  que  les  deux  racines  entières,  3  et —  5*,. 
le  quotient  par  a;  +  5  est  x^  —  6a:*  +  i^  —  i5  j  divisant  de  ^ 
nouveau  par  or  -^  3 ,  on  a  2 

(jc  +  5)  (a: —  3)  (x*  —  3a:  +  5)  =  x^  —  x^—  i6r*  etc.. .      ^ 

Voici  encore  deux  autres  exemples  : 

8x'—  7a:«—    63x      -+-36  '' 

9         643      a—  a—  3—  4  ^ 
4         6     9    la     i8~-i8 — la—  g  , 
— 59    — 57—54 — 51—45 — ^ï — 75—7» 
♦         *      *— ,7      ♦      ♦-f.a5+i8  , 

— a4 -f-iS+n 

—  8 ♦ 


X3    +Zx 

i_ 

8a:-fio  = 

0 

a  = 

a—  a 

— 

5 

— 10 

—  ii'  = 

5-5 

— 

a 

—  1 

*-.tt'  =  - 

-3-i3 

— . 

10 

—  9 

— 1'  = 

♦      ♦ 

+ 

a 

♦• 

5  — «'  = 

•  • 

5 

• .  •  • 

—  A  = 

— ~ 

I 

•  •  •  • 

^ 


Dans  le  i  *',  le  facteur  x + 5  donne  le  quotient  x^ —  2x+2  =r  0. 
Dans  le  2*  on  n'éprouve  parmi  les  diviseurs  de  36  que  ceux  qui 
sont  entre  les  limites — 5  et  +ioj  on  a  le  facteur  x  —  3  et  le 
quotient  8x*-4- 17*  —  12. 

Voici  des  problèmes  qu'on  résout  par  ce  procédé  : 
'  I.  Cherchons  un  nombre  iV  de  trois  chiffres  x,  y,  «,  tels 
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que  ^  i^.  leur  produit  soit  54;  2**.  le  chiffre  du  milieu  soit  le  6* 
de  la  somme  des  deux  autres;  3^.  enfin ,  en  soustrayant  5g^  du 
nombre  proposé^  le  reste  est  exprimé  par  les  mêmes  chiffres 
écrits  en  ordre  inverse. Gomme  N=i oojp  +  i oy  -|-  «  ^  on  a 

3eyz  =  5^f     Cysssx  +  z,     looz -^  loy -j^x  =  N — 594. 

Celle^îî  reyient  à  iP  — •  «  s=:6 ;  chassantj' ,  on  a  x*si  +  xî^ = 824  i 
enfin ,  mettant  s  -f*  6  peur  jp  ,  on  a  z'  -{-  92*  -|-  180  =  162. 
Or  y  X,  y  9  z  sont  des  entiers ,  et  notre  méthode  donne  2  s=  3  ; 
d'où  4P  =  9,jr  =  2etiV^=923. 

II.  Quelle  est  la  base  x  du  système  de  numération  dans  lequel 
le  nombre  538  est  exprimé  par  les  caractères  (4i23)? 

Il  faut  trouver  la  racine  entière  et  positive  de  l'équation 
^ -f-  ijc*  +  2a?  -|-  3  =  538;  elle  est  *=  5-  {Voy.  la  note 
page  6  du  tome  I.  ) 

£n  général ,  si  A  est  le  nombre  exprimé  par  les  n  chiffres 
a,  6y  c...  i^  la  base  x  du  système  est  donnée  par 

ax»"""  +  bxr^\..  zszA^i^ 

équ.  qui  n'a  qu'une  racine  positive^  (n^  53o).  Du  reste  >  x  est 
entier  et^  a^b,  c,>.i. 

III.  Soit  proposée  Téqu.  8  (f)*'-5*'+3x+3_  ^^5;  le  calciil  du 
n"  1 47 ,  S*». ,  donne ,  à  cause  de  ^  =  {\f , 

(x3_5ar«+3*  +  3)log|=31og|,ouar5— 5**+3ir  +  3=:— 3. 

Onen  tirex=s2  et  =  ^(3zh  V^2i). 

rV.  Pour  &x^  —  i9ar^  +  28**  —  i8«  +  4  =  ^1  o^^  ^^^ 

j .  .  .  1      ■       ■ 

x=i  y  ;  d'oùy  — igy^^  i68y».--648y +864s=  o.  Iln'y 

a  pas  de  racines  négatives,  et  les  positives  sont  ^  20;  or, 
864  =  2^. 3^ 9  et  l'on  est  conduit  à  éprouver  ïes  diviseurs  293, 
4,  6...  18.  On' trouve j'^  3  et  4;  d'oà  jr*  -^  loy  -f-  72=50  ; 

enfin  ,*  =  i ,7,1  —  1/ "- '• 
On  trouve  dé  même  que 

6*^4-  iSx^4^^0i^'-xs=^ffi(fif^r.l)i(M^h)iSiil^^ 
519.  On  voit  que  les  calculs  peuvent  ètré^  ri*i  iOTjgs;  ^Méi 


\ 
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un  moyen  de  les  abréger.  Faisons  x  =  fi  dans  la  proposée 
X  =  o  ^  et  soit  V  le  résultat  qu'on  obtient  ;  si  l'on  fait  x  =  2  +  ^ 
la  transformée  «"*  +  Pz^^\.,  a  précisément  U  pour  dernier 
terme  (5o3).  S  est  ici  un  entier  quelconque;  les  racines  entières 
de  X  répondent  à  celles  de  x,  comprises  parmi  les  diviseurs  de 
U,  Désignons  ceux-ci  par  dbd^fdt.  (f...  ;  il  est  clair  que  les 
racines  entières  de  x  sont  tontes  com prises  dans  la  ferme. . . . 
x^:^$zhd  y  nombre  qui  den*a  diviser  le  dernier  terme  cle  X. 

Ainsi ,  mettes  pour  x  un  entier  quelconque  6  ;  prenes  tous 
les  diviseurs  dz  d  du  résultat  t/  (  il  sera  utile  de  choisir  ê  de 
manière  que  Z7ait  un  petit  nombre  de  diviseurs  )  ;  il  ne  faudra 
soumettre  au  procédé  prescrit  par  la  méthode  générale  «  que 
ceux  des  diviseurs  du  dernier  terme  u  qui  sont  compris  dans  la 
forme  û±d.  On  peut  même  prendre  plusieurs  valeurs  de  d ,  qui 
offriraient  autant  de  systèmes  d'exclusion. 

Dans  le  problème  IV  ^  faisant  ^  =  i ,  on  a  {/s=  366,  dont 
les  diviseurs  sont  1  ^  9  ,  3 , 6,  61  ;  les  racines  entières  àey  sont 
donc  de  la  forme  1  ±:  ces  diviseurs;  ainsi  y  est  parmi  les  nom- 
bres 2 ,  3, 4 >  7  9  61^  s'arrétant  aux  limites  o  et  20.  Dès^lors ,  il  ne 
faut  plus  éprouver  que  2 ,  3  et  4  >  car  7  ne  divise  pas  864. 

520.  Cherchons  maintenant  les  /acteurs  commen^urabUs  du 
!2*  degré  de  Véqu.  X = o.  L'un  de  ces  facteurs  étant  x*  -f-  a^  +  6 , 
l'autre  sera  tel  que  x*""*  4-/>'^'*"^-|  •••>  et  l'on  aura  cette  équ. 
identique     '     '      '" 

X  =  (x*  +  ox  +  b)  (i"»-*  -fp'x— 3  ^  ^x«-*...)  ; 
les  coeffîciens  sont  ici  dès  inconnues  en  nombre  m.' Exécutons 

> 

la  muItiplicMaoti,  Aét  compsifbiisileisr  deux  meni{il^es  terme  à 
terme  (  voy.  n"  576  )  ;  nous  jurons  m  équ.;  éliminant  p^  q  .., 
il  restera  deux  équ.  entre  a  et  6 .  et  enfin  une  contenant  b  seuL 
et  qui  sera  du  dc^é  î,  ii»(in  —  i^,  parce  q^ue  c'est  j|^  nombre 
des  combinaisons  2  îi  2  des  facteurs  du  ^*'  degré.^  Cettct  der- 
nière équ.  donnera  pour  b  au  moins  une  valeur  commensurable, 
sans  quoi  X  n'aurait  pas  de  facteur  rationnel  du  2*  d^ré  ;  cette 
valeur  jb^,  îftit^cMiutte  dâii^  uiie'4i}l]T~«n  a  et  é^^hmne'^ ,  tt  pèr 
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Par  exemple^ 

X*  —  3.r*  —  12X  +  5  =  (x*  +  ax  +  i)  (x*  +px  +  q') , 

Les  deux  i'^  donnent />'  et  q'  ;  substituant  dans  les  deux  antres, 
on  a 

aaô  +  3a  — a^-ssia,     ô*+ i(3  — «•) +5i=o, 

et  chassant  b  on  trouve  a^  —  6a^  —  i  la*  =3 144'>  d'où  a  =  3 
et— 3,&=5et  i , puis ies facteurs (x'+3x  + 5) (x*—3x+i). 

De  r Elimination. 

521.  A  jŒ^  B  ,b. . .  étant  fonctions  de^  ^  clierclions  toutes 
les  couples  de  valeurs  qui ,  substituées  sl  x  eX  y  dans  les  poly- 
nômes Z  et  T',  les  réduisent  à  zéro: 

Z=i=^x«+iîx«-*.,.,     rcsax^  +  ftx»— ... 

Soit  77»  ==ou>>  12  ;  diyisons  Z  par  T;  et  pour  éviter  les  fractions  y 
mnltiplidbs ,  s'il  le  faut ,  Z  par  un  facteur  M^  qui  rende  À  mul- 
tiple de  a;  2ISf  est  un  nombre  ou  une  fonction  de^  (^).  bésignoAs 
par  Q  le  quotient  y  par  Â  le  reste  y\fonction  de  j^  ^  on  a 

MZ=qT+R....\i). 

Cette  équ.  est  identique^,  exempte  de  fractions  et  d'irrationna- 
lités^  et  se  vérifie  i,  quâs  que  soient  x  «t  y  ;  substituons  donc 
pour  a?  et  y  l'une  dea  couples  oherchéés,  Z.dt  T  seront  nvls*; 
donc  A  le  sera  aussi,  savoir,  /{  =  o  et  Tsszol  *  rt. 


*    «  I  ■    I  '  ■'  I  ^  Il  I  ^ 


(*)  Le  facteor  M  s'obtient  comttiëponr  le  aotamtin'diyîsear  (p.  140,  t'.  I-). 
Lorsqae  le  degré  n  est  =  m  —  i ,  cas  q^oi  est  le  plnj^,  qnfinaire,  dn  moins  dans 
leé^Tisioiis  subs^nentes ,  on  prend  Jlf=  a*,  carré  ^ti  't«''  côeJflicieQt  dn  diyi- 
inar  FJ  Le  qnotîetit  est  albtk        .  ''"-'■  *^^ 

.    -  •    -  •Çi=ihiX^x'hB)-j>ihy'\'  "■■■■      ■   *  '''-'^' 

On  formera  de  suite  cette  quantité,  et  son  produit  par  T,  qn'ont.retranu^n^a 
éita*Z  :  les  deux  premiers  termes  disparaîtront ,  et  il  sera  ménië  inotne  de 
s*en  «odip0ff  ^  on  aura  ains»  4e  rette  Jt  par  un  ualtaiLtiès  4a«iti.  ^     '  ■     •  * 
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Réciproquement ,  si  quelques  valeurs  de  r  et  j^  rendent  Z  et 
Tnuls^  on  a  MZ  =  o  ;  donc  il/  =  o^  ou  Z  =  o  : 

Ainsi ,  lorsqu'au  lieu  des  équ Z  =  o  ^     7*=  o 

t>n  prend  celles-ci R  s=:o,     Ts=z  o ,         « 

on  doit  retrouver  toutes  les  couples  cherchées  de  x  et  y;  mais 
ces  équ.  en  admettent  en  outre  d'autres  qui  donnent  iP/=  o  et 
Tsszo,  lesquelles  sont  étrangères  à  la  question^  et  introduites 
par  la  marche  du  calcul.  Du  reste ,  le  problème  est  devenu  plus 
simple ,  quoiqu'il  renferme  ces  solutions  inutiles ,  parce  qu'on  a 
soin  de  pousser  la  division  de  Z  par  7*  jusqu'à  ce  que  x  soit  dans 
le  reste  /{  à  un  degré  moindre  que  dans  T*. 

Divisons  de  même  T*,  ou  plutôt  A/'T*  par  R ,  M' étant  un  fac- 
teur convenable;  soient  Q'  le  quotient  entier,  et  /T  le  nouveau 
reste ,  nous  avons 

M'T=Q'R+R\...  (2). 

On  prouvera  de  .méma-que  toutes  ies  couples  de  valeurs  qui 
rendent  nuls  T  etR,  donnent  aussi  /{  =  o  et  /{^  =  o  ^  équ.  qui 
admettent  toutes  les  solutions  cherchées;  màisque^  récipro- 
quement ^  celles-ci  contiennent  encore  les  couples  qui  rendait 
nuls  Af  et  R\  et  qu'en  prenant  ces  dernières  équ.  au  lieu  des 
proposées ,  on  aura  les  solutions  demandées,  et  en  outre  d'autres 
qui  sont  étrangères,  et  rendent  nuls  soit  3f  eiR,  soit  ikTet  T. 
•■  On  continue  de  la  sorte  ce  calcul,  qui  n'est  que  celui  du 
commun  dipiseur  entre  leè^polynqir^es  Z  etT  ^  jusqu^à  ce  que  le 
degré  de  x  soit  àbaissé-dans  le  dividende  m  ^et^dans  le  diviseur 
D,  de  manière  à  donner  un  reste  Y  ^  indépendant  de  x;  sanwir  : 

/»^=Z)^+r....i..   (3); 

d'où    ;  ,^;m  0,îs;ijp.y  etF==,Oï.^>  .•    (4)- 

Ces  deux  échi* ''Kâmetiëtit  donc, doutés  les  solutions  chercfhées; 
mais  elles  en  ont  de  plus  d  autres  qui  sont,  étrangères ,.  e%  quV>n 
reconnaît  à  ce  qu'elles  rctp^fiot  pjils  t^nsemble  l'un  des  fac- 
teurs introduits. ilf.  M\..m^  avec  le  dipiseur  correspondant 

L'équ.  Y.s»nibà£si  qu'une  iaicjonime  y<  on  en  cherchera  les 
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racioet ;  et  les  substituant  dans  D  =  Of  équ.  en  général  da  V^ 
degré  en  x ,  on  aura  chaque  valeur  de  x ,  qui  s'accouple  à  celio 
de  y  ;  cependant  si  D  est  du  si*  degré ,  cliaque  racine  de  y 
s'accouplera  k  deux  valeurs  de  ;r,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  pour 
éliminer  x  et  j  entre  les  équ,  Z  =  o  ^  T  =:  o^  cherchez  le  com^ 
mun  cUtfiaeur  entre  Z  etT  ordonnés  8ui$fant  x  ;  poussez  le  cal-' 
cul  juêqufà  ce  qu'il  vienne  un  cUi^iseurDj  qui  donne  un  reste 
Y  indépendant  cb  xy  enfin  ^  remplacez  les  proposées  par  Y  s=  o 
^^0  =  0,  qu'on  nonune  Équations  finales* 

Soient        ax* — jf*-4-i=o,  j:*  —  3ary  +  j^  +  6  =  o  ; 

divisant  la  i*"*  équ.  par  la  a*,  le  quotient  est  2 ,  et  le  reste, 
d^agé  du  facteur  3 ,  est  D  =  axy  —  y*  —  3  =  o  ;  multipliant 
la  a*  proposée  par  2^,  et  divisant  par  D ,  le  quotient  est 
:kxy  —  6y*  4-3,  et  le  reste  ¥= —  y^  +  8y*+  9  =  o.  On  ré- 
sout cette  équ.  en  faisant^'  =  z;  d'oi  z^  —  82  =  9,  z  =  g, 
et  —  1  ;  puis j^=  ±:  3 ,  et  dz  j/  —  i  :  enfin,  substituant  dans 
D ,  on  obtient  les  valeurs  correspondantes  a:  =  ih2,:^^  —  1. 
Pour  les  équ.  x*  +  ^^  —  3^^*  +  i  =  o ,  x*-«-jf*  =  o, 
le  i*' reste  est  2>  =  2xy  —  2^»  +  i,    le2*r  =  4j'* —  i=:o 

enfin  x  =  — y  =  dz  5. 

P^  QfP^q  étant  les  fonctions  données  de  j^ ,  les  équ. 

donnent  les  équ.  finales    (^— p)x+  Ç  — ^  =  0, 

{Q-^y  +  9  (P-py=p{Q-q)iP-p). 

Pour  x^+x* — xy'— j^H=o,  2x*-^x(4y —  i)  —  ay*+y=j, 
le  i*'  reste  est  (i6j^* — ay —  i)x  +  8y^  —  6y* — ys=:o=:D  ; 
on  moltîplie  le  diviseur  par  (iGy*  —  7y  —  i)*,  on  divise  parZ>, 
et  l'on  a  Péqu.  finale  32/ (4)r»-  i2y*+  3y+  i)  =  o=r.  On 
en  tîre^  =  o,  et  ^  (n®  5i8)  ;  on  abaisse  ensuite jr  au  2*  degré,  et 
l'on  trouve j'  =  ^  (5  ±;  (/33).  Enfin ,  D  donne  les  valeurs  cor- 
respondantes x  =  o,ï,  —  I  et —  I. 

522.  Il  nous  reste  à  distinguer,  ou  plutôt  à  éviter  \es solutions 
étrangères j  celles  qnl  rendent  nuls  M  et  T,  ou  M' et  /?,  ou,  etc. 

2.  5 
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Soit  3'  =  ^  une  racine  de  l'équ.  il/=  o ,  qui  ne  contient  pas  x  ; 
en  substituant  dans  7*=  o,  on  aura  une  éqn.  7^i=o  en  x  seul, 
laquelle  ne  sera  au  plus  que  du  degré  ti — i ,  attendu  que,  par  la 
nature  même  de  notre  calcul ,  M  doit  être  facteur  du  coeffi- 
Hîient  a ,  dans  T:=é  ax"  -f  ^x"""* ...  :  en  résolvant  Téqu.  7^,=  o, 
on  en  pourra  tîrer  n  —  i  valeurs  >  x=>J, ,  corrrespondantes  à 
ysaiç,  qui  rendent  ilf  et  Tnuls  ensemble.  Substituons  ^  et  4  ^ 
;y  et  X  dans  les  équ.  identiques  (i)  et  (2)  ;•  il  est  clair  qu'on  aura 
R  etB!  nuls  ;  d'où  il  fondrait  conclure  qu'aprfes  avoir  mis  ^  pouf 
y  dans  cesxleux  restes ,  il  y  a  ;*  —  1  valeurs  4  de  x  qui  donnent 
/?  =  o  et  /l'  =  o.  Or  c'est  ce  qui  n'est  pas  possible ,  puisque  B! 
n'est  que  d'un  degré  inférieur  k  n  —  1 ,  degré  de  R  :  ainsij^  =  ^ 
doit  rendre  R'  nul,  sans  le  secours  d'aucune  valeur  de  x,  ou 
plutôt  Mdivise  H'.Ûonc  le  facteur  M,  introduit  dans  la  première 
dipisionj  est  diviseur  du  second  reste  K'j  ou  K'  =  Mr. 
"  Rejetant  donc  de  /?'  le  facteur  Af ,  c.-à-d.  remplaçant  jR'  par  r, 
on  aura  dégagé  Popération  des  racines  étrangères  provenues 
de  M  ;  dès  lérs  le  calcul  du  commun  diviseur  se  fera  sur  le  quo- 
tient r ,  au  lieu  de  jR'.  De  même ,  on  trouvera  que  3f  divise  exac* 
tement  le  3®  reste  R",  qu'on  remplacera  par  le  quotient  de  R'  di- 
visé par  ilf' ,  pour  supprimeras  racines  étrangères ,  introduites 
par  ylf^ ,  et  ainsi  de  suite.  Enfin ,  on  obtiendra  l'équ.  finale  F:=:o 
dégagée  de  toutes  ces  racines;  le  dernier  facteur  m  de  Téqu.  (3) 
n'en  peut  introduire  aucune,  attendu  que  tout  facteur  y  =/3  de 
77Ï  et  de  F  devrait  aussi  diviser  D.  {Voy.  n*'  523,  4**.,  et  4*  cas.) 

Observez  que  si  l'on  pose  J  =  ^  dans  Tet  /J ,  les  polynômes 
en  X  qui  en  résultent  doivent  être  identiques,  puisqu'ils  de- 
viennent nuls  par  les  71  —  i  mêmes  valeurs  a?  =  •<}/. 

Par  ex.,  x^j' —  3^  +  1  =  0,0;*  (j^  —  0  + -^^ —  2=0^ 
innlttplions  la  i"  par  (y  —  i)*,  divisons  par  la  2*; 
,T  reste    —  a:(y»  — 5j^  +  3)  +  (y»- 4y  +  0     {P)\ 
multipliant  le  diviseur  par  (y*  —  5y  +  3)*,  il  vient 
2*  reste     y^  —  loj^  4-  37^' r-r  Q4y*  +  ^^J  —  16, 
lequel  dpit  être  divisible  par  (j  *-  \f\  le. quotient  est  Té— 
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qaation  fiaale^  dégagée  de  toute  racine  étrai^gbre, 
yS  _  8y  +  ôoy  ~  x6  =  o.  .  .    (F). 

Les  racines  sont  j  =  4>^et2,etD:=o  donne  a:=  —  i,  i  et  i. 
Aa  reste  s^il  arrivait  que  la  racine  j^  =  ^  de  Ms=z  o  réduisit  T 
au  degré  71  —  2 ,  If  ne  diTÎseraît  plus  R,  parce  que  les  équ^ 
A  =  o  et  ii'  =  o  pourraient  admettre  les  n  •—  2  racines. 1)^  de 
r=  Oy  et  le  raisonnement  ei-dessnsne  scratt  plus  applieaUe« 
C'est  ce  qu'on  yoit  par  l'ex.  suivant,  où  le  facteur^ ,  introduit' 
dans  la  1'*  division^  ne  dÎTise  pas  le  2*  reste ,  et  se  retrouve 
dans  Féqu.  finale. 

1"  reste  J^(y  —  0  —  ^  (y — 0 — y  9 

2*  reste  x  (2j^*  —  ay  +  »)  +  y'  +y  —  i  > 

3«  reste  J' (y^—2y^+ i4>'*— SX +  ^)- 

m 

S'iZ,  Faisons  quelques  remarques  importantes.  ^ 

i«.  Si  x  =  «  et  y=i&  rendent  nuls  Z  et  7*,  en  faisant  x  =  <r 
dans  ces  polynômes,  les  résultats  ne  contiennent  plus  x,  et  sont 
l'un  et  l'autre  nuls  pour  j^  :s=  ^8  ;  doncj'  —  jS  en  est  facteur 
commun.  Pour  s'assurer  si  x  =  et  fait  partie  d'une  des  solutions 
cherchées ,  et  obtenir  la  racine  j'  =)S  qui  y  répond ,  il  faut  donc 
poser  X  =  «  djins  Z  et  T,  chercher  le  commun  diviseur  entre 
les  résultats,  et  l'égaler  à  zéro.  Si  ce  facteur  est  du  2®  degré, 
ce  répond  à  deux  valeurs  de  j' ,  etc. 

7?,  Si  quelque  combinaison  des  polynômes  Z  et  T  donne  un 
résultat  plus  simple,  on  l'emploiera  de  préférence  au  lieu  Se  ^l 
comme  aussi  il  est  bon  d'ordonner,  par  rapport  à  j^,  si  le  calcul 
en  devient  plus  facile.  C'est  ainsi  qu'en  ajoutant  les  équ«  du  x^*" 
exemple ,  page  65  ^  et  ordoi^nant  relativement  a  y ,  qui  dan^.  }a 
somme  n'est  qu'au  i*'  degré,  on  obtient  de  suite  les  solutions.' 

Quand  Z  et  T  sont  au  même  degré  m,  en  éliminant  x"* 
comme  une  inconnue ,  on  peut  donc  abaisser  Fune  des  équ. 
à  un  degré  moindre.     . 

3".  Si  Z  est  formé  de  deux  Çacteurs  ratjbu^ls  Z;=;P>C  Q,  ij 
est  dair  qu'en  même  temps  que  T=o,  on  doitavolr  .ou  P,  ou  ^ 

5.. 
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nul.  Ainsi  le  problème  proposé  se  partage  en  deax,  et  n'admet 
que  les  solutions  de  ce  double  système, 

T^s.  o  avec  P  =  o,     7^  =  0  avec  Q  =  o. 

Et  si  T^  P  ou  Q  est  lui-même  décomposable  en  facteurs,  on 
partage  encore  le  problème  en  d'autres  plus  simples. 

Dans  le  2*  exemple  (p.  65 ) ,  Féqu.  oc^  —  j^* s=  o  donne 
X  +^  =0,  et  X — y  =  o  ;  ainsi  l'on  fera  simplement  a:=:di^ 
dans  la  i*"®  équ. 

4^.  Quand  il  arrive  qu'un  des  polynômes  qu'on  rencontre 
dans  le  calcul  contient  un  facteur  fonction  de^,  et  il  doit 
l'être  de  cbaque  terme  (n^  102 ,  II),  on  ne  peut  pas  ici  sap* 
primer  ce  facteur ,  comme  lorsqu'on  a  seulement  dessein  d'ob*   ' 
tenir  le  plus  grand  commun  diviseur.  D'après  ce  qu'on  vient  de   ' 
dire,  il  faut  l'égaler  à  zéro ,  et  considérer  cette  équ.  à  part  :  elle  * 
renferme  une  partie  des  solutions  demandées.  ^ 

Par  ex. ,  pour  *'  —  2«*4-jf'  =  o,    x*  (y  —  2)+xy  =  o,    • 
on  multiplie  la  i'*  par  (y  —  2)*,    on  divise  par  la  a*  ; 

!«' reste   yWy-[i)^y{y-^rV.  (Z>).  \ 

Avant  de  prendre  ce  reste  pour  diviseur,  on  ôte  le  facteur  corn-  \ 

munj^ ,  on  pose  j^  =  o  dans  la  2*  équation ,  et  l'on  a  r  =:  o.  Les  ^ 

autres  racines  s'obtiennent  ensuite  en  multipliant  la  2*  équ.  par  \ 

(3y  —  4)*  >  ^  divisant ,  etc.  Le  a*  reste  doit  être  divisible  par  ^ 

(y—  2)*  ;  en  supprimant  ce  facteur  étranger,  on  arrive  à  l'équ*  1^ 

finale/(y— 6y+9y  — 4)=^o,  (r);d'o{i  jr  =  o,  1 ,  1,4,  J 

puis  X  ==  0,1,1,  —  a.  De  même  les  équ. 

\\ 
^*-f-a:(^ — 3)  +3'*  —  3^  +  2=0;    x*  —  2x  +^*— J'ss^^  I 

conduisent  au  reste  (y  -^  i)  (x  —  2)  :  on  pose  ^  =  i  dans  le  \% 

.  diviseur  ;  d'où  x  =  o  et  2.  Ensuite  on  continue  le  calcul  pour  ^: 

le  reste  x  —  2  :  le  reste  final  est  y^  —  ^  =  o ,  savoir ,  x  =  s  « 

avec  j^  =  o ,  ou  1 .  < 

5».  Si  Z  étTont  un  facteur  commun  F ,  Z=  PF^  T'srs  QFy  (1 

le  problème  est  résolu  en  posant ,  ou  P  et  Q  nuls,  ou  jP^o  :  le  ^ 

i*'  système  se  fraîtè  à- l'ordinaire,  et  donne  diverses  solutions.  ^ 

Quanta  l'cqu.  F=o,'eomme  élfë  ne  ffèut  déterminer  x  elj'  k  \ 


ÉLIMINATIOIV.  69 

elle  seule ,  le  problème  estindéterminé.Si  F  ne  contient  que  x  ou  y, 
cette  inconnue  s*en  tire  y  et  l'autre  est  arbitraire  ;  si  F=  o  ren- 
ferme X  ety  y  Pone  est  quelconque  >  et  l'autre  s'en  déduit 
Par  exemple  y  en  opérant  sur  les  équ. 

(y  — 4)x*-^^  +  4  — o>    x^  — X*  — arjr+ j^  =  o, 
on  trouve  le  facteur  commun  x  —  1 ,  c.  -à-d.  qu'on  a 
(y— 4)  (-^+0  (x  — 0=0,     (x*— j^)  (x  — 0=0: 

on  fera  -dÀnc  x  ==  i  et  y  quelconque.  Outre  ce  nombre  infini 
de  sblutions  y  on  aura  encore  celles  qui  résultent  de  la  snppresr 
sion  du  facteur  X  —  i,  savoir  ,j'=  i  et  4>  x  =  —  i  et±:2. 

La  règle  prescrite  n°  S^i  présente  quatre  cas  d'exceptions; 
car  il  se  peut  que  le  reste  final  Fn'existe  pas,  ou  soit  un  nombre, 
on  que  le  dernier  diviseur  D  soit  nul  de  lui-même,  ou  soit  un 
nombre  :  on  ne  peut  alors  rendre  F  et  D  nuls^ 

i*'  Ca».  Le  reste  T  n'existe  pas ^  ses  termes  s'entre-dôèruisent  ; 
alors  il  j  a  entre  Z  et  T  un  facteur  commun ,  quf  est  le  dernier 
diviseur.  Nous  venons  d'examiner  cette  circonstance  (5^.) ,  dans 
laquelle  le  problème  est  indéterminé, 

2*  Cks.  Y  est  un  nombre  i  comme  dans  l'équation  (3)  ^et  D 
ne  peuvent  alors  être  rendus  nuls  ensemble ,  il  suit  de  l'analyse 
du  n*  S21  que  le  problème  est  absurde  j  les  équ.  proposées  ren- 
fermant des  conditions  contradictoires;  c'est  ce  qui  se  vériGe 
sur  les  équ. 

3x*—  6xy  -4-  3y*  —1=0,^  2x"  ■ —  ù^xy  -f-  ay* -|"  *  =  <>• 
Qu'on  pose  deux  équ.  quelconques  à  une  seule  inconnue,  par 
exemple ,  3is*-^  i  =  o ,  22*  -]-  i  =  o;  leur  coexistence  est  im- 
possible (sauf  le  cas  d'un  facteur  commun ,  n**  5oi,  3**.);  qu'on 
^nse  2  =  X  Jry  >  ou  x  —  J^  >  ou  telle  autre  fonction  de  x  et  y, 
il' est  clair  que  le  problème  propoâé'sera  absurde. 

3*^  Cas.  /^  dernier  dwiseur  D  déifient  un  nombre  a ,  lorsqu'on 
substitue  dans  D  poury  une  racine  ^  tirée  de  F=  o.  £n  divisant 
Dpary—-iS,  le  quotient  sera /iC  en  x  eX.yy  et  le  reste  X  en  y  seul» 
on  !> ss ^ ^-*jS}  K^Ly  afin  qu'en  faisant jf  =  jS ,  J9  se  réduise 
àla  valeur  m  que  reçoit  L.  Or ,  pour  que  Z>  soit  nul  avec  j^  ==:  jS  > 
il  faut  évidemment  que  x  soit  infini.  Par  ex.  les  équ» 
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ont  pour  équ.  finales  j'*  {^y  —  i)  =  o ,  et  pour  dernier  dWL 
xy  —  I  =  o  ;  donc  j^  —  i,  x=i,  etj*  =  o,  a;  =  oo. 

4°  Cas.  D  (feyieni  nul  de  lui-même  j  en  faisant  y  =  jS^  va 
tirée  de  F=o  :  alors  (n®  5oo)  Z?  a  la  forme  (y  —  ^)  K  ; 
près  l'équ.  (3) ,  on  voit  que  j^  —  9^  doit  aussi  diviser  Vy  et  qi 
aurait  dû  égaler  séparément  à  zéro  le  facteur  ^  —  iS  (n®  523^  l 
Il  convient  donc  de  reprendre  le  calcul ,  et  d'avoir  égard  à  c 
remarque. 

Montrons  sur  un  exemple  à  éliminer  trois  inconnues: 

X  —  ay  -f"  **  =  o  >     X*  4-  ^*  =  2 ,     z^x  =  i. 

Éliminez  y  entre  ces  équ. ,  2  à  2  ;  vous  aurez  deux  équ.  fin 
en  X  et  z^  entre  lesquelles  éliminant  2,  vous  aurez  l'équ.  en  x  s 

sS  -f.  2xa*  +  5x*  =ff  8 ,     a*a:  =  1 ,    5x<  —  6x*  =—  1 

On  a  donc  a:  =  d^  i  ^  5x*  =  i  ^  et  les  quatre  valeurs  de  x  \ 
connues  •,  z  résulte  de  Péqu.  z^x  =  i ,  etc. 

Racines  égales. 

524.  En  développant  en  facteurs  le  polj^ome  JCj  don 
degré  eH  7ta>  il  sera  sous  l'une  de  ces  formes  »'  '    • 

X—{x  —  à)   (ar  —  6)   (x  —  c)  (x  —  f/)— '  (^1  ' 
ou       X=  (X  —  ay  (x  —  i)P  (x  —  c)  (x  —  ^.i.'  {B).  ' 

Dans  «eefder nier  ca»,  on  dit  que  Xa  1»  factçur^  égaux  à  x-r 
]D à X;— ^ fry. ouqùe l'équ* Xsss o  a n racines z=sa,p racines = 
ïl's'àgit  de  s'assurer^  sans  connaître  ces  rapines,  si  JC  est  d 
ce  dernier  cas^  et  de  donner  à  ce  polynôme  la  forme  (. 
en  supposant  qu'on  sacbe  résoudre  les  équations  privées  ie 
cînes  égales. 

Comme  l'é^.  (^  est  Identique ,  on  peii^t  y  reip.placeç  x 
y-j^x'j  Élisant  cette  substitution  et  déy(dop|>ant  ie  J??  «fis^ 
selon  les  puissances  croissantes  de  j'  «  on  a  cette  équation.. id 
jjj  tique  (n*»  5o3),  .ji 

lit 
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X'  est  là  dérivée  de  X,  X"  celle  de  X'. . .;  or ,  le  2*  niem1)re  est 
formé  de  facteurs  dont  y  est  le  i*'  tenue  ;  le  produit  rentre 
donc  dans  ce  qu'on  a  vu  page  i33,  i^'yol.  ;  les  coeificiens  sont 
les  produits  iài^2à2,3à3...  des  secondes  parties  x  —  a, 
X — 6,  a?  —  c. . .  Donc 
1®.  X est  le  produit  de  ces  m  binômes,  ou  le  polynôme  {^AY 
2®.  X'  est  la  somme  de  leurs  produits  m  —  ihm  —  i\  c.-5-d. 
qu'il  faudra,  dans  le  produit  {A)y  omettre  successivement  chaque 
facteur,  et  ajouter  les  résultats. 
De  même  pour  les  autres  coefficiens*^  X"',  \  X*'i  ; . ."  ~ 
Cela  posé,  si  X  n'a  q^i'uo  seul  £»cteur  .=;=  (x  -r-a),  (ov^)les' 
termes  de  7(!  contiennent  aussi  ce  facteur  ^  eXoej^té  ie^lerme! 
R  =  (x — b)  {x  —  c) .  • .  où  l'on  a  omis  x  •—? a  j  ainsi y.X  a.  U> 
forme  R  +  {x  —  a)  Q ,  et  n'est  pas  divisible  par  x  tt  Av  OfÂ^ 
prouve  de  même  qu'aucun  des  facteurs  in^aui^  de  X  ne  peut 
diviser  X^  Donc,  ai  X  nfa  que  des  facteurs  inégaux  j^  et  IL' 
n'ont  pas  de  commun  dipiseur. 

Mais  si  dans  (^A)  on  a  a  =  cf==f...,  ce  qui  est  Iç  cas  de 
Péqu.  (fi) y  pour  former  X',  cbacun  des  n  facteurs  (x  —  a)  *de  X 
devant  être  omis  à  son  tour,  x  —  a  n'entrera  dans  ces  résultats 
qu'à  la  puissance  n  —  i  ,  c.-à-d.  qu'on  aura  n  termes  égaux 
à  (x  —  a)"""*  (x  —  iy  (x  r-  c) . . .  *,  en  outï*e  il  faudra  émettre 
à  son  taar  cbacun  deaf  autres  fisfcteurs  (x  —  i) ,  (x  —  c) . . .' ,  let 
œs  dentiers  résultats  comprçndrontrtou^  {:$  -—  a)".  Faisant  donc 
fi=(jr— rii)p.(*fc-c).. .,  on  a  -i-   ■■':■'■ 

X'=/i(x— a)»-'  R  +(x— a)"  Q=(.r— a)»"»  [nR-^ C^-'û)'Q]  .  ' 

On  yoil  Ique  X  est  divisiWe'par  {x  -^  a)",  et  X!  par  {x  —  a)""**  ; 
ainsi  chaque  facteur  multiple  dans  X,  entre  daiiis  Xf ,  mais 
a  une  puissance  précisément  moindre  de  un.  Dond,  si  IL  a  des 
facteursi' éi^aux.  j  X  et  Xf"6ht  un  commun  diçèseUr,  formJ  du 
produit  de  tous  les  facteur^,  d$.  X  >  chacun»  élevé  à  une  puis^^ 
sance.  moindre  d'une  utiipf.. 

D'après  cela,  étant  donné  un  polynôme  X^  on  formera  sa 
dériva  X'  f  et  l'on  procédera  à  la  recherche  du  plus  grand 
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oonomun  di?tsear  entre  X  et  AT;  s'il  est  Pontté  y  X  n'a  pas  de  h/o 
tcurs  égaux;  et  s'il  y  a  un  diviseur  F,  fonction  dex,  aucun  Jei 
facteurs  in^aux  de  X  n'y  entrera* 

f 

Le  calcul  fera  connaître  F  sous  la  forme  **  +p'**""'  "!"•'+»'; 
et  il  s'agira  de  le  décçmposer  sous  la  forme  (C)  >  afin  d'obtenir 
les  facteurs  ^aux  et  leurs  exposans. 

En  divisant  la  proposée  (j?)  par  F,  le  quotient  q  esi/brmi 
de  tous  les  mêmes  facteurs  que  X,  dégagés  des  exposans, 

qzsz^x-^a)  (a?-^i)  (ar  — c)  (a?— *ûO—  {P)- 

Qn'onr^liFe  Féqu.  ^sso,  on  reconnaîtra  ensuite  ^  k  Paide  de  ^ 
la  division ,  quels  sont  les  facteurs  4;  —  a,  jp— -  &. . .  de  F>    . 
el  quel  en  est  l'exposant;  accroissant  ensuite  ces  puissance» 
i!^  un,  on  mettra  X  sous  la  forme  {B),  ti 

H 

52S,  On  peut  donner  à  cette  théorie  une  marctie  plus  ré« 
gulière.  Désignons  par  [|i]}  le  prodtiit  de  tous  les  facteurs  inép 
gaux  de  X,  par  [2]'  celui  des  facteurs  carrés,,  par  [3]^  celui  des 
cubes,  etc.;  que  F  soit  le  plus  grand  diviseur  entre  X  et  X}  ^ 
qu'enfin  q  soit  le  quotient  de  X  divisé  par  F,  les  relations 
B ,  C\  Df  deviendront  ' 

F=        W.[3J".[4P.[5]4...    î  =  C«]-W.ra.[4]-[5]..,        1 

Traitons  F  comme*  nous  avons  traité  Xy  et  soit  G  le  plus  ^ 
grand  diviseur  commun  entre  F  et  F' ,  puis  r  le  Quotient  deF  ii 
divisé  par  G,  ou  t| 

G  =  t3J.C4?.[51''...  r:=  M,[3]:. E4]  .[S]....  ! 

De  même  oa  trouve  \ 
H=K       C4].[5]»...  «=         [3].r4].[5].-. 

/=  [5]..    <==  [4], [5]-..  , 

et  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  h  un  poljnome  2V,  pour  lequel  , 
le  diviseur  commun  avec  N'  soit  =  t.  11  est  visible  qu'en  dm*- 
sant  q  par  r,  le  quotient  est  [1];  r  par  s,  il  est  M;  s  par^, 
il  est  [3]...  Ainsi,  sans  connaître  les  facteurs  de  A,  Je  por 
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ïytàme  se  trouTera  partagé  en  autant  de  fadeurs  qu'il  y  aura 
cPesposans  différens^  mais  dégagés  de  ces  puîssanoes.  Le  pre- 
mier [i]  contiendra  tous  les  facteurs  inégaux  ^  le  2*  [2]  tous 
les  facteurs  qui  étaient  carrés  ^  devenus  in^aux;  le  3'  [3]  tous 
les  Êicteurs  cubes ,  rendus  simples,  etc.*.  Si  X  manque  de  quel- 
qu'un de  ces  exposansi  le  quotient  correspondant  sera=  i  ; 
enfin ,  les  facteurs  dont  l'exposant  est  le  plus  éleré  sont  donnés 
par  le  dernier  N  des  polynômes  G ,  H... ,  qui  s'est  trouvé  con- 
duire au  diyiseur  commun  i. 
Voici  donc  le  tableau  des  calculs  à  effectuer  : 

polynômes»      X,      F,       G,      U,      /.;..      JV; 
i"*quotien8,  Çy        r,        «,        t.,.      iV; 

a*' quotiens,  [1],    [[2],  [3],     [4]...      2V. 

Chaque  terme  de  la  V^  ligne  est  le  commun  diviseur  du  précé" 
dent  et  de  sa  dérivée;  les  polynômes  qui  composent  îa  2*  et  la 
3*  Ugne  sont  les  quotiene  respectifs  de  chaque  terme  de  la  Ugne 
qui  précède,  divisé  par  le  terme  qui  le  suit. 

Yoici  quelques  applications  de  ces  calculs  : 

I.  Soit 

A*  =    a:*  -—  X*  +   4^  —  4^  +  4^  ""  4  5 
on  en  tire 

jT  =  5x*— l4a?  +  i2r»  —  8x  >f- 4, 

et  le  commun  diviseur  F^z  x^  -f-  2  ;  celui  -  ci  a ,  avec  sa  dérivée 
2Xy  le  diviseur  i  :  la  i"  ligne  est  ainsi  terminée.  Passant  à  la  2% 
X  divisé  par  F,  donpe  : 

gssx'  — a?*  +  2a:  — 2,    puis  r  =  a:*  +  2.j 
divisant  q  par  r,  on  a  [i]  s=:x—  i ,  [^2]  ==ic^4^  2  ;  enfin 

JC=B(a:-«.i)(a?^4-.2)V 


U.  Soit 

X«s:  ap«-f-   4^—   3x* — i6jc3+iia;*-f- i2x-*-9; 
Jofc 

Xi=:  6r*-|-  2or*  —  I2r^...,  et  le  commun  diviseur 

F=x3  +  x«--5x  +  3^    delà    F=3i*  +  2x  — 5/ 
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puis  le  comniup  .^iyîseur  G  =  x  -—  i ,  dotit  la  déi'iifée  c 
Pour  former ,1a  a^.lignq,  on  divisera  X  par  F,  pui^  E  pa 
et.^'^aaura    .=  _ 

V. 

^  =  a^  +  3a:*-^«— 3,     r=:dc*  +  aa?  — 3,    «r=a?  — 
enfin  divisant  q  par  r ,  r  par  « , 

.     [>]—:*+«,    t2]  =  a:  +  3,    C3J=x— 1,. 
pai»  •  A3=:(x+i)  (a;4-3)*('P — »)*• 

'  ;  '       .    f         -  • 

.  III.  Prenons  encore  le  polynôme  X'= 
a;«—  Ï2x7-j-  53x^ — 9^x^—9x4+212x3—  i53x'—  io8j:+ 
d'où 
jTr^Sx'— 84x^>,^  F=,x4l--7x3  +  i3x*  +  3x--i 

G  =  x  — 3,     G'Wi. 
I^s  divisions  de  Xparf ,  etc.,  donnent    . 

cnfin  . 

[i]  =  x— I,    fii]=x»  — x-i-i;    f3]  +  a:  — 3^' 

puis  X=  {x  —  i)  (x  —  2)»  (x  +  0*  (x  — .  3)3. 

IV.  Pour  x^  —  &x^  —  4^3  -|-'gx*  +  I2X  +  4>  o^  ^ 

F=:x44-x3  — 3x»lr-5x  — 2,    G  =  X^^_2^'^lJ^^—X 
ûf5=r=X"  — X 2,       fiSS^SX-t-I, 

enfin,  X=(x — 2)*(x  +  i)**'^    ^  '  '  ■'• 


526.  Méthode  de  'JSe^bn.  Une- i^o;:^  étant  dégagée  dt 
racines  égales  et  commensurables,  n'en  a  plus  que  cPîrra 
nelle&etd'imagtnaif  f  9-  Propoflkons-npiis  de  ^i^ye^  les  prwii 
Supposons  qu'on  soit  parrenu  à  connaître  une  valeur  apprc 
de  l'une  des  raç^AÇ^^  qui  soit  seule  comprise, entre  «f  et  ^ 
faisant  x=  y .  iuW)re.  intermédiaire  à  «et  ^,  01^  iuge  p 


M- 
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signe  du  résultat  (n*  5ia) ,  si  la  racine  est  comprise  entre  «  et 
y,  on  entre  y  et  I.  Posons  que  le  i^*"  de  ces  cas  ait  lieu.  Faisant  de 
cou  veaux =^9  entre  «  ety^  on  saura  si  la  racine-est  entre  «et/3 , 
ou  /3  et  y  ^  etc.  y  ainsi ,  on  resserre  de  plus  en  plus  les  limites  de 
X,  et  l'on  approche  indéfiniment  de  sa  Taleur. 

Mais  ce  procédé  laborieux  ne  peut  se  pratiquer  pouf  de 
graniles  approximations  ;  on  ne  l'emploie  que  pour  obtenir  un 
nombre  tt  approché  à  moins  du  lo^  de  la\valeur  de  x.  En  dési- 
gnant l'erreur  par  jr,  on  a  or  =  «  -f~^«  Introduisons  ce  binôme 
dans  la  proposée 

kx^  +  poî"""*  *+••• .  +  Ér  +  w  =;  X  ==  o  ; 

Mais  y  est  par  supposition  une  petite  quantité ,  et  tt  n'entre  au 
dénominateur  d'aucun  des  coefficiens^  qui  soi^t  les  yaleurs  de 
la  proposée  ^  et  de  ses  dériirées ,  quand  on  y  fait  x  =  et.  La 
r^le  de  Newton  consiste  a  regarder  les  y^^  y^.„  /  comme  assea^ 
petits  pour  pouyoir.  étrç  négligés ,  ce  qui  réduit  la  transformée 
àX+\rjf  =  o;  d'où 

•^     ,       X  jnhMr'^  +p(m— 1)«"'-^..+  ^ 


Appelons  jS  cette  fraction  y  ou  seulement  sa  taleur  :approch4e';, 
y=^A  doime  x  =  «  +  ^  pour  secondé  ^prcoûoatioiu  Fsû^f  nt 
•  -^  fizsi^^ei  désignant  par.  y*  la  jvmvdie  correction  y.  f^ 
sera  donnée  par  la  même  fraction,  où  «  sera  remplacé  par  êt'\ 

doaxs=«  +  /8-f-y  =:«^4*y/etaiQside«ûfe.^:      .  . 

Soit^parex.  ,x^— *2x-— S7s<3l^enfaisant'<s^==^2t  et-S^le^ 
résidtats  — <- r  et  ^  i6  aocuseatr^'il  existe  .unQ  f^ine  eatce  2 
et  3,  et  qu'elle  est  plus  pnédie  de  a;  f!paiiqe;X  =s;.a^i  donnei 
0 ,  o6i  y  on  reconnaît  que  2 ,  i  est  plus  grand  que  x  y  et  plus  yoisin 
de  la  racine  que  2.  Faisant  «  =  2 ,  i  ^  la  correction  est 

■  r  •  ™ 

r 

Bornons- nous  aux  dix-millièmp&>  pourune  i'*  approximatiojB» 


1 


^ 


/ 
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x=  2,0946  :  et  faisons  de  nouveau  «=2^0946,  nousanroitti 

o.ooo5ii55o536  ,«^  %•] 

Notre  4*  décimale  était  donc  défectaeuse^  et  nous  avons.  •  • .  «i 
a;  =  2  9  0945^1 49 '>  ^^  pourrait  de  méiae  pousser  le  calcul  pi 
loin  y  corriger  les  dernières  décimales,  ou  s'assurer  de  leur 

titude. 

—  Jf 

Obsenrez  qu'en  conservant  les^*,  on  Ky  =  y»  j   ,  v>^^;  >94|1 

avoir  trouvé  la  correction  y ,  si  on  la  substitue  dans  le  dénomS»^ 
nateur ,  on  aura  une  valeur  plus  approckée  dejf*  Ainsi ,  daM.^ 
notre  ex.  y = — o ,  oo54 ,  mis  dans  \  X'y,  donne  —  o ,  o34î  aj 
tant  à  1 1  ^  23  y  le  dénominateur  est  1 1 ,  ig6 ,  d'oùj'=  o ,  oo54^BÈi! 
valeur  dont  la  dernière  décimale  est  seule  fautive.  *t( 

Soit  encore  Féqu.  tx?  —  or*  +  2X  =  3  :  elle  a  une  racine  enfA^i 
les  nombres  i  ,2  et  1 ,3>  qui  conduisent  aux  résultats  —  o^ifl 
et -f*  o ,  1 07.  Faisons  «=  1 , 3-;  nous  avons 

t? — «■+2« — ^3  0,107  ^ 

y= 5"; ; =  — -7-7-^  =  — 0,02;      'j^ 

•^  3«*  — 2«4"2  4>47 

ainsi  xvsz  1,28.  Cornue  i  X*y=(3« —  i)  y=2,9.j^,  le  dénonôr, 
nateur ,  augmenté  de  o,o58,  devient  4>4  '  ^  >  d'où  j^  =  —  0,0242; 
ainsi ,  o?  ==  i ,  2758. 

En  posant  «sx  i  j^'fi-y  on  j  trouve  j^  =  —  o,ooo3i552',  et.^ 
même  par  suite^  ss  «-  o ,  ooo3 1 5585;  d'où  x  =  1  >!^756844i5^  - 
et  ainsi  dé  suite.  -  •'*ii 

Nous  n'avons  pas*  clairement  démontré  qu'on  ait  le  droit  èk' 
rejeter  les  \y%  ^•**)  et,  en  effet,  si  a  y  6,  ^'x  ^^nt  les  racifluss'de 
jç*  CE  o ,  comme-j^  =  «  -+•  ^,  celles  de  y  sont  a  ,-r-  «t,  ^,-*-  «,.»,. 
dont  lé  produit  e^d^X;  ainsi  (n^  502),.  :  ..  ^ 

zç,  X^=  {b  —  «)  (c  *—  «)...  +  (tf  —  «)  (c  —  «)...  +  (û  —  «)  etc., 

s. 

—  -t^  = 1-2,    en  faisant     2  =  7 h +»«i ^ 

X  \  a— M  ^ 

enfin ,  ;  *^  y?     ou    ^8= 


I  +  (a  —  «)  2  » 
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Pour  que  la  méthode  de  Newton  soit  bonne  »  il  fiiut  'qne  la 
correction  $  donne  «  +  i^  P^Qs  approché  que  «  de  la  racine  a, 
8otl  par  excès ,  soit  par  défaut  ;  ainsi ,  Terreur  a  -—  «  doit  être, 
numériquement  et  abstraction  faite  du  signe ,^  a  —  «  -—  jS. 
Pour  détruire  l'influence  des  signes ,  élcYons  cette  inégalité  au 
carré;  &ï  supprimant  (a  —  «)*  des  deux  parts,  et  le  facteur  iS, 
nous  aTons  2  (a  — -  «)  ^  iS  ;  et  à  cause  de  notre  râleur  de  fi, 

[  I +2(a— ii)S>o,    ou    positif. 

Sidpant  que  cette  inégalité  sera  vraie  ou  fausse ,  la  méthode  de 
\     Neu^ton  sera  bonne  ou  mauvaise. 

'  Or,  si  a — «  et  X  ont  même  sjgne,  la  condition  est  remplie \  elle 
ne  l'est  pas  quand  les  signes  sont  différenset  que  le  produit  est  ^  ^  * 
Quand  «y  qui  est  Toisin  de  a,  se  trouye  l'otre  aussi  de  6,  la 
.proposée  ayant  deux  racines  très  rapprochées ,  des  qu'on  tombe 
sur  «  entre  aetÂ^a  —  «etS  ont  des  signes  contraires ,  parce 

que  T est  le  i**  et  le  plus  grand  terme  de  S,  qui  en  reçoit 

le  signe  ;  alors  la  méthode  peut  être  en  défaut  Mais  si  a  est  la 
I  plus  grande  ou  la  moindre  racine  »  et  qu'on  descende  graduelle^ 
ment  vers  elle  dans  le  x**^  cas,  ou  qu'on  s'y  élève  dans  le  2*,  le 
procédé  ne  sera  pas  fautif,  parce  que  a  — -  «  et  S  auront  même 
signe ,  attendu  que  «  est  <^  dans  le  1*'  cas  >  et  ^  dans  le  2%  que 
toutes  les  racines. 

L'équ.  a:*— 4^'  —  5x*  +  i8x  +  20  =  o,  a  une  racine  entre 
3,3  et  3,5;  si  l'on  pose  «  =  3,3,  on  trouve  j^  =  —  0,107, 
x^=zZ  jjL^Z y  valeur  moins  approchée  que  3 , 3  ;  et  en  effet ,  3 , 3  se 
trouve  compris  entre  deux  racines  voisines  3,236...  et  3,449*** 

Si  la  proposée  a  deux  racines  imaginaires ,  telles  que 

izt:/|/-—  i,etil  sera  prouvé  que  toutes  ces  racines  sont  de 
cette  forme  (n^  533) ,  2  a  deux  termes  tels  que 

I ,      I^ 2(A  —  •) 

Si  /  est  très  petit ,  celte  fraction  diffère  peu  de  7 ;  ainsi , 

quand  «  est  voisin  de  k ,  elle  est  très  grande ,.  et  S  reçoit  son 


jS  ALGEBRE. 

signe.  Qaaftd  à  est  enUe  ft  et  a ,  les  signes  de  2  et  a  -^  «  sont  en-  ^ 
çoredifiërens.  Voici  donc  une  noui^Ile  exception  possible  î  elle  a  ' 
lieu  quand  la  proposée  a  qudque  racine  imaginaire  A  ±:  / 1/ — i  v 
pour  laquelle  /  est  très  petit,  et  k  très  Toisin  de  a.  a 

On  ne  peut  donc  appliquer  a?ec  sûreté  la  méthode  de  New*  ■ 
ton  j  puisqu'on  ne  doit  s'en  serrir  qu'en  supposant  une  conditioB  » 
impossible  à  Térifier ,  attendu  qu'elle  dépend  de  racines  qui  loiit  's 
inconnues.  Cependant ,  comme  les  cas  d'exception  sont  rares  et  ^ 
se  manifestent  d'eux-mêmes  par  le  calcul  >  on  l'emploie  ordinal-  >l 
rément  à  cause  de  sa  grande  facilité*  '  \ip 

527.  Méthode  de  Lagrange.  La  chose  la  plus  importantes  ^ 
connaître,  quand  on  Tcnt  résoudre  une équ.,  est  le  lieu  deê  m^  ^ 
cineB  réelles  j  c.-à-d.  une  suite  de  limites  entre  lesquelles  chaque  {£ 
racine  soit  seule  comprise;  c^est  mâne  là  le  point  réel  de  la  dîl^  '  ^ 
£culté,  le  but  es^ntiel  de  toute  théorie  des  racines  incommenii  '^ 
surables ,  et  la  méthode  précédente  n'en  est  pas  exempte  \  car  |^ 
celle  de  Newton  suppose  d'abord  la  connaissance  d'un  nombre  ^ 
Toisin  de  la  racine  qu'on  demande.  Lorsqu'ayee  Bemoulli,|dotit  |- 
la  méthode  sera  exposée  n^  556^  on  a  approché  de  la  plus  grande  ^ 
racine  a,la  division  ne  donne  qu'un  quotient  plus  ou  moins  altér^  .. 
qui  a  pu  faire  perdre  quelques  racines  réelles  y  ou  même  en  ac-  ,^ 
quérir  aux  dépens  des  imaginaires;  etoiomme  cela  se  rapporte 
au  cas  où  la  proposée  a  deux  racines  très  voisines  ^  on  conçoit 
la  nécessité  de  les  séparer ,  et  en  général  d'en  connaître  le  lieu. 

Lorsqu'on  substitue  pour  x  les  nombres^-s , — i ,  o,  i ,  2 , 3... , 
et  qu'on  obtient  auttot  de  résultats  de  signes  différens  que  le    . 
degré  de  l'équation  a  d'unités,  toutes  les  racines  sont  réelles,  et    ' 
le  ^eu  de  chacune  est  mis  en  éyidence.  Mais,  excepté  ce  cas, 
on  demeure  toujours  incertain  sur  le  nombre  des  racines  réelles 
et  leurs  limites ,  car  deux  résultats  de  signes  différens  pourraient    , 
annoncer  la  présence  de  3,5...  racines  entre  les  nombres  subs- 
titués ,  comme  deux  résultats  de  mêmes  signes  pourraient  desi- 
gner l'existence  de  2,  4"»  racines  intermédiaires  (n®  5x3).  Mais 
si  l'on  choisit  une  série  de  substitutions  successiTes  assez  rap- 
prochées pour  qu'il  pe  puisse  à  Li  fois  tomber  au  plus  qu'une ra-    1 
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due  entre  elles ,  on  sera  certain  qne  chaqwethatigetriènt  de  signé 
tntrt  Uê  ràgultatê  annoncera  une  seule  tatine  entré  ks  détlx 
nombres  substitués  ;  tandis  qu'il  n'exivtera  pas  de  racine  in^ 
termidiaire  si  les  résultats  ont  même  signe. 

Si  deux  racines  aetb  sont  comprises  entre  a  et  A,  les  quatre 
Bim^ires  «,  a,  6  et  a  sont  écrits  jmr  ordre  de  grandeurs  crois- 
antes ;  d*oà  résulte  A  —  «t  >  &  —  a.  Donc,  si  au  contraire 
X  — •  et  ^  6  •—  a^  les  deux  racines  a  et  ^  ne  sont  pas  à  la  fois 
entre  et  et  a;  ainsi  y  il  suffît  de  choisir  les  nombres  a  et  A  moins 
écartésr  que  ces  racines,  pour  être  certain  quHl  y  a  ou  une  seule 
racine  entre  eux  ^  ou  aucune.  Donb ,  si  ^  est  moindre  que  la 
plus  fUttUe  différence  entre  les  racines  ^  et  que  j  partant  de  la  li- 
miie  infèriefire  \y  on  substitue  les  nombres  1^  1  -f*  ^^  1  +  2^>-* 
imq9è*à  la  limite  supérieure  hjOn  obtiendra  autant  de  risuU 
tais  de  signes  différens  qu'il  y  a  de  racines  />^^/ec.CI]aqiieehàn- 
goment  de  signe  accusera  l'existence  d'une  seule  racine  entre  les 
deux  nombres  substitués;  et  il  n'y  en  aura  pas  d'intermédiaires, 
si  les  signes  des  résultats  sont  les  mêmes. 

Pour  dbtenir  ce  nombre  f ,  formons  l'équ.  dont  lès  racines 
sont  les  dîfiSêrençes  de  toutes  celles  de  la  proposée,  prises  2  à  2  ; 
ûôsons xzss:a  +  y;  Xzsso devient X  +  ^'y  +  iXy\,.  =  o. 
Si  a  est  racine,  le  i'*^  terme  X  s'en  va,  et  divisant  par  jr,  on 
trouve 

Ces  équ.  sont  entre  les  inconnues  a  et  y  ;  et  comme  j^==  x  —  a , 
j  est  la  différence  entre  la  racine  a  et  toutes  les  autres  racines. 
Elkninoiis  a.  (n®  621) ,  et  il  viendra  une  équ.  F=  o ,  dont  l'in^ 
oonnae  y  sera  la  différence  entre  deux  racines  quelconque»; 
€ar  C8  résultat  étant  indépendant  de  a ,  est  le  même  que  celui 
qa'on  aurait  obtenu  en  faisant  x  s=  ô  +J'>  ^5=c-Hj'  ,etc.  Ainsi , 
Yz=zo  est  Véqu.  aux  différences*. 

Puisque  y  est  la  différcince  entre  "une  racine  quelconque  et 
toutes  les  autres  racines,  le  degré  dej^  est  le  nombre  fn  (m  -r*  i) 
^  arrangera ens  202  des  Tft  racines  a:« 

Les  diiTcrences  a  —  b^b.  --^  a,  a  *—  c,  c  —  a . . .  v  ;  sont 
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^ales  a  à  2  en  signes  contraires;  en  sorte  que  si  ^  ss  «,  osa  ib 
aussi  y  c=  -—  tt,  et  Y  doit  devenir  nul  dans  les  deox  oas;  ainsir  n 
ne  doit  renfermer  que  dee  puiêsances  pairet  de  j.  Cda  résalts  ^ 
aussi  de  ce  que  Y  peut  être  décomposé  en  facteurs  tous  de  k  |] 
forme  (y*  — «*)  (j'*— i3')...  ^ 

On  peut  donc  poser  jr*  =  m,  sans  introduire  de  radicaux  :m  |, 
a  ainsi  une  équ.  Z  =:  o  ^  dont  l'inconnue  s  est  le  carré  de  Uwlsi  j, 

les  différences  des  racines;  c'est  Inéquation  au  carré  dee  diffl» 

il 
rences,  '^ 

628.  Nous  saTons  trouver  un  nombre  i  moindre  que  lonle|,lai 
racines  positives  de  Z  =  o  (n^  5io)  ji^x  ouj^*;  ^i^y  :  doM 
|/  ly  ou  une  quantité  moindre ,  pourra  être  pris  pour  la  diflérenoi 
t  entre  les  nombres  à  substituer.  Comme  K  et  Z  <mt  les  méaM 
coefiBlcienSi  i  est  aussi  la  limite  inférieure  de  j^^  ou  »  ^  y;  eu.  ii 
sorte  qu'on  peut  prendre  à  volonté  ^  =  î  ou  |/  s.  Gomme  phi 
t  est  petit,  et  plus  il  7  a  de  substitutions  à  effectuer  entre  ks 
limites  /et  L ,  on  doit  prendre  f  le  plus  grand  possiUe  pour 
ne  pas  multiplier  les  opérations.  Ainsi ,  quand  »  ^  i  >  on  pren* 
dra  ^  =  £9  ou  même  on  fera  ^  ==  i ,  c.-&-d.  qu'on  substituera.  ' 
les  nombres  naturels  o,  i  ^  2,  3...  ;  et  si  i  '^  i ,  on  prendra 
J"  =  ^  î.  Mais  comme  alors  il  serait  long  de  substituer  pour  » 
une  suite  de  nombres  irrationnels  et  fractionnaires,  voici  ce  qu'on 
doit  faire  : 

1®.  On  sait  approcber  de  ^iy  à  moins  d'une  fraction  dési- 
gnée, telle  que  3  ou  ^. . .  (n®  63  );  on  prendra  donc  v^  i,  par 

I  k 

défaut,  à  moins  de  t;  d'où  ^  =  -.  Seulement,  comme  il  ne 

n  n 

faut  pas  compliquer  les  calcuk,  en  prenant  pour  h  un  grand 

nombre,  ni  s'éloigner  beaucoup  au-dessous  de  V^î,  pour  ne  pas  • 

multiplier  les  substitutions,  on  choisira  h  y  selon  les  cas,  de  ma« 

nière  à  remplir  ces  deux  conditions. 

h    2k    3k 

2?.  Au  lieu  de  substituer  0,7,  -=- ,  -7- ,  on  rendra  les 

h     n      n 

racines,  et  par  conséquent  leurs  différences,  h  fois  plus  grandes 

(n*  5o5)  ,  en  posant  hx  =  t,  et  il  restera  k  mettre  pour  /, 

o^kf  2.h. ...  ;  ou,  si  l'on  veut,  o,  i,  2,  3.  • .  Ainsi,'  tonpeut 
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tronsformer  toute  équ.  en  une  autre  qui  n'aie  pas  plus  d'une 
racine  comprise  entre  deux  entiers  successifi  quelconques, 

ObserTes  que  i  se  tire  de  l'équ.  y  =  o,  et  que  Z  est  inutile  à 
former.  De  plus,  en  chassant  le  2*  terme  de  X  (n®  So^),  toutes 
les  racines  sont  augmentées  de  la  même  quantité  >  ce  qui  n'en 
diange  nullement  la  différence  :  en  sorte  que  Y  reste  le  même 
pour  X  et  sa  transformée^  ce  qui  rend  le  calcul  plus  simple. 

529.  Soit ,  par  ex. ,  Péqu.  «^ — 2*  =  5 ,  dont  une  seule  racine 
nous  est  connue  (n®  $26}  :  pour  nous  assurer  que  les  deux 
autres  sont  imaginaires^  changeons  x  en  4r  +  J^>  d'où. ...... 

3s^^^^  +  3xy+y*=sio\  éliminant  x  (n**  $21  )',  il  vient  l'équ. 
^  —  I2y^  +  36y*  -f-  643  =  o.  Pour  avoir  là  limite  inférieure 

dey ,  faisons  y* =i;  d'où  6^3p^+  36i^*...  =0,  et  i^  <  1  +  ^j 

on  trouve  même  i'  <  i  ;  d'où^  >  i.  Ainisi  ^=  i  donne  autant 
de  changemens  de  signes  qu'il  7  a  de  racines  relies;  donc, 
etc.. . 
L'équ.  jc^  —  1 2x*  -f  4 10?  —  29  =  0  donne 

3x*— ife4^  +  4'  +  (3x —  i2)y+j^'  =  o; 

donc ,  en  chassant  x,y^ — 4^^ + 44  'J^  =  4^  ^^  fait  j'  =  i^""' , 
et  il  vient  49  ^—  44'^*--  •  >  ?«*»«  ^  <  «o,  j^>  I/tstjOu  Vr^î 
donc  i^=^  j»  Faisant  x  =  ^  ^,  on  a 

f  _  48/»  +  656/=  i856. 

TeDe  est  l'équ.  qu'il  s'agit  de  résoudre.  Posons  t^=  o,  1,2..'...; 
nous  verrons  que  test  entre  3  et  4>  21  et  22^  22  et  23;  ainsi , 
X  est  entre  |  et  1 ,  ~  et  ■^,  ^  ®*'  ^  >  ^^  sorte  que  x  a  deux 
racines  entre  5  et  6^  qui  n'auraient  pas,  été  aperçues  sans  ce 

calcuLLes  racines  sont  x  =  0,95108 5^35689 $,69203. 

{Foy.^g.iio). 

De  même,  x'  —  70:  -f-  7  =0  donne j^^  — /^ay^  +  44 '^'  =  49^» 
d'où  f'  O  ^^y  >  i  ^t  ^^  f  ;  ^= !•  Posant  jp  =  j  <,  etc^>  on  re- 
connaît bientôt  qu'il  j  a  une  racine  entre  —  3  et  —  ^ ,  une 
entre  5  et  | ,  enfin  une  autre  entre  f  et  2 ,  savoir  ; 

s  =s  — *  3,04892  •  •  • .  s=  1 ,35689.  •  •  •  =  1 ,69208 .... 

a.  6 
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Enfinpourréqu.*'— jf*  —  ax  +  i  =  ô,  comme  «tsso,  i ,  a 
donnent  -f*  i  >  — *  i  et  -|-  i ,  on  «lit  qu'il  y  a  une  racine  entre  o 
et  I  f  une  entre  i  et  2  ;  mettant  •»  x  pour  x ,  on  trouve  ensuite  , 
que  la  troisième  racine  est  entre  —  i  et  —  2.  Ainsi  Péqu.  aux 
différences  n'est  d'aucune  utilité.  Cependant  y  si  on  la  cherche, 
ontrouTC  j'*  —  i4j^  +  49^  =  49»  «avoir,  j^  >  1  ,ts=:i,cê 
qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  vient.de  dire. 

Ces  calculs  sont  toujours  possibles  à  effectuer ,  et  ils  ne  lais^ 
seraient  rien  à  désirer,  s'ils  ne  s'élevaient  pas  avec  le  degré  dç  . 
l'équ.  jusqu'à  devenir  d'une  complication  qui  les  rend  impr^ 
ticables  (voy.  n**  55^)  ;  mais ,  pour  ce  qui  regarde  la  tbcoriet 
elle  est  claire ,  complète  et  sans  embarras.  Il  resterait  à  resserrer  , 
les  limites  des  racines  pour  pousser  plus  loin  l'approximation; 
et  Lagrange  a  encore  donné  un  procédé  facile  pour  j  arriver; 
nous  l'exposerons  n°  57^. 

63o.  Règle  de  Descaries,  Lorsqn'une  équ.  ^  =s  o  est  or^  t 
donnée ,  on  peut  souvent  présumer  le  nombre  des  racines,  ^ 
soit  positives,  soit  négatives,  à  la  seule  inspection  des  signes. 
Nous  dirons  qu'il  y  a.  permanence  ^  lorsque  deux  signes  succès-  t» 
sifs  seront  les  mêmes,  et  variation^  quand  ils  seront  différent,  ii 
Le  théorème  ae  f)escartes  consiste  en  ceci  :  Toute  équation  a  ^ 
AU  PLUS  autant  de  racines  positives  que  de  variations  j  et  (Îê  ^ 
racines  négatives  que  de  permanences.  C'est  ce  qu'il  faut  dé-  ^ 
montrer.  ^ 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées,  qu'une  équ.  proposée  pr^  ^ 
sente  cette  succession  de  signes  :  ^- 

Multiplions  parx-f- a,  pour  introduire  une  nouvelle  racine  né-  *- 
gative.  Il  faut  d'abord  multiplier  par  x,  puis  par  a,  et  ajouter  ^^ 
les  deux  produits  qui  offrent  la  même  succession  de  signes  ;  le 
Q^f  pour  être  ordonné  avec  le  i*'',  devra  être  écrit  au-dessçus.  en  ^ 
reculant  d'un  rang  à  droite ,  comme  il  suit  :  '* 

■     "m 
+ 1 1 h-h-h-f-  — -f-  — + 

-4 i ^-f--f--f-  — f >-  ' 
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Quand  les  deux  signes  correspondans  sont  les  mêmes,  ils  se 
oonsenrent  au  produit;  dans  le  cas  contraire,  nous  avons  mis 
la  lettre  i  pour  marquer  qu'il  y  a  incertitude  sur  lé  signe  du 
résultat,  quand  on  n'a  pas  égard  à  la  grandeur  des  coefiUcietis. 
Gomme  les  deux  lignes  sont  composées  des  mêmes  signes ,  les 
î  ne  se  rencontrent  que  lorsqu'il  y  a  variation  :  un  nombre  pair 
de  variations  successives  en  donne  un  pair  de  i ,  qui  sont  situés 
entre  des  signes  semblables;  au  contraire,  quand  lés  variations 
sont  en  quotité  impaire ,  les  i  le  sont  aussi,  et  entre  des  signes 
diffërens.  Donc ,  si  l'on  veut  disposer  de  tous  les  coefficiens  de 
manière  à  introduire  le  plus  grand  nombre po^ible  de  ttariationa 
au  produit  j  il  faudra  cbanger  les  i  en  +  et  —  alternatifs  ;  et 
puisque  chaque  série  de  i  est  entre  deux  signes  semblables  ou 
diffërens,  selon  que  leur  nombre  est  pair  ou  impair,  il  est  vi- 
sible qu'on  ne  pourra  introduire  plus  de  variations  qu'il  y  a  de 
ces  i ,  ou  de  variations  dans  la  proposée.  D'ailleurs ,  le  produit 
a  un  terme  de  plus;  donc,  il  a  au  moins  une  permanence  de 
plus. 

Il  se  peut  que  les  i  ne  donnent  pas  tous  des  variations;  alors 
le  produit  aurait  autant  de  permanences  de  plus ,  outre  celle 
dont  l'existence  vient  d'être  constatée.  Donc^  fintroduotion 
éfune  racine  négatipe  emporte  celle  cP au  moins  une  permanence. 
Multiplions  maintenant  la  proposée  par  x  —  a ,  pour  intro- 
duire une  racine  positive  :  le  2*  produit  partiel ,  reculé  d'un 
rang  à  droite ,  est  formé  de  signes  contraires  à  ceux  du  i**^,  en 
sorte  que  les  i  sont  inscrits  à  chaque  permanence  de  la  pro- 
posée : 

-f. h h  — -»--»--f-H h  —  4- 

f-  H f-  -HH 1 \ \ 

-f-—    i-f-  —    ii-f-  —  "h    i     i     i h h  — 

Une  succession  de  signes  semblables  dans  la  proposée  devant  se 
terminer  par  une  variation ,  toute  suite  de  signes  i  doit  être 
oomprise  entre  +  et  — .  Qu'on  dispose  de  ces  i  en  les  changeant 
tous  en  -f- ,  ou  tous  en  — * ,  petur  fm*nier  le  plus  grand  nombre 
de  permanences  ^  il  n'y  en  aura  qu'autant  que  dans  la  pro-^, 
posée  ;  le  produit  ayant  un  terme  de  plus  qu'elle ,  a  donc  au 

6.. 
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moins  une  variation  de  plus.  SI  tous  les  ^  fie  se  èhaifigeaient 
pas  en  permanences ,  il  y  aurait  en  outre  autant  de  Tarlations 
de  plus.  Donc  9  Vintroduction  d^une  racine  positipe  empottè 
celle  d'au  n^iris  une  variation. 

L'cqu.  proposée  étant  le  produit  des  facteurjs  binômes  cor^ 
respondans  aux  racines  réelles ,  par  un  polynôme  contenanl 
toutes  les  >racines  imaginaires ,  chacun  des  premiers  faicteurs 
introduira  au  moins  une  permanence  ou  une  variation ,  selon 
que  le  2*  terme  de  ce  facteur  est  positif  ou  négatif:  le  théorème 
énoncé  s'ensuit  donc  nécessairement.  .      1: . 

53 1.  Désignons  par  P  le  nombre  des  racines  positites  d'vtàft 
^u.  de  degré  m,  par  N celui  des  négatÎTCS  ,  par  jo  le  nombre 
des  permanences^  par  i^  celui  des  yariations  ;  il  est  démontré  que 

^^  Pssou^f',     2*.  JV=ou-<jo. 

Or,  si  toutes  les  racines  sont  réelles,  on  a  P  +  JV=  ?»,  let 
aussi  p  +/>  =  m ,  puisqu'il  y  a  en  tout  /»  +  i  termes ,  donc 

P  +  N=p+p. 

Comparant  P  à  f ,  il  peut  arriver  ces  trois  cas  >  P  ^  ,  ou  <  ,  oa 
=  ff  :  le  i®"^  est  démontré  impossible  i**.  ;  si  le  2*  a  lieu ,  il  faut^ 
pour  que  la  dernière  équ.  subsiste ,  qu'on  ait  par  compensation 
N'^p  y  ce  qu'on  a  prouvé  ne  pouvoir  arriver  2**.  Donc  P  z=ip^ 
et  Ntsip  :  lorsque  toutes  les  racines  d'une  équ.  sont  réelles  ^  elle 
\  a  précisément  autant  àe  racines  positii^es  que  de  variations^  eè 
autant  de  racines  négatives  que  de  permanences. 

532.  La  seule  inspection  des  signes  d'une  équ.  permet  sou- 
Tcnt  de  reconnaître  qu'elle  a  des  racines  imaginaires,  et  dis* 
pense  du  long  calcul  de  l'équ.  aux  différences  ;  c'est  ce  que  les 
exemples  suivans  feront  voir. 

1°.  S'il  manque  un  terme  j  et  que  les  deux  signes  voisiné 
sOiient  les  mJmes  j  l'équ.  a  des  racines  imaginaires.  Gar  ^  en 
donnant  le  coef&cient  zh  o  au  terme  qui  manque ,  on  a  trois 
tei^mes  successifs  Ax^^^  ±  o«*  -f-  Bx^"^  :  mais,  suivant  qu'on: 
prend  -f-  o ,  ou  —  o,  on  a  deux  permanences  ou  deux  vari»- 
tipns.i Si. toutes  les  racines  étaient  réelles^  il  y  aurait  donc  à 
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¥oldnté  deux  racines  négatiyes ,  ou  deux  positiyes  »  ce  qui  est 
absurde.  L'équ.  ^-4- si;  =  5  n'a  qù'^Uûe  racine  réelle ,  qui  est. 
eptre  I  et  2.  {F'oy,  n*  629.) 

2®.  Les  trois  variations  de  x^  —  3x^  +  12:»  — 4=  ^  font 
présumer  qu'il  existe  trois  racines  positives.  Multiplions  par 

*  +  «•> 
*♦  +  (a  — .3)s?  +  (12  —  3a)x*  4-  (12a  -r4)^  -^4^=0. 

Essayons  d'attribuer  à  a  une  valeur  qui  introduise  des  perma.«> 
nences  ;  a^  3  et  <  4  >  P^^  ^^*  ^  =  ^'i  »  rend  les  quatre  pre«> 
miers  termes  positifs;  outre  nos  trois  racines  positives  suppo- 
sées, cette  équ.  en  aurait  donc  encorestrois  négatives ,  ce  qui 
ne  se  peut.  Donc  la  proposée  n'a  qu!uiif»  racine  réelle  y  qui 
est  entre  o  et  1.  f:ri    ;;" 

3®.  Qu'on  change  a>  eor  y  -^h  et  y  ^Ji\  d'oà  résultent  les 
équ.  Kc=0  9  y^33-o.  Supposons  que  }^  ait  quelques  variations 
de  moins  que*  ¥:i  si  toutes  les  valeurs  de  x  sont  réelles  ^  Y  =  o 
aura  l'une-  de  ses  jcacines  positives  a ,  qui  sera  devenue  néga- 
tive — -  •'  dans-  y.  =  • ,  ou  a:  s=:  fit  -f-  A  =3  —  «'  +  A',  Ainsi ,  x  a 
nne  racine  ^  A  et  <^  h\  Comme  on  doit  en  dire  autant  pour 
chaque  variation  qui  a.  disparu  9'  il  y  aura  autant  de  valeurs  de 
«entre  A  et -A';  et  si  la  doctrine  des  limites  montre  que  ces  ra- 
cines de  X  n'existent  pas  toutes  y  on  sera  assuré  que  x  a  des  va- 
leurs imaginaires. 

Par  ex. ,  x'  —  4**  —  2jr  +  17=0  donne  (voy,  la  note  p.  43) 
y+2y  — 6y  +  5=o,    /3^5y.+y^a_^^ 

krsqu'on  change  *  en  y  +  2  et  y'  +  3.  Les  deu^  variations  qui 
font  présumer  deux  racines  positives  dey ,  n'existant  plus  pour 
y  y  on  suppose  deux  valeurs  de  x  entre  2  et  3.  Mais  y  d'une 
part,  la  limite  inférieure  de  y  (n**  5io)  esty>>-n-:  de  Tautre, 
changeant  y'*  en  —  y',  la  limite  inférieure  est  |;  et  à  cause  de 
y^-y  +  1»  '"^^^fj^ty-^^.  Ces  deux  limites  étant  in- 
obmpatibles  y  on  en  conclut  que  x  a  deux  racines  imaginaires. 
Sllâilîûfiites  n'étaient  pas  contradictoires,  on  demeurerait,  il 
est  vrai  y  incertain  s'il  j  a  deux  racines  de  x  entre  2  et  3  *,  mais 
QÀ  aurait  au  moins  resserré  l'espace  qui  doit  les  renfermer. 
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Macines  imaginaires. 

533.  Soit  X  =  o  une  équ.  dont  les  racines  sont  a,  i^  c, , . .  ; 
on  Toît  aisément  que  si  l'une  des  quantités  ce  4^  /S  \/  — •  i  satisfait  ^ 
à  cette  équ.,  l'autre  y  satisfait  aussi.  En  effet,  si  Pon  effectue  la  ^ 
substitution  de  l'une  dans  A.,  le  résultat  aura  la  forme  ^ 
P  +  QV^^  —  I.  Mais  il  suit  de  la  loi  du  développement  des  - 
puissances  que,  si  l'on  met  pour  x  l'autre  binôme ,  le  résultat  ■ 
sera  le  même,  au  signe  près  des  imaginaires  :  ainsi ,  la  dovUe  C 
substitution  donne  P  zh  Q^/  — *  i.  £&  admettant  que  l'un  de  s 
ces  résultats  soit  nul,  comme  la  partie  réelle  ne  peut  détrwe  : 
l'imaginaire,  il  faut ^e dhacune  soit  séro à  part,  P=;o,  Q  =  Q.  ■ 
Donc,  ce  résultat  est  nul  pour  les  deux  substîtations^  r 

S'il  existe  une  racine  de  la  forme  «-h/3^  —  i,  il  doit  donc  m 
en  exister  une  autre ^  telle  que  «— -iS  |/-—  i.  Il  faut  montrer  îi 
à  pré4ent  que  toutes  les  racines  imaginaires  ont  ces  form^ 

Supposons  d'abord  que  le  ti^ré  m  àe  X  aoit  le  double  s*' 
de  quelque  nombre  impair  i{m-:s=i&^^  io^-i4«*0  :  fonootods  ^ 
l'équ.  ^==  o ,  qui  aurait  pour  inconnue  v  =  a  +  i"  "^  '«i*  ^'" 
r  étant  un  nombre  arbitraire.  U  faudra  remplacent  dans  .X par  ^ 
a  et  ^ ,  ce  qui  donnera  deux  équ.  JTi  :±=:o ,  X»  =  o,  et  éliinlBer  ^ 
a  et  6  entre  ces  trois  équ.  ;t 

Xi  =  0,     Xt  =  o,     p:ss,a  +  h  +  rah.  ^ 

Ici,  comme  pour  l'équ.  au  carré  des  différenoes  (n®-528),  les 
racines  de  ^=o  sont  encore  v  =  a  +  ç .+  raç ,  è  -Ir  c  +  rbç  .. ,  |- 
et  le  degré  de  ^est  n -=1^01  {m —  i),  nombre  des  combinaisons  w 
deux  à  deux  des  m  racines  de  :ç.  Or ,  tï  =  »  (2»—  i)  est  impair, 
et  V  a  au  moins  une  racine  réelle,  telteque f^ss  a  -^  b  -^rai. 

Gomme  r  peut  recevoir  une  infinité  de  valeurs .  on  ai;r^  autant  " 
d'équ.  ^=0,  qui  ont  aussi  la  racine  réelle  a  -|-  c  +  rqc,  ou  • 
Z>  +  c  +  /bc ...  ;  il  est  clair  qu'au  plus  ,  après  n  valeurs  'de  r^  )= 
on  devra  tomber  sur  une  équ.  T^i  =  o ,  dont  la  racine  réelle  f^ 
formée  d'une  combinaison  des  2  mêmes  racines  qui  entrepjl.dans 
Tune  des  précédentes  ;  par  ea. ,  Vi  =  <i  -f-  6  -J"  r'ctb.   Ainsi  Von  , 


/ 
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8st  certain  que  v  et  i^i  sont  réelles  dans  nos  d&aoL  expressions  >^ 
qui ,  en  faisant a'^bs^A,  ab  =  B ^  deyiennent 

AelB  étant  dans  ces  équ.  des  inconnues  au  i*'  degré  ^  sont  dbiio* 
zéellea.  Le  diviseur  du  2*  degré  de  X,  qui  répond  aux  racine^ 
aétbj  est  **  — -  Ax  +  B  j  trinôme  réel.  Donc ,  dans  le  cas  dé- 
m^=.iiiyla  proposée  a  au  moins  un  fadeur  réel  du  2*  degré ^  et 
par  suite  les  racines  a  et  ft  ont  la  forme  «lîr  iS  ^— ^  k 

Cette  conséquence  sera  yraie  pour  toute  yaléur  Aie  m  y  si  If'oii' 
est  assuré  que  Téquation  ^=:  o  a  une  racine  réelle,  quel  que 
soit  r. 

Si  I7S-  =  4^y  »  étant  toujours  impair  {jn  =  4  >  '^9  ^o^ . .  •), 
alors  le  degté  n  de  F'est  ai  (4^  -—  i)  ,  qui  est.  dans  le  cas  oii  nous 
ayions  d'abord  supposé  m  :  ainsi,  F'aco  a  au  moins  une  racine  > 
de  \k  forme 

f  =  a-f-fi^4'^A^  =  «  +  /^  1/ — i^=^A  +  rB, 

En  changeant  la  yàleur  de  r,  le  raisonnement  ci-dessus  dé- 
montre l'existence  de  l'équ.  i^,  =  /  +  iS'  ^/  —  1  =  ^  +  rB, 
Éliminaiit  leslincennues  ^  et  B^  elles  ne  sont  plus  réelles  comme 
précédemment ,  mais  de  la  forme 

Ainsi  y  X  a  le  fiicteur  du  2*  d^é  x*  —  A»  +  B  ;  d'où 

En  remettant  pour  A  et  B  leurs  yaleurs,  il  est  yisible  que 
^•.^4^ala  forme iSL^±: /^-— I,  dont  il  ^agit  d'extraire  la 
sacîne  carrée.  Posons 

•  =  v/(it+/V-i)-i/(ft-/»/-0;      ^ 

d'où     4*::=aA-f-2v/(ft*+n»     -^=2*— 2  ^^  (&•  +  /*); 

ee  dernier  radical  est  ^  A,  et  donae  son  signe  à  '«p  et  «*  :  l'un 
est  positif,  V  =  A'*  f  l'autre  négatif,  â^»  =  —  /»  j  d'où  ^^  =  ft' , 
9z^l\/ — 1 ,  puis 
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Telle  est  la  forme  die  \/  (A^  —  4^);  â?oh.  résulte  éyidemment 
que  celle  de  x  est  pdz  q{/  —  i  ;  et  puisque  l'une  de  ces  ra- 
cines existe  toujours  avec  l'autre ,  X  a  donc  encore  ce  facteur 
réel  di4  a*  degré  (x  — pY  +  S'**  Donc,  pouryu  que  ^ait  un 
facteur  ré;jel  du  2®  disgré,  AT  en  a  aussi  pareillemeAt  un ,  quel 
qi^e  spit  le  degré  m. 

Si  m  ==  £|^  ^.B  =  4*  (8i  —  ï  )  >  et  il  est  démontré  qu'alors  F'sl 
\j^n  fEiçteur  réel  du  d*  degré ^  donc  X  en  a  aussi  un  ;  e^  ainsi  de 
suite.  Popç , 

i**.  Toute  équ,  de  degré  pair  est  décomposable  en  facteurs 
réels  du. 9^  degré ^ 

2°.  L^s  équ,  de  degré  ir^pair  sont  dans  Ip  mêm^  cas  :  mais  U 
y.  a  en  outre  unjàcteur  réel  binôme  du  x*^  degré; 

3°.  Les  racines  imaginaires  sont  toujours  accouplé^  sous  lOt 
forme  p  dz  q  y/  —  i  ; 

4°*  Toute  fonction  algébrique  imaginaire  F  est  réductible  4 
cette  form^;  car,  quelles  que  soient  ces  imaginaires 
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en  égalant  à  v  la  fonction  F  y  élevant  iaux  puissances ,  et  trans^ 
posant  couTcnablement ,  xm  réussira  à  chasser  les  imaginaires. 
On  aura  ainsi  une  équ.  /^=o ,  dont  l'ii^connue  p  a  pour  l'une 
de  ses  racines  la  valeur  de  là  fonction  proposée  F.  Mais  il  est 
prouvé  que  cette  valeur  a  toujours  la  forme  p  ^q  V/  —  i > 
donc,  etc. .,...,   . 

534.  Soit  donc  *  s=3  «  -}-  ;8  ^/  — ^  i  une  racine  de  Téqu,  X  =  o  ; 
substituons,  et  Téqu.  prendra  la  forme  -/^+jffy/— 1  =  0: 
cette  équ.  se  partage  ^n  deux,  ^ ç=  o ,  ^  =  o ,  entre  lesquelles 
il  reste  à  éliminer  les  inconnues  et  et  jS.  Mais  icomme  B  \/  —  i 
est  formé  des  puissances!  impaires  àe  &^  —  | ,  /3  est  facteur  de 
B  y  et  il  ne  reste  plus  que  des  puissances  paires  de  /S  dans  l'équ. 
B  =z'o\-  B  n'est  d'ailleurs  que  du  degré  ?»  —  i  en  <<. 

Si  Ton  pose  jc = «  dans  X  et  ses  dérivées  X',  X* ,  il  est  aisé 

de  voir  (n°  5o3)  que  ces  deux  éc^u.  reviennent  a 
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Les  coeffîciens  ont  pour  diviseurs  les  produits  I.2.3.4-*  suo- 
cessiTement.  Lorsqu'on  a  éliminé  «;  on  ne  prend  que  les  valeurs 
réelles  de  fi\ 
Soit,  par  ex. ,  jf'  -r-  8jp  +  Sa  =  o;  on  trouve 

ct3— 8*+32-r-3/8V  =  0,      3«*  — 8  — j8»=o; 

éliminant /8*  =  3«*  — 8,  on  a  a^^^nm — 4  =  ^9  d'oi 

«  =  a,/8  =  dZ2,  :pc=:2  ifc  a  V^— I. 

Les  autres  valeurs  de  /B  sont  imaginaires,  et  il  ne  faut  pas  7 
avoir  égard.  La  proposée  est  =  (.r  +  4)  (^  —  4*  +  8). 

535.  Soient  a,  b,  c*  les  racines -réelles  de  l'équation 
X=  o\  azhfi  \/  —  I,  j/dzJ'V/'— i..-,ses  imaginaires  ;  les 
différences  sont  de  quatre  sortes  : 

1**.  Entre  deux  racines  réelles  j  a  —  b ,  a  —  c. . . ,  les  carrés 
sont  positifs  (a  — 6)*, . .  ; 

2®.  Entre  deux  imaginiiire»  d'une  même 'couple,  les  carrés 

sont  réels  et  n^atifs  —  4i8*i  —  4^-  •  • } 

3®.  Entre  une  réelle  et  une  imaginaire  j  les.  carrés  sont  ima- 
ginaires (a  —  «  dt  i8 1/  — ^;-l)* . . , .  ,  à  moins  qu'on  n'ait  a  =  «; 
car  le  carré  est  encore  réel  et  négatif  —  jS*  :  mais  ce  carré  se 
présente  deux  fois  à  raison  du  signe  it  de  /S ,  et  est  le  quart 
(la  carré  d'une  autre  différence  ^ 

4^.  Entre  deux  imaginaires  de  couples  différentes,  le  carré  est 
encore  imaginaire  [«— «'di  (/S  •— je')  y/—  i]*;  cependant  si 
tLz=z0t\  le  carré  est  négatif  =  —  {fi  —  /S')*  -,  et  si  /8  =ri8  ',  il  est 
positif  (cfc-w*')*-  Ces  carrés  se  reproduisent  d'ailleurs  deux  fois. 

Donc,  les  racines  négatives  de  i'équ.  ^  =  o  au  carré  des  dif- 
férences proviennent  en  général  des  imaginaires  d'une  même 
couple.  Pour  trouver  ces  racine  négatives,  on  change  2  en  —  Zy 
on  cherche  les  positives  A,  »...  ;  si  l'on  pose  h  =:  42%  i  =  4^*-  •  •  > 
on  en  tirera  /3  =  5  l/A ,  J^=  J  |/  i,  et  la  partie  imaginaire  de 
chaque  couple  sera  connue.  Substituant  pour  fi  ces  valeurs  dans 
les  équ.  {A) ,  la  valeur  correspondante  de  «  devra  satisfaire  à 
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l'une  et  à  Tautre^  et. elles  auront  Un  cooiunim  dii^is^or  en  « 
(n°  5^3  y  i^) ,  qui ,  égalé  à  zéro  ^  donnera  «• 
Dans  l'exemple  du  n**  précédent  ^  l'équ.  Z  =  o  est 

^3  .^  ^3^»  ^  576a  +  256oo  5«  o. 

Changeant  les  signes  alternatifs ,  je  troure  la  seule  racine  po- 
sitive 16;  d'où  id  ==  Ir  V^i6=3  2.  Substituant  dans  leséqu.  jàj 
il  vient m^  t-  20«  -f-  3a ,  et  «j*  —  i| ,  qui  ont  #— ^  2^ pour  facteur; 

d'où  ^=^2,     *=2±2V/—  I. 

Pour  554  +  ** +2* +  6  =  0,  l'équ.  Z 3i=ErO  est 
«6  -f.  8«5  4.  70**  +  228«3  —  3679X*  ~  1460a  -f-  53792=  O» 

Changeant  les  signes  des  puissances  impaires ,  on  trouve  z=  8> 
et  Si?:  4;  d'où  /3  «3  |/  2  et  X  ^  mais  les  équ.  (^)  sont 

«4  4.  ^«  +  2#+  6—  (6-f»  +  i)  /3*  +  /84  — o, 

Faisant  id  =  V^  2  et  i  ^  on  trouve  les  facteurs  communs  m  —  u 
et«e-4-i;d*où«r=Met — i,puis*=3i  ifc  |/-2et-^.i  dz  ^Z-i, 
Dans  le  i*'  exemple  du  n"*  629 ,  on  trouve  z  ==;  5^i6i4*  •  •  «f. 
d'où  /Ses  i,i36,  puistfb;: —  i,o473;  enfin*. .. 

sp  ^-^  I90473  ±1  i,i36  [/  —  I. 

Si  les  équ.  (^)  n'avaient  pas  de  commun  diviseur ,  il  fau- 
drait en  conclure  que  la  racine  négative  de  9  provient  d'un, 
des  cas  d^exception  indiqués  :  le  calcul  vérifierait  cette  assertion», 
en  donnant  des  valeurs  égales  ds  Zy  etc.  * 

III.    RÉSOLUTION   d'équations    PARTICULIÈRES. 


Abaissement  des  Équations. 

536.  On  peut  abaisser  le  degré  d'uneiéqu»  X  t=:  o^  quand  on- 
connaît  une  relation^  f  (a,  b)  :ï=ïo>  entre  deux  racines  steth»  Car^ 
ixiettons  dans  Xy  a  ^t  b  pour  «>  nous  aurons  ces  trois  équations 
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f(a^  by9=o,  Az3zo,  BzsiO^j  éliminant  b  entre  la  i'*  et  la 
troisième^  on  a  lin  dernier  diyiseur  /^(a,  b)  et  une  équ.  finale 
en  a  seul,  qui  doit  coexister  avec  ^9=  o  :  il  y  a  donc  un  divi- 
seur commun  fonction  de  a  »  qui ,  égalé  à  zéro  y*  donne  a.  Par 
soite,  F  {a  y  ^)  =  o  donne  b.  Si  ce  dÎTiseur  n'existait  pas^  la 
relation  donnée  ffflf  2^)  =  o  ne  subsisterait  pas. 

Si  l'on  sait,  par  ex»,  que  deux  des  racines  :r  et  a  de  l'équ. 
:? — 374ps=s84  sônttellesy  qvfe  issa  +  ^^y  éliminant  a  de 
<^ — 37<7=s84»  il  Tie»t  ax'  — Sop* —  17*4-30  =  0,  qui  doit 
avoir  u»  diTiseor  commun  avec  la  proposée.  En  effet ,  on  trouve 
jf-f-3  pour  ce  facteur;  d'où  af=— 3,  puis  a=:i-— 2jp3=7  : 
ce  sont  les  deux  racines  cherchées;  la  3*  est  Jip=  —  4* 

Soit  o:^  — 7X-4^6s=o;  si  Von  a  encore  i=a  +  2x,  élimi- 
nant à  de  li^— -7a  +  6  =  0,  il  vient  (ax*  —  3jp— 2)4^^=0, 
dont  le  commun  divi$eur  avec  la  proposée  est  x-— 2;  donc 
x=2,  axe— -3;  enfin  07=1. 

Supposons  qu'on  sache  que  2  mt  la  somme  de  deux  des  ra- 
cioes  de  jc^'^xx?, — 9a?*-f"3i^^='^22;  comme  d'ailleurs  +2 
-est  la  somme  des  quatre  racines,  les  deux  autres  forment  une 
somme  nulle,  a=:  — x  :  substituant  dans  a^  —  20^. . . .,  on  a 
la  proposée,  dont  les  signes  alternatifs  sont  changés,  ou 
X*  +  ^^  -~  9^  —  22X. .  •  Ajoutant  et  retranchant  ces  deux 
équ.  en  07,  on  trouve 

of*  — gx*  —  2aaB:o,      2X^  — 22XS=Oj 

équ.  qui  ont  x^  —  11  pour  facteur  commun;  ainsi  a;  =  d:  (/i  i , 
et  par  suite  ar=  i  ±:  (/-^i-i  i. 

537.  Les  équ>  rêciproqiUà  âtot  celles  dont  les  termes,  à  égale 
distance  des  extrêmes,  ont  même  coefficient  : 

Si  a  est  l'une  des  racines,  -  l'est  aussi,  parce  qu'en  substituant 

,  œs  deux  valeurs  et  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient  des 
résultats  identiques.  Les  racines  sraocouplent  donc  deux  à  deux 
par  valeurs  réciproques;  de  là  le  nom  qu'on  donne  à  ces  équ* 
1"  tus-  D^gré  impair,  n+i,  qui  est  le  notiibre  des  termes 
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de  Véqu.  (i):)  est  pair,  et  le  eoefiiclent  moyen  P  se* répète;  il 
est  visible  (jueorasp*—  i.  satisfait  à  l'équ.  Ainsi  —  i  est  la  seule 
racine  qui  ne  s'accouple  pas  avec  une  réciproque.  Pour  diviser  X 
par  xr\^  i  ^faisons  usage  du  procédé  de  calcul  exposé  (n®  5oo)  ; 

I 

or,  soit  Q Te  quotient,  ou  X=  Q  (x-f-  i)  *,  changeons  a;  en  -  , 

X 

et  désignons  par  Qi  ce  que  deviendra  Q;  iL  rient,  en  multi- 
pliant toute  Téqu,  par  x",  X=  Qi  (i-f-a:).x"'"*,  attendu  que, 
par  liypothëse,  faï  n'a  pas  changé  :  ainsi  Q=Q,x*""*,  ce  qui 
veut  dire  qu'on  trouve  au  quotient  une  équation  réciproque 
Ç:;=:.o  de  degré  pair.  Soit,  par  ex., 
a9  +  x«  — 9jp?+    3r^--   8x^—   8r+  +  3x3_getc  .-.^^ 

on  a    x^  -—  9 J^*  +  "^^^  —  20x^  +  i  ai^  —r  g| x*  -f-  i  =  o . 

2*  CAS.  Degré  pair,  lue  coefficient  moyen  P  ne  se  répète  pas. 
Changeons  n  en  nm  dans  l'équ.  (:^),  et  divisons-la  par  x^i  puis 
réunissons  les  tçrmes  dont  les  cœffîciens  sont  égaux  : 

posons  a=sx-f-x~*^  et  éliminons  x.  Pour  cela^,  formons  la 
puissance  entière  ï  de  a,  et  désignons  par  i,  A  y  A" . , ,  les 
coelBciens  du  développement  de  la.  formule  du  binôme;  il  vient ^ 
en  réunissant  lés  termes  à  égale  distance  des  extrêmes , 

enfin;  transposant,  on  a,  quel  que  soit  l'entier  i, 

x'  +  a;--»  =  «'  —  i  (a;*-*  +  x-C^-O)  r.-  ^(x^-4  -f.  a?-CM))  _ . . . 

Quand  i  est  pair,  le  coefficient  moyen  JPest  upique,;  il  se  répète 
quand  i  est  impair;  le  dernier  terme  de  notre  formule  est 
donc- — F,  dans,  le  i*"^  cas,  et. — FCx-j-a;"*)  dans  le  a*.  Cette 
formule  donne  les  divers  termes  de  l'équ.  (3).  Par  ex., 

X  -|-  x""*  —  « , 

X    "y*  X         I  '  'f  2 .  ."""^  2  , 

ds^  +  a?~^.s;=^^  — 5(ar*  +  a:'~^  —  io(x'  +a?'*'),  etCv 
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II  reste  à  faire  icsam  et  m—  1 1  substituer  et  réduire;  pnis 
issgn'-^Qk  et  j»  — 3,  substituer  et  réduire ,  etc^  attendu  que 
les  puissances  de  i  décroissent  de  2  en  2.  Il  est  clair  q«e.  la 
transformée  en  g  sera  réduite  au  degré  m,  moitié  de  i>.  Une  fois 
les  racines  de  is  connues  ^  Téqu.  2:=:x  -f-  ^x^*  donne 

L'équ.  prise  pour  ex-,  x*  — 92?^  +  laafi,  • .  ,  devient 

d*oùz^ — i3jb*+ 122=0,  et  z-=Of  1,  3  et — 4»  ainsi  a:=±:V/ — 1, 
\{i  ±^  —3),  i(3d:  v/5)  et  — 2 dt  v/3.  L'équ.  du  9»  degré 
revient  donc  à 

(x+i)(a:*+0(x*— x  +  i)(x*— 3j:+i)(a:*+4a:+i)=o. 

De  même ,  l'équation 

2x^  —  Sjc^-f-  ix^+ix*  — 3:if +  2  =  0, 

devient ,  en  divisant  par  x  + 1 , 

2x* — 5x^-f-6x* — 5x  +  2=o, 
ou  2  (x'  +  x"**)  —  5  (x  +  X"')  +  6  =  0. 

Donc  2«*  —  5«-f-2  =  o,et«=:2,et-;5  partant  x  =  i,  racine 
double,  etx=J(i±:V/  —  i5);  enfin  la  proposée  revient  à 

(x  +  i)(^ —  l)*(2X* — x  +  2)=o. 

Equations  à  deux  termes^  Racines  de  V unité • 

538.  Résolvons  Fëqu.  Ax'^r^B,  A  et  B  étant  positifs.  Soit 

B      ,        B 
ifc  la  racine  n*  de  — ,  ifc"=::i:— ,  mettant  Ah"^  pour  B^  on  a 

X» — A"=o  ;  faisant  x=zky,  il  reste  à  résoudre  Féqu.^" — 1=^0^ 
et  à  multiplier  par  k  toutes  les  valeurs  de  j.  Tout  nombre  a 
donc  n  valeurs  différentes  pour  sa  racine  n'y  on  les  obtient  en 
multipliant  sa  racine  arithmétique  par  les  n  racines  de  Vunité, 
L'éqa.  Ax^  +  ^  =  0,  par  le  même  calcul,  se  ramène  à 
x*  + it*  =  o,  pnis  à  j'* -f- 1  =  o. 


I 
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Gomme  l'équ*  ^"— - 1  =  o  est  satis&îte  par  y'=±,  i ,  dWûons-Ic 
par  y  —  i  ;  nous  trouTôns  cette  éqiu  réciproque,  susceptibles 
d'être  abaissée  (n^  $37) , 

^«-i  +  ^«-a  +  ^«-3.  .  .+  -y  +  1=0...  .(1).  ; 

Si  n  est  impair,  comme  j^"  —  i  =:  o  ne  peut  avoir  de  racines 
nëgatires,  et  que  l'é^u.  (i)  n'en  a  pas  de  positives,  la  proposée 
n'a  qu'une  racine  réelle. 

Si  n  est  pair,  y-— 1=0  est  satisfaite  par  ^i=:d:i,  ef 
divisible  par  j^* —  1  ;  d*où  j^""*+j^*""*...+ J^*+i=Q  (n®  537). 
C>mme  il  n'y  a  dans  cette  équation  que  des  exposans  pairf 
et  des  termes  positifs,  il  n'y  a  ni  racines  positives,,  ni  n^ÇM», 
tives;  la  proposée  n'a  donc  d'autres  racines  réelles  que  j^rzrdri. 
Soit  ?i  =  2i»;  on  a  y^^ — i=(y — i)(y"  +  t);  et  l'éqn; 
proposée  se  partage  en  deux  autres. 

Par  ex.,  ^ — 1=0  donne  j^'+J^+i^^Oj  d'où 

De  même  x^ — ifr*=o  donne  y^ — 1  =  0;  divisant  par  ^-r-i, 
on  trouve  j^^+irrro;  de  là  ^  =  it:i,  et  dbv/— 1;  enfin 
a:  =  ±:ifr,  et  ±:.h\/ — 1. 

539.  Soit  «t  l'une  des  racines  de  l'équ.  j^"  —  i  =  o  ;  comme 
«»  =  I,  on  a  A*''  =  1 ,  quel  que  soit  l'entier  />,  positif  ou  négatif. 
L*équ.  y^ — 1=0  est  donc  satisfaite  par  yz=.ti^\  c-à-d.  que 
si  «  est  racine  j  tiP  F  est  aussi.  De  là  cette  suite  infinie  de  nombres 
qui  sont  tous  racines  : 

I®.  Si  l'on  prend  p^n,  en  divisant  par  n^  p  a  la  forme 
nq  +  i,  i  étant  <»;  «P  =  «'«»■♦•'  =  <e"^  X  «'  =  «*,  à  cause  de 
41^  =±  I.  Ainsi,  dès  que p  dépasse  »,  on  retombe  sur  les  mêmes 
valeurs,  dans  le  même  ordre  :  de  là  cette  période 

f  4  ,    tt  j    tt    ...4Sj.....  \^j» 

.    a**.  Sip  est  négatif,  on  a  trPzsitt^'^P=ti^'^^^±s:é..  à  caïue 
de  «"=  I  *,  l'exposant  — -/>  peut  donc  être  remplacé  par  nk-^p*. 
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^oji  l'on  Yoit  que  les  exposans  négatifa  reproduisent  encore  les 
Kjtpies  nombres  que  les  positifs,  et  dans  le  même  ordre. 

l48  valeurs  (tl)  sont  donc  telles j  que  si  l^on  en  prend  une  quel^ 
mn^uêj  et  les  w^  1  qui  la  suwent  ou  la  précèdent,  on  a  une- 
ffriode  qui  se  reproduit  indéfiniment  dans  Us  deux  sens*  En 
|||tr8,réqu.  siP  s=:  «^  est  satisfaite  non-seulement  par/>  =  q^  mais 
b||pore  par  des  valeurs  de  «  qui  supposent  p  :8t  q  inégaux  \  car, 
Bs  par  «9,  il  vient  «^^  -—  i  =  o.  Il  suffît  donc,  pour  que 

^éy  que  «  soit  racine  4e  l'équ.  yP^^i  —  i  =  o« 

i^o.  II  reste  à  savoir  si  les  n  termes  de  la  période  (3)  sont 

inégaux.  Examinons  s'il  se  peut  que  àF'rzznfly  p  ti  q 

<  »  ;  il  faut  que  « ,  déjà  racine  de  l'équ.  y^  —  i  =  o , 

«it  aussi  de  j^"'  —  I  =  o,  en  faisant/? — gr  =  ?»  j  ce  qui  sup- 
|W  que  ces  équ.  ont  un  commun  diviseur  qui,  égalé  à  zéro, 
innera  «.  Cherchons  ce  facteur  par  la  méthode  accoutumée 
(n*  io3).  On  divise  d'abord  y^  —  i  par  j^  —  i ,  ce  qui  conduit 
iBxrestes,  jk"""*  — i,  j^""*"*  — i. . . . ,  enfin  y — i,  i  étant 
fexcès  de  n  sur  les  multiples  de  m  y  qui  j  sont  contenus.  En- 
lu'te  on  divise  y^ —  i  par  ce  reste  ^'— - 1,  qui  donne  lé  reste 
/—  I,  /  étant  l'excès  de  m  sur  le  plus  grand  multiple  de  i ,  etc.  ; 
eoan  mot,  on  procède  comme  pour  trouver  le  facteur  commun 
^BSm net  m. 

I*.  Si  n  est  un  nombre  premier j  le  commun  diviseur  entre  n  et 
«est  I,  et  celui  de  y^ —  i  et  y^ —  i  est  ^—  i  j  donc  il  n'y  a 
pe  «=  I  qui  puisse  rendre  ePzntfi  \  tous  les  termes  de  la  pé- 
riode sont  inégaux;  une  seule  racine  imaginaire  «  donne,  par 
les  puissances ,  «%  «^«  •  .«'*  ou  i,  toutes  Iqs  autres  racines. 

2^  Si  n  est  le  produit  de  deux  facteurs  premiers  \  et  h^ 
1:5=  Uiy  posons  les  équ.  ^•— i  =  o,  ^*—  i  =  o ,  et  soient  /3  et  y 
in  racines  autres  que  +1,  savoir,  is'=i,  >^*  =  i  ;  d'où 
P=y'*=  (/8y)'*=  I.  Puisque  ^e",  y*  et  (^>)"  sont  =1, 
')y>iet  (|8y)  sont  racines  de  j'"  —  1=0;  (/3,  ^8*. .  ./s')  forment 
'nombres  différens,  qui  se  reproduisent  périodiquement;  ainsi 
Im  n  puissances  de  ^  ne  forment  que  /  nombres  distincts  qui , 
4m  (/g,  ^...j8"),  reviennent  h  fois.  De  même  (y,  '^.•.y*) 
tKnent  /  périodes  de  h  termes. 
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Mais  (jS^,  iSy,  ^y  V .  .jS"}/»)  sont  différens  et  éonàtitaent  la 
période  des  n  racines  cherchées.  En  edPet ,  pour  qtt'<m  eAf 
i&yy  =  ifiy)f,  ou  (fiyy-^-^isszo,  il  faudrait  que  0y  ftft 
racine  commune  à  ^P^^-^^iaso  et  ^-— ï  =  o,  équ^  qui-ncr 
peuvent  avoir  pour  facteurs  que  ^— -i  ou  ^*  — 1>  paisqàèi 
n=xzlh.  Donc  on  aurait  fi^y^ssi  i  ;  d'oii  y^z=:  t ,  à  cause  de  fi^^r^ 
et  comme  aussi  y^tss:tylet  h  auraient  un  facteur  autre  que  aii| 
contre  l'hjrpothèse.  G>ncluons  de  là  que  si  l'on  prend  «  r=±  fiy-, 
la  période  sera  («r***»  *^-  •  •«")  formée  de  ;*  termes  différens.    *" 

On  peut  abaisser  l'exposant  p  de  SiPyP  au-dessous  de  /  pour 
^,  de  h  pour  y^  puisque  y8'=t:y^=:i^  et  l'on  peut  ôter  de  p 
tous  les  multiples  de  /  ou  h.  Ainsi,  ff'y'^  représente  tous  les  tel^mea 
de  la  période,  ^  et  c  étant  les  restes  de  la  division  de  p  par*! 
et  h.  Donc,  pour  obtenir  toutes  les  racines  de  ^" —  i  :=  o,  wêl 
cherchera  /S  et  y^  c.-à-d.  Tune  des  racines,  autre  que  -|~  i/  de§ 
équ.  y^ —  1=0,  y^ —  i  =  o  j  puis  on  formera  ^V%  en  pre- 
nant pour  6  et  c  toutes  les  combinaisons  des  nombres  de  i  à  / 
pour  é,  de  I  à  A  pour  c. 

Lorsque  /=  2,  on  fait  /S  s=— - 1 . 

Quand  n  est  le  produit  Ihi  de  trois  nombres  premiers,  on 
prouve  de  même  qu'il  faut  poser  j^'— 1  =  0,^*  —  1  =  0, 
y^  —  1  =  0,  tirer  de  chacune  une  racine  autre  que  + 1 ,  faire 
le  produit  de  ces  racines  jSy^;  enfin,  en  prendre  les  puissances, 
toutes  comprises  dans  la  forme  fi^^y^i^,  b,cetd  étant  les  com- 
binaisons des  nombres  i ,  2,  3.  • .  >  jusqu'à  /,  ^  et  ^  ;  et  ainsi 
des  autres  cas. 

3^.  Lorsque  l'exposant  n  est  de  là  forme  A^,  h  étant  un 
nombre  premier,  on  raisonnera  comme  dans  l'ex.  suivant. 

y^^ —  I  =  o ,  où  81  =  3^^.  Posez  jr^ — 1=0,  et  soit  fl  une  ra- 
cine imaginaire  de  cette  équ.  ;  extrayez-en  les  racinei^  ï  ^  3  ,  9 

3  9  »7  "        • 

et  27,  savoir,  9,  |/o,  ^/ô,  y'ô;  ce  seront  autant  de  solutions 
de  la  proposée ,  puisque  les  puissances  81^*  sont  des  puissances 

^  3  9         a? 

de  6^f  qui  =  1  :  le  produit  â.  {/è.  }/B.  [/d=zA  est  aussi  racine 
de  j^,  par  la  même  raison.  Or,  et,et\a^, ,  .c&^^  sont  des  quan«» 
tités  toutes  différentes,  puisque,  sans  cela  a  serait  une  racine 
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cofloinane  à  y»'  —  i  =:  o  et  J^  —  i  =  o ,  c^  qui  suppose  eqtre 
ces  équ.  un  facteor. commun,  qiiiaepe]it^tr()qne^^T-i;;;:o; 
{|insî  ,1..  tarait  i^ciqe  deçelle-cî,  tt^^i,ùuS^.6.)/it\/i=t=i; 
Aersntrà  la  paûrance  g,  il  vient  fi  =  i  contre  l'hjpotîièse. 
^in^i  «f  a*i  »"■ .  ■«"  sont  les  Si  racines  de  1a  proposéia. 

En  général,  pour  résondre  j'— i  =sô  lorsque  nssA*,  po- 
wjr* —  1  =  0;  S  étant  l'une  des  racines  antre  que  rf-^i ,  ex- 
tntjes  de  I  diverses  ra<;ipes  dont  les  d^m  .i  sont  marqués 
fKT  i^h°,  h',  h*..  .h^~',  en  sorte  i^ue  vous  formiei  les  iié- 

nltats  jS,  y. .,  désignés  par  \/6;  ils  feront  tous  des  racines  de 
jT—i^o,  aussi  bien  qiiè'leDr  produit  a.~fiy/. . .'.  et  les 
leRBC»  *,  a,*...  a'f'tUus  difiërens,  constitueront  lés»  racines 
diercbées.  ' 

On  Toit  deniéme  que  si  n^  ft*/',  iifaut  râondre^ —  is^o 
et  7^^  I  ^  o ,  multiplier  entre  elles  toutes  les  racines  de  ces 
éqa.,et  faire  ce  produit  :=<t.  Soient  0  études  racines,  autres 
qiie+  I,  de  chaque  équ,;  qu'on  fasse 

on  aura  x^fifl^ff'..  .X.yv'y'. .. 

Soit,  par  ei.,j^ — i^o;on  traite  y'— i=to  et^— i^o; 

«=Hi+V— 3),    «'  =  i(-i+l/— 3),    «»  =  — i,etc, 

et      >=±i,  U»±i/-3i.  ^H^±\/-3y'- 

Ponr^'  — ISS  o^.  faites.^— ïfastO'Ct  y — i=ao;  poop 
la  i"  équ.,  prenez  —  1  et  Vfr^  ï  >  ^'^.P'™duît  — ^ —  i  s=fi  ; 
y  est  le  même  que  ci-dessus,  et  l'on  a 

€={(_y—i—\/S),  <t*=i(i— i/— 3),  «^=l/~i,  etc.; 
toiijss±i,  ±1/— 1.  ±iCi±i/— 3Ï,  '±iCi/— i±v/3). 

541.  Pai«qae^=«t«*,:<t*...^l.'équ.  (i)(n°  538)  donae'. 
i+«+«»...«^'=oi  1+*^4JJt...  •»"-«=so,   i+«'if*«;.i=o; 


^8  llôiBKlî.  '<» 

en  désig9i»«il  pur  fk  k'somtae  dés  pufssaacfes  <&  de  tbat]»»  lei'V 
'ii^îfieà/ifr  dlaiit; entier  <st  nôti  ditisdbte  psiir  7t.'- 


î>     î  rv: 


•au  cas  bti  »  est'uVi  nôSabre  ptèmîei^.'  Noud  hbiis  àerViftiftPfl 
lignes  Irîgonoiiléirrq'ueS  i  eh  rènVoyant  pour  le  resté  à  lif'Uo 

^  En iaisant  ços  jt  =:p;  ôri  sf Va ,'n*' i&i^  qie  chacun tlés'~c&sf8i 
^  i^iiècesstÀ  dés  'af^cs'''2âr,  Sir ;»  4v. . .  s'obtient  en  mttltiplhittt il 
^^iix  prècéâeiis  piâr'aj)  A  -^  i  ,  puis  ajoutant.  Pour  fliéttrcri 
,  ^idence  l9,loi.gi:^  les  résultats  olpjseryept ,  faisons.  usia^.^'ij 
.  jirtifîçe  d'aïaalyse.  5q^  2ççs  «  ^^'^hj'.*"*  >  il  9uit  die  \f^\  i»^ 
;:  >^¥éet  <|u^.powgç  ax9jir  <;o;i|2x»  il  faut  pul.tiplicr  cos*  ou  i(  jr-j-j|rj 
par  JK  +  y"*>  qnî  est  2  cos  a?,  et  retrancher  cos  oap  ou  i..^.j(5 
,  trouve  ft  cos  5Uf  sçf^* -^^  jr^;  on  o]^tient  de  même 

'»cofr3«s=cjf^+^*,    2cos4»'î«J^+^"^>»ete.    ï   . 

Démontrons  que  les  résultats  suivent  toujours  I^  même  Vô 
Supposons  que  cette  loi  soit  vérifiée  pour  cteux  degrés  consul 
lifs  »  — ^.  2  €t /i  —  if  ou  V.        V,    *     ^ 

...         ^       ï ,  '  \     •?  \  •    •    •        >  -*>         •    -\     y •    -.    ^.  

2  cos  (»— 2)a:==r"7*-h?*::^'-*5 ,  2  «^  (^^j)x=er""'  Hb^"",^»:"'^ 

.  ,;ïn«}tipli4?nf  J[^,4â¥Ûènîie4Bi^ti<9»  ^^^Ji  'k^3['^\^^  pc^fr^nçhon 

la  i**;  il  viendra  ^  cos  ii*  =r  r"+ j^"  ;  ce  qui  prouve  la  propo 
«tion.        '        ,...-    W--W    -=-^v  .i~-î,  ■•    . 

^v  •  ,     . ■     •  ■  :-  .•      •  .   ' '  .  "  '  , 

r  ..  »  .    )    ,   «  .  .      ■  V  '       '        f  •  •  .        ••  *  j  ' 

Ona         2cos4f=J-  +  -,     2  cos  iw  =r  jr*  + -^  ; 
'  %TT6n  a  (^sx/ëèè^'équrdbniierontr  etcos7ijp,ainsi  on  pèurr 

•.'.'■;■•  .  ■   •  :  .     .  • 

■  ,  I  I  ■■  ■  I      I        !■  I    * 

.  .   » •  ■  ,% 

î  ■      '      *  ■%  '  ■>  ■  .  '    ■  •    .'        • 

(*)  En  résolvant  cet  ëc|a.  (i),  on  m>nve 

.  { K .  »  -1^_2 î  -  -  ^  •     i\       r. -—  \ ^     I      "  ■    I  _ . .  '  - 

'^         jr  =  'co«  i'isînap.  ^-^i,     y^sscosnxdismiiaf .  ^— *  Tj 

d'oèi  {<-•  '  ^-'-^   (oo8a:t;^sm;«.V'-*>}'^'=«o*^n^^fiBnf'.V*-->v  ' 

;  ,|Ç«tte  bel|c  )^Qpricté|)aoj>ttm/aU/iilp.  fi^^^  qfage  danf  TAlg^biy  top^ 
rieure,  n^est,  il  est  vrai,  démontrée  ici  qn'aatant  ^ue  n  est  entier  et  posidi 
quoiqu'elle  8Qbtîaté^hè>  toû'iû'càéh  T^oUs'r^vîcnâidôa  ito  ce  sajet,  n*  2^ 
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trouver  cbs  nx  sans  chercher  successtTement  cos  ix ,  cos  4^. . .  ; 

^est  le  terme  général  de  la  série  des  cosinus ,  et  l'on  pourrait 

smfdojer  ces  équ.  à  la  composition  des  tabler  ;  mais  te  caflèul 

unit  compliqué  d'imaginaires. 

Si  left  tables  do  sinus  sont  formées ,  qu'on  j  prenne  les  valeurs 

le  cos4r  et  èos^a?!  ilos  deux  équ.  ne  contenant  plus  ispktjr'y  de*- 

nont  avoir  une  racine  commune  a  \  mais  si  l'on  a  j^ae  a,  on  a  aussi 

I       •     . 
yss:—  ,  aingi  qu'on  peut  le  reconnaître  (les  équ.  (i)  sont  réci- 

frotfues)',  donc  elles  ont  deux  racines  communes ,  Ou  plutôt* ta 
1**  devise  b  a*.  Posons  nxtsa^;  quel  que  soit  Parc  f ,  il  faiit 
dcmc  que 

7*  —  27^  cos  (-j  +.  I     divise    jr*"  —  2jr^  cos  ^  -f-  i (2). 

543.  Pour  appliquer  ce  théorème ,  qui  est  dû  à  Moivrej  au  cas 
qui  nous  occupe ,  faisons  çsszkw,  k  désignant  un  entier  quel- 
conque^ et  w  la  deiQi-circonf.  ;  ooè  p  e^t  -4"  ^  ou  ^-^  t ,  selon 
que  t  est  pair  ou  impair,  et  le  2*  trinôme  devetiaût  jr*"*ç:2^4.i, 
ou  (j*  zp  i)*,  on  voit  que 

jr*  —  ^y cos  f — -J+i     divise,  j*"  qi  I.. .  (3), . 

k  étant  un  entier  quelconque ,pair^q^r  y*— i,  impair  Içmqu^U 
%agit  £&  7"  +  1-  Si  le  i"  trinôme  est  un  çari^é,  on  ne  prendra 
pour  diyisenr  que  sa  racine;  ce  cas  exige  que  le  cosinus  soit 
±  I  ;  alors  ^  est  o ,  ^ ,  2n... ,  et  le  faôtëur  se  réduit  à  j^  ±  i. 
Les  racines  ^e  J^  ip  i  sont  donc  oomppises -diiBS 


fi  •_■-■ 


jr  —  coa ^^  ±: sîn ^^.  V^—  i  - ...   (4). 

•      ■       ' .         « 

Tant  que  l'entier  h  ne  passe  pas  n^  l'arc  —  est  une  fraction 

croissante  de  la  demircil^cpn£  ^ces  arcspnt  des  (ibsinus  inégaux , 
et  l'on  obtient  des  faèteurs  différens  du  2*  degré ,  que  pous 
lepréaeoteroiu  par  A,  B,  '  €...'  '£,91'.  Çmùitpié  li  -f-  x'  et  »  —  » 
oueuble  psin'oiDr  itapàirit/^itii^»  :î:  i,  i  étîni"<i»  ; 
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l'arc  devient  — =ir  lîi  -r-,  arcs  dont  le  cosinus  est  le  même: 

n  n 

•d*oii  résulte  que  le  facteur  trinôme  est  le  même  pour  ir  =  /»  —  i 

et  n  +  ù  Après  avoir  donc  pris  pour  k  tous  les  nombres  (pairs 

ou  impairs)  jusqu'à  Uj  au-delà  on  retrouve  les  mêmes  facteurs 

de  2*  degré  en  ordre  rétrograde  il/,  L. ,.  C^  BjA, 

m 

Passé  TJiy'h  a  la  .forme  nqn  +  *,  et  Tare  devient  7,qir  -f-  — , 

dont  le  cosinus  est  encore  le  même  ;  ainsi ,  oh  retombe  sur  les 
mêmes  facteurs  dans  le  même  ordre  A ,  B,.,  L,  Af...,  B,  A, 
Jl  est  y  comme  on   voit,    inutile  de  donner  à  k  des  valeurs 
>n. 

I®.  Si  n  eai pairjinzhi  sont  ensemble   pairs  ou  impairs; 

li=sin:^i  donne  les  arcs  —  =  J jt  ih  —,  ddnt  les   cosinus 
*  n  n 

sont  égaux  en  signés  contraires,  isavoir,  =:  q:  sin  (~  j^  ainsi, 

-lorsque,  n  est  pair,  on  ne.fe)ra  pas  k  [>  ^  n ,  mais  on  prendra 
les  cosinus  oi^ec  le  signe  ±, 

2*.  Sin  est  impair  ^  kssn-^i  est  impair  quand  i  est  pair-, 
et  réciproquement.  On  n'a  donc  pas  le  droit  de  poser  à  la  fois 

A  =  71  -^  i  et  i  ==  i  ;  l'arc  devient  —  =  sr :  l'arc    —  est 

n  n  n 

<  xw ,  quaiid  on  a  pris  kssn  —  iy  en  supposant  *  <^  ^  ji  :  là 
demi-cire,  est  diminuée  d'un  arc  moindi^e  que  le  quadi*ans ,  et 

le  cosinus  est  négativement  le  même  que  pour   —  ^  i  étant 

parmi  les  entiers  qu'on  ti'a  pas  le  dV*oit  de  prendre  pour  k. 
Donc  on  fera  k  =  o,  i,2,3.«.,  jusqu'à  i  n  j  on  obtiendra 
des  arcs  <C  ï»;  'les  uns,  lie  deux  enxleux,  conviendront  au 
théorème  (3);  on  prendra  les  cosinus  des  autres  avec  un 
signe  contraire. 

X  yk'if\ 

Enfin, ^*=i- donne** — àaarcos  r'-^j4- «*;  pouf  la  for- 
mule générale  des  facteu^i^  de.x*  qp  a". 
Pour  f^  +  iy  k  doit  êtie,  impair  ;  ife  ==  i  c(onne  l'arc  I  ir  ou. 
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45^,  dont  le  cos  est  if/^;  pris  en  dz,  on  a  les.  deux  facteors. 

:^±J'\/2+i',  ainsi  ♦    .       .      . 

jiri  +  a4  =  (ap*  +  ax\/ti  +  a»)  (af  —  aAr|/2  +  a*). 

Pour  J^  + 1 ,  ir=  I  donne  Parc  gir,  dont  le  cos.  est  î  y/S  ^ 
qa'on  prendra  en  ±1;  i&  =  3  donne  Te  cos.  zéro;  donc 

Sott  j^  —  I  ;  faisons  i&s=  o  et  2^  les  cos.  de  xéro  et  |  ir  sont- 
let  j^  qui,  pris  en  lie ,  doni^nt 

Soit  encore  j^'dt  i  =a6  ;  k=3q  ,1,2. ...  donne^  les  arcs  o ,  t^-  t  , ^ 
•^TT,  etc.,  -^'^f  dont  on  prendra  les  cosinus' alternatiTçment 
ai  +  et  — ,  le  1*'  étant  négatif,  pour  ^'^+  i,  positif  pour 

544-  La  proposition  (3)  est  ce  qu'on  nommé  lé  Théorème  de  - 
Cdlf«.*toe>  saTaoth  Pavait  présentée  sous  une  forma- géométrique. - 
Su  rayon  'AR:=za  (fig»6)  soit  décrit  I0  cerde  A€HL^  et  le  dia-. 
mètre  ^^9  passant  en  un  .point  arbitraire  O  Ou  O';  à  partir- 
de  A  partagez  la  courbe  en  27»  arcs  égaux  Aa,  aB ,  Bb,  • . ,  cha- 
cun est  le  n*  de  sr;  menez  àes  rayons  \ecteurs  du  point  O  Ott> 
O^.aux  ppinta  de  division.  Celui  qui  ya  au  point  quelconque  C 
Uarme  le  ti^aqglé  COPy  duquel ,  en  faisant. Pangle  CRA  =  «,.. 
O^PF.*-»  on  >tire  -, 

1  éTPzsasîn'flt)     /ÎP  =  aops«e,^   'OPs^  o^cos  «  —  jr| 

donc  OC*  =  4F* — Mxco&A-^-c^^sOe.OL'y  et  si  Parc  -ri C 

kw 
contient  i&  diyîsiotis,  on  a  et  =  — .  Ce  trinôme  étant  facteur  de 

n  ' 

sfq^a*,  selon  que  k^  ^  pair  ou  impair,  les  rayons  vecteurs, 

menés  aux  points  de  divisions  alternatifs ,  constituent  tous  ces 

facteurs.  OA  =r  a  — -  jf ,  OH^s^a  +  x,  répondent  aux  facteurs 

réels  du  i*'  d^ré. 

Désignons  par  Zy  Z! y  Z' , . .  les  rayons  menés  aux  divisiofiSu 

paires,  et  par  st,  z',  s'  • . . .  ceux  qui  vont^  aux  impaires  \  oi| 


%,%  .«•..  .fc»ii^4-j^,.qiie  O  Miit  întét^iedr  ob  ëi:térieiir. 
Z.Z'.Z\  .  <=a»  — X»,  si  O  est  intérieur. 
Z. Z^Z'' *..==:«" -r^ a*y  $i  Q  e$t  exférieor...  ~-    . 

Équations  à  trois  ùepnes» 

545.  Prenez  l'équ.  ^4^+-fls*4-  C:^o,  oÀ  Ptin  des  ex- 
posant de  X.  est  double  de  Faiitre;  f^  Avisant  ^  ?=  f ,  il^ei^^ 

^4»+-ff«  +  C2=0, 

x^  Si -les  racines,  ^e  z  ^on%  réeUe$,  telles  qaefe^rg*,  on  doit 
résoudre  ces  équ.  à  deux  tef.mjss  of"  x=jf^  je?==^,  Pi^r  Qxçmple^ 
trouver  deux  n^mbrcis  te|s,  que  leu^  produi^^ît  i  o»  çt  1«^  fi&mmii 
des  cubes  i33?  .  ^        i  , 

af*+(— )  =  i33,     x«—i33^+ 1000  =  0. 

Faisant  J^s=i8y  ji^ •<--». i33fl  -f"^^^^^  ^  i^'^ù^^^^^^^-^^y 
posiEint  enspite  :»^  =s.  8  et.  laS ,  il  yieiit  »i=:sû  et  &',  et  «la  .outré 
(i;i<^  538)  ^âCyiet  Sdt^  pùisi  Sii  et  aeif^  et  étant  ijlne  raqin^  cubique* 
inifi^înaire  d^  l'unité.  Te^es  s^p.t  les  troijs  solu;tiona' du  pro^ 
blême.  ■••  ■•  ■  '  •  -  -■■"'  '''■■ 

2?»  Si  les  naines ^nt  égales,  on  af  B^'^^AC  zsp.^  Ja  prov 
posée  eàt  un  cairré  exaist ,  ( as**  +  ^ )^  =r  •■>€!  Fou  retbâibë^Aiir' 
une  équ.  à  deux  termes.  Par  ex. ,  trouver  un  ndtufins  tet,  qu^h^ 
di visai^t  sou  dopl^le  pap  3  ;  et  3  par  son  double  1  a^f  apît  \^  éôÈaaae 
des  4'*  puissances  djss  qfiotiens  ?  ^    .     ..  .-^ 

et  <Jomme^=i  a  pour  racines  ±:x  et  dt|)^— ^i,  on  aA=:±:  | 
ét±,l\/—i.  •    -^  •''-•''^'>  •  ■  ' 

3^.  Enfin ,  quand  les  racines  sont  imaginaires ,  ou 

B^'^^AC^Oy  on  fera  Ax^ -=  ^*>  et  la  proposée  der 
venant 


•; 


iqUÂTIOlfS    A    TROIS  ,  TERMES.  10^, 

Bra  comparable  à  (2)  (i>*  54î^)  ^  car  fe  coeJB&cient  de  ,7*  est 
Ca^à  oai^sç  dei|*  •<  4-^C..Il  y  a»  donc  UQ:arc  çiqui  a  ce  f^c-  , 
sur  poui^  cosinus,  arc  ^'ou  ^étecmmera^  pftr  JQg<>  d'apri^  la«) 

elatiûn  •  -  ; 


..à. 


olre  transformée  est  donc  divisible  par  j^* — sjy  cosf  -  j+i=o , 

1  prenant*  fkiiir<  ^  tous  les  arcs  dont  let:iK>s.-est  donné  par 
ïqa.  (5) ,  et  <|^iK»nt^  non-«euletnent  PàfTC  ^  <  90^;  donné  par 
table ,  mal»  ei^ifiore  f  +  2*  >^  4"  4*^  •  •  r^*  ^^  généwdi  >.  ^  +  ^ibr  ^ 

8b|pt  «i^^nti^  q^lcqgaqve.  :.  soit  4  =•      !..    !Jt  >  t<Hi»^  Ip»  f#QT^ 

D^cbétëUés^ttt  compHsdanàla  fodDfiè    ' 

t.  •  -1...  r  ■  ■  f  *•(•»'  {. 

'  ■»...  /■  -/.-l  il 

est  d'ailleurs  ilauutlB  <)e  prendre  6 ^  7r2;^jdisqùe  tt±sqn+i 

Doe  Farcaçar  +-* — 4— .  ;t  (9t  ^uppciviântiilQS  circonf.  a^rsr,  il 

ite  k  tel^ive  le  co^'^raraqu'ôn>4i6u<  poufb^  =  i<r.ni:  0n 
omberait  donc  sur  Iqs  mêmes  facteurs. 
Obser^ei^u^fcrte'ralyôh  èit  ±=  1 ,  fet'  <^tfe  àl  l^bh'  fait?  usagé 
i  tables  de  log.,  il  faut  soustraire  10  de  tous  les  log.  des  cos. 

Par  ex,,  soit  l'équ.  sfi — 24rT+  ;  =  0  :  Arsz  C  =  i,  j5= — a, 
=3^  oiiirouve  ces fssi,  les  arcs  -^.fcsd^ 'i  ^o*^  çt*±^6^  ;  partanf , 
proposée  a  ses  tr6is  facteurs  dé  là  forme  i*'r—  ^x.tos  •>[,  + 1  ;  ' 

comme  cos  4  »  pour  valeurs  i',  —  8Î*n3ô^a=:*-^i'ét 

ccè  60*»  Œs  -<-»  ^i  on  ttouvfe  **-*-««  -^^  !r^  et;a^Hir'  *  +  1  »  ce , 
mier  facteur  ét|(ntdifuili^Q.j  Ainsi,  la  pjoopojée  est  le  carré  .de 
—  0  (**  +  *;+ Oç^.ou  de  V—i.  .' 
Soitencore  a^^-f-a^^fîSsid:  j^ssiÉf^éâi,  C'ssiS,  Jicfca, 
008  ^  =  —  YZy  ïcs  tables  donnêiii ,  a  ciaiîse  du  signé  —, 
=95°  44'  îm/,  doîktla  fiioitié4«8t  4-^^/  14^^;  ajoutons  180% 
nous  formerons  un  arc  dont  le  çosinuf  est  le  même  que  le 


Ï04'  ''ALGÈBRE.  ''     ''''' 

pi^écédént  en  signe  contraire.  Substituant 

dans  le  1*  terme  de  la  formule  générale     p<*  +* .  •  iiMBp^ 

(6)y  lé  calcul  ci-coptre  donne  —3  pour   ^s\,\V.\  0*34948^  ~ 

coefficient  de  l'un  des  facteurs.  Ainsi  nos      3 0,477123(4  — 

facteurs  sont  ap*  d:  ^^  -f-  5. 

"        '  "  "  '  —3 

Enfin,  pQl^*  a«*  +  3*^  +  5  =  o ,  on  a  cos  ^=  — y — . 

a....,  Cip3oio3oot<^  :■  .  I 


<      ^ 


3'    ...  o,477ia'3  — 
3      — r  o',3oio3oo 
yio  -  —  q^SpOQOoq 

co«  ^ .  : .  T,  676091 3  — 


V^o  ...  o>  166666^ 


r  \ 


av'xo  ...  0^4^7*9^  — 


:i  . 


On  trouve  ç  =  61*  l^i',  on  plutôt  1 18**,  19%  en  prenant  te  sup: 
plément ,  à  cause  du  signet -r-.  Le  tiers  çst;  -^zr^Zc^ 7&\%fi''/i  *io*lr. 
tant  120^  deux  fois  successives,  et  prenant  les  cos  4»  ^^  \ 
cos  39**  26'  a^o",  — sin  69**  26'  20",  et  si^  9^  26  20'.  0onp 


6. 


a»  1/10  ...  0,46770  ^ 
'    COI  4 • • .  î, 88779 

oÎ3554iEi*^ 


^^46770.  -: 
''»97'.4VT 
b,439ti  ^- 


W  k   ;        *  *      *  •  I 

i,ai483 


L*    n9 


1,68353 


Soit  fait       «5=8—2,2672       +2,7486    • -i— oj4®i4,; 


3 


et  nos  trois  facteurs  sont  de  la  forme  «'  y^  ■4":«*  4-  y'S, 
Racines  des  e;;çpressions  çfmpUqif^es  4^  Rtfdiqaux^ 

546»  Admettons  que  a  dh  V^  ^  spî^  ^^  carré,  et  cherchons-en 
la  racine,  qui  doit  avoir  la  forme  ï/jf-f-  V^^>  «i  elle  était 
/  +  1/  Vf  on  aura^it  j;  :5=/*.  Posons  donc 

l/(a+  ï/i)=iV^+ V^j^,  d'oi  a;+J^-|r2V/a:y?=a4*  V^i;^ 

puis  x+y^^a,    x\/(p^yy:=^i^bj 

en  séparant  l'équ.  en  deux ,  çoinme  (n*^  53.3).  Ppur  tirer  x  H  y 
de  ces  équ. ,  formez  les  carrés  et  retranchiez ,  vous  aurez 

jc*  —  2ccy  +^  ==  (  «  —  yY  =  a*  —  b. 

Comme  a:  et  j^  sont  supposés  rationnels,  o*  — -  b.  doit  être  ui]^ 
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carré- exact,  connu ^  que  nous  ferons  srsit*,^  >aprr-jf  ^rn^kf  et 
j?-f-y=  a  donnent  la  solution  cherchée 

Soiti/(4  +  aV/3)i  onaû=4,i5=i2;^'oiia'— 6=5rfe'5=4, 
-pvLisk  =  2|  x  =  3  etj^=  I  ;  la  racine  dt^àndée  est  i  +  V^. 

Celle  de  4  —  ^1/3  eçt  I  —  V/3. 

Pourvue—  I  +  2V/— 2),â»— iç=9,feŒ33,xc=  i,Jf==  —  2,, 
^l  Ton  a  ±  (i  +  V*  —  a)  pour  racine. 

Si  a  -f-  V^^  est  un  cube  exact  ^  on  pose 

s  étant  une  indéterminée  dont  on 'dispose  à  volonté  pour  facl* 
liter  le  calcul.  En  éleirant  aju  ci^be.  et  €omp^i;^fti  les  termes  ra- 
tionnels) on  trpuve.  '.i  • 

carrant  ces  équ.  (^t  retranchant)  on  a  -  -  .      ^i 

Or,  le  £acteur  de  z*  eat  la  différence  de  deux  ciJrrés ,  et  revient 
Tisiblemen|;  à  (*  -4^  y/  yf  X  (*  r-  V^y)' ,.  pu  (^  — r^)^  >  donc 

j —  =:  (jt*  -7  j^)2.  Mais  ^  et  j^  ^çnt  siipposés  ifationncls  ;  ainsi , 

le  i^.tnei^hrQ  doit  $tremi|cubç^çxapt:; ;e|^:4.if€(r^,,t9i}joi|i|:s'ira»-«.^ 
die  de  déterminer  z  ^e  mai(i},k^  i^  remplir,  ceftf^ç^n^itipi^ ,  -xk^^i 
f4t-oe  qu'en  posant  «  =  (a*  —  6)':  si  a*  —  b  est  un  cube  ,  on 
lera  s  =«:  V.  En  général ,  on  decioniposeni  'e^^-^  b  en  '  f«6tèii^s 
premiers ,  etl'on  distinguera  bientôt  qiiels  fÀctènrër  dûitétjf  èHtWl 
întrodints  on  slipprimés  ^  poui^arôir  nn^énbé  exacte*  AinëP^'kifei  - 
i^  seront  connus  dani^  les  !r€dia(Qrns  ^         '    '^  "  ^^  '  >  iJi'^    ^^ 

"s  ■    •  .     ■  ■      -»  i  ■      •  ••  /      ;  ;  ■  "î.'f    .::;;  •  >     ;!^ 

d'où  ^  =  A*— it,     4^ ""^  3^^ ''^ ^'  ^     ' 

Celle  dernière^éqn.  donne  x ,  jcn. se  conlt€»t«nt des^sdules  racines 


rsttîoiiiidtter^  -h  précéd«ntai£nt  coMuitrt  y  y  el  Vob  â  làivacioe . 
demandée. 

Pour  *io  +  jS(|X3  on  a  a  OIS  ijy,  ^  ==  io8 ,  a*  —  i  ==  —  8; 
ainsi £=  i ,  et  i&sz  —  2^ Donc  4^  +  6*  =«:  10,  d'oit  xsb  i, 

piUsy=3;  enaB,j^(io-f^6v/S)  =  1  +  v^3.-      ^ 

Soît  encore  8  -f-  ^{/S  ;  on  a  a*  •— *  ft  =  —  16 ;  on  fér^V=  /(,. 
^  =  —  I  ;  d'où  4^5^  -l-  ir  ==  a ,  et  a?  =  j-,,  j^.  î=a  |  ;;    enfin,. 

i  J/4*  (i  +  1^5)  est  la  racin9.cu)>iq^ie  de  8+ 4V^5-     .    _  r , 

Eu  posant      V^  (a  +  1/  ^)  =  (x  +  V^^)  V/«, 

et  raisonnant  de  nséi&iè  >  ob  ^termiaèraît  x  ;  y  et  Zy  dans  le  cas. 
oi  u,  +  ^&  ^^.f^^  pwissaçice  n*  exacte* 

547.  Daiàs^iils^iitre ibrhiide^  H  »t  àoffit  pas  dé  8^ 
pour  les  radicaux  qui  s'y  trouvent ,  leur  yaleur  apprbdiée^paroe . 
qu'on  néglige  aîp^  j^^^^^  leJLraleurs  imagj»i.%ires  dont  ces  radi-- 

n  u 

eaux  sont  susceptibles.  On  doit.ten^laoor  V^v  psx  «|/^>> 

«*  V/  -^. . .  (4i*^'5if oj'î'eit ^etf anl  i  >  «^ ;  «?; . .  pbur  îéùi  racfnes  de 
régWfttipny«-X;==;^: 

Sl'PonW«~'iy^^«.iiV^^i^-^*••^^l siôit  dfe  poSèr     ' 

'•  -  -  •■> 

erd^Mf^li^iy'^âtrè'céÀ  dêiti^  é<^iVtbat'e^       t^cIb^s^'aë'Téqtu^^ 
fiâaleëii'àt^l?ëiit^lë^vViiëiir«bWè^  •  '-  ^ 

et  jiy^rQdttWaSjpi^M  ^ftç%^#»J^,ilQ|j»7fiW^d«J(#l?8 1^  det-.„; 
combinées  entre  elles  de  toutes  if|»)Mi|^iee$  pf^ibl^^.,  :         ■  5^ 
On  dégage  une  équ.  X  •=  o  des  radicaux  qui  y  entrent^  par 
le  même /i^lcul}  ^S^jçba||g4:e^ajaiie  fonjbtioà  de  i^,  Jbt^i  et  il 
yeste  à  éliminer  y ,  ^.•.  à  l'aide  àey*  =  >/  ,  f"  ==  j5(...  ;  l'équ. 
finale  en  x  est  celle  q*i'ott^^b«Pclic«.      v  —  -  .    • 


s^nzy^r-  #1  MêttUf»  pot» y  les  trmsffeileur»  Yf-à^t  ^y\  de  mévié 
tymij  ^i. poar  4,  èft  vqiifli  atires  les  neuf  racines  cfe  x^tn  oam-^ 
biaaiit  deox  à  deux  ces  sab^tittitioiit  ;  <w  bien  élimine^'  y  ^  è 
entre  œs  troiséqir. ,  et  Yèifju  finale  en  4raara  p6ar  radne^  toutes.' 
les  yalevrs  dçman^éjBSf  .^ 

548.  Pottr  ré^ttdrel'ëqU.  kûfi  +  a**'+ôiC  +'c  ==  o,  cbassons' 
le  2*  terme  et  le.  coefEctçnt  du  preniîeri  en  po,sant  (page  44) 

I  *  " 

tfoii    x'3  +  3x'i3kb—  (f)  4.  20^  — ^  9^^^  4-  ^Vk^  =  <>• 
Ainsi  y  "toute  éf  u.  ^u^^  àeff^  ^^  réductible  kyr.- 

ainsi  la  proposée  devient  ^   î 

Or,  le  partage  de x  en  deux  nombresj^  et  z  peut.serfaiire  ,d'4g|^ 
infinité  de  luaniëres^  et  l'on  a  le  droit  de  $e  donner  leur  pro- 
duit, ou  leur  difierence,  ou  leur  rapport /eTc.'..l  Posons  donc 
qiieiciv*^fttctetirestifid/(m  -    ..:       v^  — * 

Le  cube  de  la  !'•  équ.^«^  =:  —  {ipT  montre  que  j^^  et  z^  ont 
—  q  jMr'^Sàmmë^,  let-^  IgpjF'pOTi^' produit ,  c.-â-rf. ~qiie  les 
mconnoâ  ^  e^i^  soi^t  Ie9tî^ciito'  /^et  /  db)l'é()6.>dtt::^*  d^é 

;;:      _  t^^^t^nj^....,^  (2), 

qu'on  nomme  la  Réduite.  Coilnaiwaqftl^  ^^^«B  a)j(%s^^, x^;3cjfl(lv 
^  #>  «Vvét^nlrier  trois  riM^iiies  cubiques  dfri'iioité  ^«^  540^}  > 
on  a  donc  _  .  :,         --..,.  -  •    . 


\0&  ALGÈBUB. 

Mais  i]  ne  faui  paft^  pour,  obtenir  x  =^  +  «  ^  ajoàter.  toutes  ces 
valeurs  deux  à  deux^  puisqu'on  aurait  9  racines  au  lieu  dé  3*. 
Commé^  au  lieu  de  Véqu.yBs--    <  ^p^  on  en  a  employé  le  cube, 

on  a  triplé  le.nombrejdearacine8;  il  ne  fautdoncajouterquecelles 

3 
de  ces  valeurs  de  y  ej  s  dont  le  produit  est— ^p ,  ou  v/  (tf),  puis- 
que le  2f  membre  de  Féqu.  (2)  étant = —  ^.  ^  ^  la  racine  cubique 

est  =  -^p.  Il  est  fapile'de^Toir ,  h  cause  dé'ii'  =  i>,qne  des  9  coin-. 

3         3 
I^înaisons,  on  ne  doit  admettre ,  avec  x  ==:\/t  -f-  {/ 1-,  guç 

a:==«Jl/^4-»V/,     et    «V^  +  ^V^^-    ' 

Substituant  pour  m  et  m*  leurs  valeurs  —  j  (i  ±H/  —  3),  n'  538^ 
et  faisant,  pour  abréger, 

Qua  x  =  s,     a:=  — Ks^^^V'— 3)  /*"'•    V''- 

Donc,  pour  résoudre  Téqu.  du  S*  degré  (i),  il  faut  d'abord 
résoudre  la.rédii^te^2)/,  <t  cjpnni^issaiit  ^  et  iy  on  en  introdairi. 
les  valeurs  dans  les  formules  (3). 

Par  ex. ,  x:^  +  6x  =  7  donne  />  ==.6 ,  y  ==-r-  7  ,  et  la  réduite . 
t^ — 7<==8;  d'où^=5±:|,  ^=8,  /'= — 1;  les  racines  eu- 
biquèS  sont  2  et  «-^  i  ;  donc , 

«  ==;  I ,  c/==3 ,  jc=  I ,  et  —  Hi  =*^-3\/— 3), 

Soit  j^  -r-  Zy^  -f  i2j^  =  4)  ^^  P^*^ y  ^5=  ^  +  ï  poW  obasseT/ 
le  2*  terme,  et  l'on  a  or'  +  gx  -f  6=  o,  />  =9,  ^r  =  6,  et  la, 
réduite  ^  -f  6if  ==  27  j  donc  ^=3,  /== — 9,  et 

:     «  =  V*~ Vf  9i?r  —  Qp!537835  =F  X ,  ^  f/:;p  3, ?22333, 
puî^.  •  yî=o,362i65^    et  i;3i89i8±  1,^611671/ -s^'S.    ; 

L'équ.ar^  —  5x=i8donne^ —  i8^+  i  =o,/==9-±:4V^5; 
la  racine  cubique  est  (p.  io4)  |  db  5  V^5  ;  ainsi  «  =  3,û?=V^5; 
ei^ ,  a;  =:  3 ,  et  ^  ^  (3  ±:y  —  1 5). 
.  jF^-^^  27*  -+-54  =  0 ,  donne  ^  +  54^  +  729  ==  o ,  ou ..... .' 

{t  +  27)*  =  o ,  ^  =  —  27  :  ainsi  a;  =  —  6  et  3  (racine  double)^ 

549*  Tant  que  Ih  deux  racines  t  et  i'  Je  la  réduite  soM^ 


r 
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3  3  .      ,  ,         • 

^Uesj  ^itV^  le  sont,  ainsi  que  s  et  d\  il  suit  des  for* 
mules  (3)  que  la  proposée  n'a  qufune  racine  réelle.  Gépiendaiity 
gi  t=:  / ,  on  a  t/=  o,  et  les  trois  valeurs  de  x  sont  réelles ,  deux 
étant  égales  à  la  moitié  de  la  3*  en  signe  contraire.  Cest  ce 
qu'on  Toit  dans  le  dernier  exemple. 

Mais  si  la  réduite  a  ses  racines  imaginaires  {p  est  négatif ,  et 
Ton  a  bn  Outre  4p^  >  ^7^*)*  ^^  expressions  (3)  restant  corn* 
pliquées  d'imaginaires ,  il  semble  qu'aucune  racine  ne  soit 
réelle,  contre  ce  qu'on  sait  d'ailleurs  (n^  5i5^  i**, )  Ce  para- 
doxe, qui  a  long-temps  arrêté  les  algébrîstes,  a  reçu  pour  cela 
le  nom  de  Cas  irréductible.  Il  s'agit  de  montrer  qu'alors  les  trois 
racines  sont  réelles. 

Les  valeurs  de  t  et  t'  étant  représentées  par  a'±zb^  -^  i , 
la  racine  cubique,  ou  la  puissandé  |,  se  développe  (page  i6) 
en  série.  Sans  exécuter  ce  calcul,  il  est  visible  qu'on  n'y  peut 
trouver  d'imaginaires  que  dans  les  termes  o\xb^ —  i  est  af- 
fecté d^exposans  impairs;  et  comme  l'une  de  ces  séries  se  déduit 
de  loutre  en  changeant  ben  —  &,  il  est  clair  qu'elles  sont  toutes 
danx  comprises  dans  k  forme  P  ih  Q  (/  —  t ,  dont  la  somme  est 
f =aP,et  la  différence  <i=  aÇ|/  —  i.  Ainsi,  les  fofmules0)te 
réduisent  à  ces  expressions  réelles 

X—  2P,  est  —  P  ±.  Ç^/3. . .  (4). 

Nos  racines  sont  donc  réelles  j  précisément  lorsque  les  èqu.  (3) 
les  dotiwènt  sous  forme  imaginaire»  G)  cas  singulier  vient  de 
ce  qu'en  posant  *  ~  ^  +  «  elyz  =  — *-  § /> ,  rî^n  n'exprime  que 
y  tX  %  soient  en  effet  réels;  et  notre  calcul  prouve  même 
qu'ils  sont  imaginaires  quand  les  trois  racines  sont  réelles.  Pour 
les  obtenir,  on  développera  la  puissance  |-  de  a  -f-^^ —  i 
lOQS  la  forme  P-f-Qv^— i;etP  etQ  seront  connus  dans  les 
équ.(4). 

55o.  Mais  comme  il  faut  que  la  série  soit. convergente,  on 
préfère  se  servir  du  procédé  suivant.  Il  suit  du  théorème  (2)  ^ 
H*  542,  en  feôsant  7»  =  3 ,  que  le  rayon  étant  f^p., 

jf**;— 2^coSî^-f-  I  diifise  y\^^,!iy^ fiOA^  ^  i^.^^y. 


/ 


V 


no 

.  Soit  fait  «  =ss  7»  (y +y~*),daiuB  **—/>« +^  =*=<>> 

On'cbasse  le  2*  terme  en  pq^nt  im*'  =/>j  d*oîi  /»==.  ^  ^p. 

Donc j^^  H —    yf   .3  +  I  =  Oé  Mais  dan»  le  cas  que  nous  traîr 

tons ,  t  est  imaginaire  3ans  t'équ.  (2)  ,  ou  (5  q)*  ^  (|  pf  :  on 
peut  donc  trouver  un  arc  ^  dont  le  co^.  soit  la  moitié  du  facteur 
dej^',  puisque  cette  moitié  est  <  1  ; 

alors  la  proposée ,  se  trouvant  réduite  à  notre  2^  trrttouvè,  e^ 
divisible  parj^*  *—  23'COs  f  p  4"  r  ==  ®  '»  Avisant  |<ar  j^,  i)n  a 
y  ^y^*  *^  *  ^^^  i  ^'>  ^  comme  a;  t=a  /«  ( j^  -}*.  y~*) ,  on  a 

x  =  2^/(3^0). cos  j^.. . .   (6). 

»  -  ■  ,  ' 

L'^rc^  sera  donné  par  un  calcul  logarithmique  :  on  en  prendra 

le  tiers,  auqi;^!  on  ajoutera  120°  et  240^  parce  qu-on  peut  prear 

4re, outre  IVo  trouvé  d^lis  ht  table,  tes  ircs^  -f*  ^^>  f  +4^^ 

qui  ont  le  mÉm6  Cosîuu&  L'éq^v  (6)  >  où  cas  ^  i^  pr etid  trois 

leurs,  déterminera  les  trois  raciiiea  réelles. 

Soit,  pare\.,  a:'-T-5x  — 3  =  o:  on  ^  '    ^ 

2  5" . . .    0,6989700 

-ï Le  3  ...-~o,477iai3 

^y^-  difi*.  ...    'bÎ!iix84«^ 

eateul  èi.cttïW  donne  ^  «.  45*  4»^  9%  "^'^^  :  \  !    0:3^ 

éOtot  le  tiers  est  iS^  16'  3* rOn  y  ajotrtéf  a  dén,    .  .-^o,633«o36 

120^  et  24o<*,,et  Von  prendra  les  do^itius,  ^  »«»-4-o,fe7<a^3 

qui^sonl                                            '•  co#<>  *,.    1^8433 18Î 

'    •    cbriSo  iffi' r,  —  sm  $50  1^  3^  —  ces  7>  i6' 3". 
On  prend  ci-contre, 

a y^l  ...  0,4119543  0,4119543  0,4119543 

,    toti^r^,..  1,9843955»  î,85'i'5b32—  1,4053576— 

3t...  0,596^^8,-  0,2634575—,  T,g^i73u9— , 

*  =  <<iteb8"^  —  i,884a4S  —0,6566166 

PourTéqi^  ««  -^A»  -f  3  ±s  6 ,  il  suflfift  de  dbainger  Jb  en  —  «, 


^p=5,j:=^.3.çp3^=^,,ï^        J—-477Ïiii 
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et  l'un  retombe  sur  Péqu.  précédente  :  4m  a  donc  les  méoKs  ra- 
cines en  sigiies  oontrâiresé  Au  reste  >  «n^^vaitMit  dûnsctemetit 
cet  ex. ,  Téqu.  |^5)  donnait  cos  f  négatif,  Tare  ^  est  >  90®,  et 
le  suptdément  i^  précèdent  ;  le  calcul  se  ôbntjnùè  âiFiàéme. 

cul  donne  ç  =  108®  Sf  3*,  5,  et  Ton  obtient  enfin 

xs=z  1,860807. . . .  *—  2,11490^. ..  i  ^o^2^ogg. . , .. 

Équations  du  quatri^n^^ègré. 


■i 


55^.  Sjoit  proposée  l'équ.  x*  ^^ -f-^-t^^-— o;  pofir  Ja 
ré|pi^4'*Çi  em^Hoyoïis  Ja  .inéme  n^arche  quç.  ,pour  JLe,  3"  d%i:ç; 
regardons  x  comme  formé  de  deux  parties  ^  et,  f&^x=pjr'-^f; 

kfaîs  ndùs  pouvons  poser  une  relation  à  i^ohté^  entre  -y  43t  z  : 
igalant  à  zéro  la  2'  %nf  <pi,  çej^Çermq  lef  ja^i^sagoce^s  iff^^ifps 
le  r ,  nous  ayons 

-,       •  ■       •  /  ■       .  .-.••■'---••:.  I  -..   .  1         ,        ,. 

[iâ  transformée  dey ient,  en  éliminant  ^.% 

èqu.  qui  n'a  que  des  puissances  paires  cté  ii.*t'ais6tîs'd6hc/][N!>ur 
jimplifier,  z^i=i^  f^.etn^éstfBtràû^  ' 

Cest  la  réduite  quîx  est  du  3*  desré .  et  a  nécessairement  au 
moins  une  racine  réelle  et  positiye  (j  :  désignons  par  ^. cette 

i  t 

*  ;  .     :  I  i  I     '  .       •  '  .  .  .         ,  ,     . 

n  H$mt^figîigW.cçjtfffqu.d^s«p.a«  ternie,  ^jç^tt.s?  j  (u  —  a^); 
d'ok  w'  —  Qu  (p"  4-  4'*)  4"  7  V  ""!î*P'  •"  217^*  ~  *^- 


ita  ÂLOÈnit; 

racine;  nous  aroiis  sssdi  ^  1/  tf*oh  le  signe  'est  ^idrfNtraîn 
Substituant  dans  x*ssBy  +  »  et  dans  (i) ,  il  Tient 

On  troure  enfin ,  tni  ayaht  égard^ irla  oorrèspondande  des  sigoci 
et  éliminant^. 


a        y  \      4      2i      ^\/ty 


•  •  .    (^). 


Ainsi  Pon  résoudra  la  réduite  (A)  ;  et  prenant  une  racine  je 
sitîre  / 1  on  la  substituera  dans  les  formules  (^) ,  qui  doniM| 
les  quatre  Taleurs  de  x. 

Soit,  par  ex.  y  2jr*— 19«*+24««=^;  /?= — -ï^,  jr  =  i2,elc; 
la  réduite  est  <^  —  tg^  4"  '9^^  s=  i44-  1^'une  des  racines  i  s:! 
donne 

,«  J  V3  d=  V'(4  -  a|/3)..  et  -  i  V3  ±  1/(4  +  a  v/SX;;^ 
et  ootnine  (p.  to4)  i/(4^ ^v/S)  ==  t  d=  ^3, 
ona  a:=idbiv/3,    »  =  — id:|V3. 

L*équatîon  **  —  aS**  +  66*  —  36  =  o  a ,  pour  réduite 
<*  —  5o  <•  +  769/  =  36oo  ;  prenons  <  =  9 ,  et  nous  auroi 
s=s3y  a,  I  et  —  6, 

Pour  x^  —  x+  i  =  o,  ona  <*  —  4*''=  '  ;  d'oi  t  ==  2,1 14907- 
(voy*  p*  1 1 1)  '>  on  en  tire 

«  =  —  0,7271360  ±1  0^9340992  V^  —  I ,    . 
*  =  +  0,727236   ±:  04300139  V^  —  I . 

Enfin ,  Téquation  x*  —  3**  —  4^*  =  ^o  donne 

/î_  6/* +169^=1764-, 
d'où      ^=9;  puis  y  =  4,  —  1  et  i  (3  ih  v/  —  3i). 

552.  Examinons  lés  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Nous  i 
▼ons ,  d'après  Téqu.  {A)  ,  dont  i,  ^,  «*  désigneront  les  racine 
que 
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ii»^  donne        — / — 2/>=/  +  /^....  (3); 

,a.  v/(^.0==-^ (4). 

jeitraction  des  racines  effectuée ,  on  devrait  prendre  le  signe 
b;  mais  si  q  est  positif,  l/'C^'-O  ^^  V^  ^'^^  même  signe,  tandis 
[■ele  contraire  a  lieu  si  q  est  négatif.  Gomme  la  réduite  {A)  ne 
mtient  pas  q^  mais  g*>  elle  reste  la  même,  quel  que  soit  le  signe 
le  9 ,  ce  qui  oblige  de  distinguer  deux  cas ,  compris  ensemble 
bns  Péqa.  (4). 

Si  q  est  positif  dans  la  proposée ,  substituons  les  valeurs  (3) 
fl(4)  dans  l'équ.  (2),  0&  l'on  a  déjà  eu  égard  au  signe  =hde  |//; 
%m  aurons 

double  signe  di  doit  concorder  avec  celui  de  Téquation 
^db  ^  l/^y  ainsi  qu'il  résulte  du  calcul  ci-nlessus.  Par  con- 
it ,  ^  étant  positif ,  on  a 

S  j  est  n^atif  (*) ,  V'C^-O  = 77  *  ^*  substitution  dans 

>  (2)  ne  cause  que  la  modification  de  signe  du  dernier  terme  : 
ktdcol  reste  donc  le  même  ;  à  ce  signe  près,  et  les  valeurs  dey 
it  seulement  des  :£:  ^t"  au  lieu  des  zp  y/^* 

I^  ji  la  réduite  a  ses  trois  racines  réelles  j  il  ne  peut  arriver 

deux  cas;  comme  leur  produit  t,i .f  ^=:iq^  est  positif,  ou 

sontn^atives,  ou  aucune  ne  l'est.  Dans  ce  dernier  cas, 


f)  Cette  dittînction  nVtait  pas  nécessaire  à  faire  dans  les  formules  (J9), 
fi*OQ  doittonjôars  y  sobstitner,  pour  p,  </,  r,  leurs  valenrs  donne'es, 
dee  tignef  qui  leor  appartiennent;  et  il  est  clair  <juc  si  q  est  négatif, 
^dernier  terme  des  ëqa.  ifi)  change  de  Ini-méme. 

X  8 
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^t^  ^t\  ^t'  sont  réels I  et  nos  quatre  racines  de  x  sont 
réelles.  Dans  Taatre  cas,  au  contraire,  \/lf  et  ^f  sont  iina* 
ginaires^  et  les  quatre  valeurs  de  x  le  sont  aussi.  Donc ,  quand 
la  réduite  tombe  dans  le  cas  irréductible^  la  proposée  a  ses 
quatre  racines  ensemble  réelles  ou  imaginaires^  selon  que  ta 
trois  valeurs  positives  ou  une  seule.  On  en  a  tu  des  exemple 
ci-<lessus. 

Cependant  s'il  arrive ,  dans  ce  2'  cas,  que  /:szfy  oomaii 
deux  de  nos  valeurs  de  x  contiennent  la  différence  des  radh 
eaux  \/t'y^t",  les  imaginaires  s'entre-détruiront,  etlapiil 
poséaaura  deux  racines  réelles  et  égales,  et  deux  imaginaires*  ^ 

2^.  Si  la  réduite  ri  a  qiCune  seule  racine  réelle  t ,  comme  f 
est  alors  positif,  ^t  est  réel.  D'ailleurs,  désignow  /et  /^  pas: 
a±Lb\/ —  I ,  d'où  i~ 

le  carré  est(\//it:  1/0*"=    2a±7.\/ {a*  +b% 

Ce  dernier  radical  est  visiblement  réel  et  ^  a  ;  ainsi ,  notfC 
carré  a  deux  valeurs  réelles,  l'une  positive  ,  l'autre  négative Ç 
en  extrayant  la  racine ,  qui  est  ^/  dl  ^f ,  on  a  donc  uflC 
quantité  réelle  \/A  d'une  part ,  et  une  imaginaire  |/  —  i^  4i 
l'autre.  Remontant  aux  valeurs  précédentes  de  « ,  on  voit  clai- 
rement que  si  la  réduite  nfa  qu'une  seule  racine  réelle  t,  celltek 
estj)psitivej  et  la  proposée  a  deux  racines  réelles  et  deux  ^1M|^ 
girpaires.  j^ 

IV.    FONCnOWS   STMÉTRIQUES. 


Puissances  des  racines  des  Équations.         m 

553.  Ou  dit  qu'une  fonction  est  symétrique  on  inpariabtt^ 
quand  elle  n'éprouve  aucune  altération  ,  en  y  échangeant  deQl^ 
des  lettres  qui  s^j  trouvent  l'une  en  l'autre  :  telles  so9^ 
a»  ,+.  b^,  \/a  +  \/b^  a  -+•  fr  4-«iii  o.sin  6,  etc.,  qui  demei^ 
rent  les  mêmes  lorsqu'on  met  b  pour  a,  et  «  pour  b.  Lescoe4P 
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eiens  des  divers  termes  d'une  équ.  X  =  o  sont  des  fonctions  sy^ 
nétriqnes  des  racines  a^b^c. , .  (n**  5o2). 

STous  représenterons  a  Favenîr,  par  [^a^b^c^  . . .]  ,  la  fonction 

sjrmétriqae  dont  a'^b^c^. . .  est  un  terme,  et  dont  on  obtient 
les  autres  termes  en  échangeant  chaque  racine  a^  bj  c. . .  en 
toutes  les  autres  successivement  :  par  fm  la  somme  des  puîs* 
sances  m  de  ces  racines ,  ou  /i,  =  a"*  +  A"î  -(- <^"**  •  •  •  Or  ^  sans 
mmaitre  ces  racines ,  prouvons  qu'on  peut  toujours  trouver  les 

^nantités/in  et  [a^6^c>. . . .],  quelf  que  soient  les  entiers  m, 
m^fi^y, . . . ,  en  fonction  des  coeffîciens  p,  q,.. .  de  la  pro- 
posée, 

jJT  =  «™  4- /)X"^' -f- g'ar"*"* . . .  +  tx  +  u^=.o. 

X  est  identique  avec  («  —  a) .  («  —  i) .  (j?  —  c) . . . ,  et  l'on  a  vu 
{m**  524  >  a'O  que  la  dérivée  X'  est 

»«•»-« -f- (m—  i);>x«»-«. . .  +«=(x—  h)  (x— c). .  .^(x— a}(x-?c). . .  etc. 
Ib  divisant  par  X^  on  trouve 


'      +:-L,  +  ^ 


défdloppant  (»— a)""',  on  a  (page  16, 1) 


a 


•  •  ■  • 


logeant  a  en  6,  c.  • .  -,  et  prenant  la  somme  de  tous  ces  ré- 
Itats,  notre  second  membre  est 

[oltipliant  donc  Téqu.  par  *"*  +iw""'  +  S'*"*'"* + rx^'^ 


x"-^...  etc. 


+  /. 

X— •+  /. 

a?^'+  /» 

•¥mp 

+Pf^ 

+P/' 

4-  »»^ 

+?/. 

, 

-f*  mr 

•  •••••• 


fi*  membre  a  m  termes  ;  le  second  va  à  l'infini ,  chaque  ligne 
it  son  I*'  terme  reculé  d'un  rang  de  plus  à  droite  que  dâF> 

8.. 
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la  ligne  qui  précède  ;  il  y  a  tu  +  i  lignes.  £n  comparant  les 
coeffîclens  des  mêmes  puissances  de  x  dans  cette  identité^  an 
obtient  une  infinité  d'équ.  Les  m  i'"  ont  chacune  un  terme 
de  plus  qbe  la  précédente;  elles  sont  (en  supprimant  mp,  mq,,, , 
aux  deux  membres) 

fk  +  pfk-t  +  qfk-^%  +  rfk-^ +  ftp  =  o {A)^ 

k  étant  un  entier  <"  t»  ,  et  f  le  coefficient  de  ar"*""*  datas  X,  Au- 
delà  de  ces  m  équ.  ^  le  i*''  membre  ne  donne  plus  de  terme  k 
comparer  a-vec  ceux  du  a*,  et  Ton  trouve 

fi+pfi-i  +çfi-*  +  '//-s. . .  +  z^/î-iii  =  o (jB), 

l  étant  un  entier  ^  ou  =  ttï.  On  a  /^  =  a®  +  i®. . .  =  #». 

554.  Ces  équ.  sont  dues  à  Newton  :  en  voici  l'usage. 
La  i"^"  donne/,  =  - — p ,  valeur  qui,  introduite  dans  la  a*, 
donne  /»  )  on  a  ensuite  /a . . . 

/x=— i>j    /a~— p/i— 2y,    /a  =  — p/i  — s/,— 3r...; 

et  ainsi  de  proclie  en  proche.  En  général ,  la  valeur  deft  conduit 
à  cette  règle.  Sous  les  m  termes  qui  ^  dans  la  série  des  f,  préci-' 
dent  celui  qu'on  veut  calculer ,  écrivez  les  coeffîciens  de  X  en . 
ordre  inverse ,  avec  des  signes  contraires  ;  multipliez  chaque  ' 
terme  par  celui  qui  est  au-dessous,  ajoutez,  et  vous  aupezb 
terme  suivant  fi  : 

"—M,        — /. . .     —7*,     "^Sli     ^^P* 

Soit,  par  ex. ,  l'équ.  oc^  —  3x^  +  aa;  —  i  =z=  o,  où  />  =  —  3| 
^  =  2  ,  r  ==  —  I  ^  les  facteurs  seront  i ,  —  2  et  3.  Ainsi ,  (A 
trouve  d'abord/;  =  3  ,  /j  =:  3  ,  /»  =  5;  la  série  des /se  con- 
tinue comme  il  suit ,  chaque  terme  étant  formé  du  produit  àeà 
trois  qui  le  précèdent,  multipliés  respectivement  par  1,— 2  etîr-i 

3, 3, 5,12,  29, 68,  i58,  367,  853,  1983, 4610,  10717, 24914—  * 

Pour  a^  —  3jc*  +  lar  =  4;  les  facteurs  sont  4;  —  i2  et  3,*^ 
et  l'on  obtient  • 


\ 
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3,  3,  —  i5,  —  69,  —  i5,  7a3^  2078,  —  2&17,  —  s^SSS... 
Enfin ,  pour  x^  —  2x=  5 ,  les  multiplicateurs  sont  5 ,  2  et  o  ; 
on  trouve        3>  o^  4;  1^9  &>  ^O;  9I;  <4^9  4^^""* 

En  appliquant  ce  théorème  à  a?"*  —  i  =  o ,  on  obtient ,  comme 
page  97, 

n  est  donc  facile  d'obtenir  la  somme  de  toutes  les  puissances 
entières  des  racines  d'une  équ.  sans  connaître  ces  racines.  S'il 

s'agissait  des  puissances  négatives ,  on  changerait  s  en  -,  et 

l'on  appliquerait  nos  formules  à  la  transformée  en  j^  ;  on  aurait 
les  sommes  demandées.  Pour  l'équ.  «^'—  3j:*  +  2j:  =1  i,  on 
tarait  les  facteurs  i ,  —  3  et  2  de  la  transformée;  d'où  les  som- 
mes des  puissances  positives ,  qui  sont  les  négatives  demandées, 

3,  2,  —  2,  —  7i  ♦^6'>  7,  25,  23^,  -7-^22, —  88. . . . 

I       555.    Cherchons    à    exprimer    toute  Jonction    symétrique 

I  [e^i^cy. . .]  ,  ^  l^aide  de  /,  /i  /3»-«->  le  nombre  des  racines 
I  a,  b,  fi^,.  comprises  dans  chaque  terme  étant  n.  Cette  fonction 
F l[<rf>tiendrait  en  permutant  les  nt  lettres  a^  6,  c.  .  de  toutes 
les  manières  possibles,  nkn,  donnant  à  la  i^®  lettre  l'exposant  a, 
iS  à  la  2^ .  •  •  ;  lè  nombre  des  termes  sera  mPn,  Cependant ,  s'il 
arrivait  que  deux  exposans  fussent  égaux ,  <»  =  ^ ,  comme  les 
initiales  ab ,  ha  n'apporteraient  aucune  modification  au  terme 
résultant ,  le  nombre  des  termes  ne  serait  que  la  moitié  du  pré- 
cédent :  il  serait  le  6^  dans  le  cas  de  trois  exposans  égaux  y  etc. 

Pour  obtenir  la.  valeur  de  [a'^À^]  ,  dont  les  termes  ne  con- 
tiennent que  deux  des  m  racines >  opérons  les  permutations, 
comme  n**  49^  >  en  multipliant 

/;  =  «*+ fc*  +  c*...  par /^  =  a'»+i^  +  c^.... 

Si  les  facteurs  partiels  contiennent  la  même  racine ,  le  produit 
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partiel  aura  la  forme  a*"^^;  sinon  ce  produit  «era  tel  que  a*i^. 
Ainsi  le  résultat  sera  /^^.^  +  [«*^J  ;  donc 

De  même ,  pour  la  fonction  [a*Z)^c>'] ,  multiplions  [a*è^J  par  < 
fy  ',  (C)  deviendra  =/«t  Xf^Xfy—  /a-^^  X  fy  Formons 
le  produit 

(a*^  +  a'^c^  +  &*c^  +  . . .)  X  («^  +  A^  +  c>. . .  .)• 

i^.  Si  les  facteurs  partiels  n'ont  pas  de  racine  commune  ji  le 

produit  partiel  ^st  tel  que  a^h^c^  \  ces  résultats  réunis  forment 

la  fonction  \d^}rc^\  dont  on  cherche  la  valeur. 

2^.  Si  les  facteurs  partiels  comprennent  une  racine  commune 9 

le  terme  sera  tel,  que  «***">  Ir  ^  ou  a!^h^^ ^  suivant  que  cette 
racine  sera  le  i^*^  facteur  ou  le  2".  De  là  résultent  les  fonctions 
[a^'^i^]  >  fa^ô^"^]  >  ^oiit  l'équ.  C  donne  les  valeurs  :    , 

On  a  donc (D) 

L'esprit  de  ce  genre  de  calcul  est  facile  à  saisir  ;  et  l'on  peut 
l'appliquer  aux  fonctions  symétriques  formées  de  quatre  fiaic-^ 
teurs  et  au-delà.  On  sait  donc  évaluer  ces  fonctions  à  l'aide  des 
seuls  coefficiens  de  la  proposée^  puisque  lés /sont  connues  par 
ce  qu'on  a  exposé  précédemment. 

Observez  que  si  la  fonction  symétrique  proposée  était  frac- 
tionnaire,  en  la  réduisant  au  même  dénominateur^  elle  for- 
merait une  fraction  dont  chaque  terme  serait  une  fonction  in- 
variable. C'est  ainsi  que 

< 

L6J         b   ^  a       c       a      c       b  abc... 

Appliquons  ces  préceptes  généraux. 
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Résolution  numérique  des  Équations. 

556.  Plus  a  sera  grand  par  rapport  aux  autres  racines  b,c,.,f. 
plus /a  approchera  d'être  égale  à  son  i*"^  terme  a*,  et/i_,  à  a*"*  : 
ces  /sont  d'ailleurs  connues,  d'avance.  Donc ,  en  divisant^  on 
trouve  a  =zfn  l  /&.,.  Ainsi,  après  avoir  formé  la  série  des 
nombres  /> > /i^  /à*  •  •  >  le  quotient  de  chaque  terme  par  celui 
qui  le  précède ,  approchera  de  plus  en  plus  de  la  racine  supé-* 
Heure  a,  k  mesure  que  l'indice  de  /sera  plus  ëleyé.  On  pour-* 
rait  de  même  obtenir  la  moindre  racine  (n^  5o6). 

Les  imaginaires  peuvent  modifier  notre  proposition;  car  soit 
x:=:tt  :iifi  ^— i:  faisons  «csA  cos  ^ ,  /S  ::s  A  sin  ^,  ce  qui  est 
toujours  permis,  puisqu'il  en  résulte- 

A»s=«*  +  ^,  tangç)  =  -, 

équations  d^oùl'on  peut  conclure  A  et  l'arc  ç  dans  tous  les  cas. 
On  a  4;  =  A  (cos  ^  ±:  sin  ^.  |/  —  i);  d'où  (note ,  page  98) 

(«  d=  i8\/  -p- 1)*  sac  A*  (cos  kç  dbsin  kq>.  \/ —  i). 

Nos  deux  racines  imaginaires  supposées,  introduisent  donc  dans 
y^  le  terme  aA*  cos  A^.  Il  faut  donc  que  a,  ou  V/(**  +  /8*) ,  sôit 
moindre  que  la  plus  grande  racine  a ,  pour  que  le  théorème  pré- 
cédent soit  vérifié. 

Pour  le  I*'  ex.  du  n**  554 >  ^^  */i8  =  ^7918,  /,»  s=  249^4 *»  '« 
quotient  t^frl  =  2,824717  est  une  valeur  approchée  de  x. 

557.  Formons  l'équation  au  carré  des  différences. 

Z  =  a»4.Pi5»-»4-Ç«»-*... +i;  =  o, 
où  les  inconnues  sont  P ,  Q. .  •  17.  On  a 

{x  —  aY  =  x^  —  lax^"'  +  ^'a«*'~»  —  ^ V*'-^  _  -4.  ^i^ 
ix  —  by  =x^^  Ibx^-'  +  A'b*x^^  —  ^''iV-». . .  ±:  i', 
(s  —  c)'  =  «'  —  /c«'-'  +  A'  etc. 

Ces  équations  sont  en  nombre  m  -,  l,  jâ\  A" ...  sont  les  oœffîciens 
du  binôme  pour  la  puissance  l  :  a)outon8,  le  a^  membre  sera 
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Changeons  successÎTenient  x  en  a ,  bj  c. ,. .  <, 

(a—by  +  (a  —  cY...  =ma^  —  lf^a^-'+  ...  ±:/j, 

(c  —  ay  +  etc 

En  ajoutant  toutes  ces  équ.,  le  i*''  membre  est  la  somme  det 
puissances  1  des  différences  de  toutes  Us  racines,  retranchée 
deux  à  deux.  Le  2*  membre  est 

nifi  —  Iftfi^^  +  A'f^i^^  —  -^Ya/z-s  +  . . . .  ±:  mfi. 

Or,  si  l  est  impair ,  on  ne  peut  rien  tirer  de  cette  formule; 
car  les  différences  sont  égales  deux  à  deux  en  signes  contraire 
et  leurs  puissances  /  s'entre-détruisent.  Le  2*  membre  est  fornu 
de  termes  dont  ceux  qui  sont  à  égale  distance  des  extrêmes  on 
même  coefficient,  mêmes  indices  pour/,  avec  des  signes  con< 
traires  :  ces  termes  se  détruisent  donc  aussi  :  de  là  o  ;=  o. 

M^is  si  /  est  pair ,  (a  —  ^)^ ,  (^  —  a)' sont  égaux  deux  i 

deux,  et  chaque  terme  du  !•'  membre  est  double;  d'ailleurs,  le 
parties  du  2^  sont  encore  égales  deux  à  deux,  mais  ont  mémi 
signe  :  elles  se  doublent  donc  aussi,  excepté  le  terme  moyen 
qui  ne  s'accouple  avec  aucun  autre.  Prenant  la  nioitié  des  deo] 
membres,  chaque  terme  redeyient  simple,  et  il  faut  réduiri 
le  terme  moyen  à  moitié.  Ainsi  d'une  part  faisant  l:=:2i 
le  i^'  membre  devient  la  somme  des  puissances  2i,  des  difl 
des.  racines,  ou  celle  des  puissance^  i  des  carrés  de  ces  diff. 
somme  que  nous  représenterons  par  Si,  D'une  autre  part  2i,  A 
A" . ,.  désignant  les  coeffîciens  du  binôme,  pour  l'exposant  2» 
îl  Tient 

Si  =  mf^i  —  2i/l./ai-i  4"  A^  f%fi%i^%)  —  A"  fzfç^^i^^y*'  • 

Les  coeffîciens  7.i  >  A' ,  A" ,  ^ ,  ont  pour  valeurs  les  nombre 
de  la  ligne  2»  dans  le  tableau,^ p.  7  \  on  doit  s'arrêter  au  terme  di 
milieu ,  dont  on  prend. la  moitié.  Ces  facteurs  sont  pour 
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i  i=z  I.  .  . 

I>      I 

*     aHMa      2  •    •    • 

1,     4,     3 

»   =    3... 

Y,     6,  i5,     10 

i  :=s  4^.  •  • 

I,    8,  28,     56,     35 

^      »  o«  •  • 

I,  10,  4^,  120,  210,  126 

i  =  6. .  • 

I,  12,  66,  220,  49^9  79^9  4^-  ^^^ 

I^oii  Ton  tire 

Ï2J 


S*=mfi—îfrf^-i-  3 {J^Y  *5«=m/,«— io/,/j  . .  .—ia6(/»)« 

Gela  posé,  si  l'on  [a  calculé  la  série  /o/i/l*  •  •>  on  pourra 
tirer  de  cette  équ.  les  yaleurs  de  (a  —  i)*  +  (a  —  c)*. . . ,  en 
faisant  i  =  i  ;  ce  sera  la  somme  S^  des  puissances  i  des  racines 
deZ=o;i  =  2,  donnera  de  même  (a — i)^  +  («  —  c)*.  • . . , 
00  i$A,  etc.  £n  général ,  Péqu*  (iV)  donnera  la  somme  Si  des 
puissances  î  des  racines  de  Téqu.  au  carré  des  différences.  Or, 
d'après  les  équ.  (^A)  pag.  1 16,  appliquées  à  cette  équ.,  on  a 

Le  calcul  des  S  derra  être  poussé  jusqu'à  riâdlce  7i= J7i*(ii»— 1), 
àeffré  de  J?,  et  celui  des  /,  jusqu'à  un  indice  double. 
Pour  «^  +  ^*  «4" '^  =  ^  >  les  y^, /,....  sont 

3,  o,  —  2qy  —  3r,  2gr*,  5^r,  — aq^  +  3r*j 

ffoà  5,=— 6^,^.=  i8y%  5s=— 66jr3-.8ir*; 

P=     %,    Ç=93rS  /î  =  -27^+  4^^ 

Ce  sont  les  cœffîciens  de  l'équ.  au  carré  des  différences  poijir 
le  3*  degré.  On  trouyer^^  les  formules  pour'  le  4'  et  le  S'  degré 
dans  la  Résolution  numér.  de  Lagrange ,  n®*  38  ^  3g,  et  note  III. 

Equations  du  second  degré. 

558.  L'équ.  x^  -^  px  '{'  q  m  o  ayant  a  et  &  pour  racines  in- 
connues, cherchons  la  valeur  z-=a  -\^mhy  m  étant  un  nombre 
arbitraire.  Comme  a  +  i  =i=  —  /?  «  ces  deux  équ.  feront  con- 
oaître  aeXb^  quand  z  sera  obtenu.  Mais  on  ne  peut  trouver  cette 


/ 
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valeur  de  a  4-  mby  sans  obtenir  aussi  ceUe  de  6  -f-  ma\  z 
ces  deux  racines^  est  donné  par  cette  autre  équ.  du  2*  deg 

[jB  —  (a  +  /w6)]  X  [«  —  (6  + ma)]  =0. 

Il  est  donc  impossible  de  tirer  parti  de  ce  calcul  ^  tant  c 
demeure  quelconque.  Mais  si  cette  équ.  en  2  est  priyée 
terme ^  ce  qui  arrive  quand  m^=z  —  i  ^  on  a 

et  comme  (p.  n6  )  /»  =/>*  —  2^  >  on  trouve 
d'oii  Pon  tire  enfin  les  deux  racines  a  et  b. 

Équations  du  troisième  degré. 

,  559.  Les  racines  de  «^  +  />*  +  ^r  =  o  étant  a,  b^ 
quantité  iE  =  a  +  mb  -f-  tic  est  susceptible  de  6  valears  (i 
ci-aprës)  ^  qnand  meln  sont  quelconques  :  et  comme  on  n( 
trouver  l'une  de  ces  valeurs,  sans  que  le  calcul  donne  en  i 
temps  les  5  autres ,  z  doit  être  racine  d'une  équ.  du  6*  d< 
il  est  donc  inutile  d'espérer  qu'on  trouvera  z  avant  x.  G 
dant  si  l'on  admet  que  metn  peuvent  recevoir  des  valeurs  h 
que  cette  équ.  en  z  soit  z^  +  -^^^  +  -^  ^==  o ,  résoluble  par 
degré  (n^  545),  on  en  tirera  bientôt 2,  et  ensuite^.  En  < 
posant  2^  ==3  If ,  on  à 

tt  =  — i^±:t/Q^«  — -ô)  =  <r\...(i). 

Dés^ikant  par  %  et  z"  \é^  deux  racines  Cubiques  de  z^ ,  c 
I  ^  «,/**  celles  de  l'unité  (n*  SSg) ,  les  six  valeurs  de  2  do 
résulter  de  tous  les  cbangemens  de  place  entre  a,  b^  c,  di 
trinôme  a  +  mb  +  ne  :  posons 


«'  =  a  +  mb  +  ne 

ûtz'  ss  b  +  me  'i'  na 

«tV  =E  c  +  ma  -}-.  nb 


»''  =  a  +  tjÔ  +  me . . . 
«•s"  :=  6  -4-  /îC  +  moj 
Az    =  C  -f»  Tza  '-)-  m>b» 

Chaque  lettre  passe  ici  d'un  rang  à  celui  qui  est  à  gaueht 
l«'x*'  terme  à  là  dernière  place.  Il  reste  donc  à  détermim 
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arbitraires  m  et  n,  de  manière  à  ce  que  ces  six  équ.  soient 
réalisées.  Multiplions  etz'  par  ct^;  il  vient,  à  cause  de  a^  =  i , 

z  =  A^b  +  nut'c  +  TiM^a  =  a  +  fnb  -f-  tic  . 

L'identité  exige  que  les  ooeffîciens  respectifs  de  a,  6,  c,  soient 
égaux ,  ou  et*  =z=  m ,  ma*  =  »  ^  net*  =  i  ;  donc  mssza,*,  n=set» 
En  substituant  dans  les  six  équ»  (2),  on  trouve  qu'dles  sont  une 
conséquence  de 

j/  =  a  +  ac  +  A*b ,     «•  =  a  +  «e^  +  «t*c . . .   (3). 

Ainsi ,  en  prenant  m:=et*yn::^Ay  notre  trinôme  a  six  valeurs , 
qui  ne  forment  que  deux  cubes  différeos  /^,  s^^^  car  en  multi- 
pliant les  équ.  (3)  par  et  et  et*^  on  reproduit  les  6  équ.  (2)  dont 
les  i""*  membres  n'ont  visiblement  pour  cubes  que  z'^  et  z^. 

n  est  donc  certain  que  les  6  valeurs  de  z  sont  racines  d'une 
équ.  de  la  forme  z^  -f"  -<^«^,+  ^  =  o,  ou 

(^  —  Z''){s?—Z''^)=z^'-'(^Z'^  +  Z"^)z^'^z'^z"^z=:0y 

il  reste  à  déterminer  jietB,  savoir  :  ^ 

car  une  ^ois  A  et  B  connus  en  fonction  des  coeffîciens/>  et  q^ 
l'équ.  (i)  donnera  les  valeurs  de  2^,  dont  les  rfiçines  cubiques 
/  et  z"  seront  connues.  Les  équ.  (3)  donneront  ensuite  a,  b^c, 
comme  nous  le  montrerons.. 

Développons  le  cube  de  z'  z=z  a  -^  ac  +  it*&^  en^éftabt  i 
pour  A^  diaque  fois  qu'il  se  rencontre  9 

2''=/s  +  6abc  +  3A  {a*c + ô»a  4-c!&)  +  3*»  {a^h^i^a^  jt^)  ^ 
On  obtient  z"^  en  changeant  ici  &  en  c^  ajoutons  ces  d^ux  résul- 
tats,  il  vient 

À  ^2/3 122r  +  3(ût  +  «^*)  [«•JJssSJT's  —  12^, 

à  cause  de  abc  =  —  ^r,  /,  =  6 ,  à  4-  «*= —  i ,  et  de  la  formule 
(C, p.  ii8)4uidonne  \c^b']:=zj^f^ — /3:etcomme/3=— 35r, 
on  a  u^  3=  2^5^. 
D'un  autWB  Côté,  «V  =^+<ct4.i»«)  [a6]  =  — -3/7, 

àcausede       /•  =  —  2/?,   [a^]s=tp,  a  +  at*:±s-^i, 

le  cube  est  -5  =  -^  27/)'. 


«     ^ 


1 24  ALGÈBRE. 

Ainsi,  M=  -  27  (1  ^r  d:  )/±q-  +  ^p^  =,3. 

Comme  ici  les  facteurs  de  27  sont  les  racines  if  et  f  de  l'équ. 
^  +  gt  =  (J  p)' ,  on  a  r'  s=:  27^. 

Éliminant  a,  bj  c,  entre  les  équ.  (3)  et  a  +  6  +  <^  =  o,  qai 
provient  de  ce  que  la  proposée  n'fi  pas  de  2*  terme ,  on  a 

s  3 

et  puisque  ssfszsS  \/i ,    «*=  3  V^/" ,  on  retrouve  les  valeurs  du 

vP  548. 

Équations  du  quatrième  degré. 

56o.  Pour  résoudre  l'équ.  x^  +  px*  -f"  S^-*  +  '^  =  o  1  ïious  ne 
chercherons  pas  à  former  les  valeurs  dez:=^a'^lb'^mc+ndt 
qui  sont  au  nombre  de  24;  mais  de  2=  a  -f-  6+  m(e  4'^) 
qui  n'en  a  que  6  :  et  même  faisant  771  =  —  i ,  nous  poser(ms< 
xz=:a^  b  —  c^-^df  dont  les  six  valeurs  sont  égales  deux  à 
deux  avec  des  signes  contraires.  La  racine  z  sera  donc  donnée  a 
par  une  équ.  du  6*  degré ,  telle  que  «®  +  Az^  +  Bz*  -f-  C= 0, 
qui  n'a  que  des  puissances  paires ,  en  sorte  que  ces  6  valeurs 
n'ont  que  trois  carrés  différens.  Posant  z*  =  ^,  on  rietombera. 
sur  une  équ.  du  3*  degré,  qui  donnera  t,  par  suite  z ,  et  enfin  x,  * 

En  développant  le  carré,  on  a 

La  i"^*  partie  est  nulle ,  puisque  le  2*  terme  manque  dans  la  pro* 
posée  :  ajoutant  et  ôtant  4  (a^-f-^)>ona 

(a  +  ô  — c— ûO'=— 4[^]+4(ûô+«û0- 
Changeant  b  en  o,  puis  en  d,  comme  [afr]  b=  p ,  on  a 

(a  +  c  —  &  —  û?)*  =  —  4f^+4(ûK?  +  fcûO, 
(a-f-û?  —  c  —  &)*==r-4/>  +  4 (^^ "h  ^^) 5 

telles  sont  les  valeurs  de  nos  trois  carrés  z^.  Il  est  clair  que  les 
calculs  seront  plus  simples,  si  l'on  prend  pour  inconnue.'* 
M  =  j  2*  -f-  jp  >  puisque  les  valeurs  de  u  seront       ^ 

ab  +  cdy    ac  +  bd,     ad  +  bc  ; 
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ibrmons  l'équ.  qui  a  ces  trois  racines.  Comme  on  a 

on  trouve,  d'après  la  formule  Dy  et  en  divisant  par  2  ou  6 
(p.  117),  s'il  y  a  lieu,  que, 

i^  La  somme  des  binômes  est  [a6]  =p; 

2^.  La  somme  de  leurs  produits  2  à  2  est 

3®.  Le  produit  des  trois  binômes  est  aicd  X/a  +  [û*ôV], 

ou        ^y;+^A^-i/4-/a+î/6=-4pr-f^»; 

ainsi,  on  a       u^  — pw*  —  ^ru  +  ^pr  —  ^r*  =  o, 
on  sfi  +  6pz^+  162*  (p»  —  4r)  —  64^»  =  o, 

en  mettant  |  £^  +  jp  pour  u.  Une  fois  connues  les  trois  valeurs 
de  «■ ,  puis  leurs  racines  ±[z,z'  et  z") ,  il  faudra  tirer'a  yb,c^d 
deséqu. 

iijoutées  2  3  2,  ces  équ.  donnent 

dont  la  somme  a  =  ^  («  +  ^'  +  ^0  •  par  suite,  on  a  b,cetd, 
OtyZj  z'  yz"  étant  prises  en  ib,  on  a  8  racines  au  lieu  de  4  :  et 
es  effet,  l'équ.  en  z  dépendant  de  ^%  et  non  de  ^,  notre  calcul 
laisse  le  signe  de  q  arbitraire.  Le  produit  des  trois  dernières 
éqù.  est 

I  zz'z"  =  a^  4.  a»  (6  4.C  +  ûO  +  [«^]  =  — y, 

à  cause  de  —  a  =  ô  +  ^  +  ^*  ^^  produit  zz'z"  a  donc  un  signe 
contraire  à  ^,  d'où  suivent  ces  deux  systèmes,  comme  p.  112^ 

q  positif,  x  =  \{z±.z'zjç:z'),eX\{—z±.z'±iz''y, 

q  négatif,«  =  U«=î=*'=fcO»etH-«^*':±:«') 
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Élimination. 

56i.  Soient  Zs=:  o,  ou  ka^  -|- />*""**  -|-  etc.  -|-  w  s=  o, 

7^  =  0,  ou  itV  +  /iV-»  4- +  m'  =  o; 

deux  ë^u.  en  x  et  y.  Si  la  2*  équ.  est  supposée  résolue  par  rap^ 
port  à  ar,  savoir,  x  ^^fy^çy^  4j''*'3  c*  qu'on  substitue  ôei 
fonctions  de  y  pour  x  dans  Z  =  o ,  il  en  résultera  autant  d'éqo. 
^  =  0,^  =  0,  C  =0. . .  ^  en  j^  seul.  Si  la  première  est  réso- 
lue «  les  Taleurs  j^  r=:  et  ^  /,«-.. .  étant  mises  dans  x  ^=^fy ,  àsat 
neront  les  valeurs  correspondantes  jr  =  jg ,  /S' ,  /8* . . .  ;  de  la  kl 
couples  (« ,  ^) ,  («' ,  /S') . . . . ,  qui  rendront  Z  et  T  nuls.  On  en 
dira  autant  pour  B  =  oetx^^y,  C=o  ètx=:4c^. .. 

En  posant  le  produit  A  X_i?  X  C. . .  =  o ,  cette  équ.  aoit 
pour  racines  toutes  les  valeurs  de  y  ainsi  obtenues;  ce  sera  donc 
l'équation  finale  eu  y,  dégagée  de  toute  racine  étrangère.  Il 
s'agît  de  composer  le  produit  ABC, . . 

Désignons  fy,  ^y*  •  '  V^^  ^>  ^  >  ^•••'  Si* l'on  cbange  x  en 
a  ,h  f  c...»  dans  Z,  on  aura  divers  polynômes  Z  ,  Z',  Z'. . . 
dont  on  formera  le  produit.  Ce  serait  celui  qu'on  demande ,  i^ 
ne  contenait  pas  a,b,c.. ,  Mais  comme  le  produit  Z.Z'  •  Z'  •  •  t 
ne  doit  pas  varier  quand  on  cbange  a  en  ^,  en  c.  • .,  les  coe^ 
ficiens  sont  fonctions  symétriques  de  ces  lettres ,  qu'on  suppose 
être  racines* de  l'équ.  T  ==  o,  résolue  par  rapport  k  x.On 
saura  donc  exprimer  ces  coefHciens  en  /, ,  /i ,  /J. . . ,  tirés  de 
T  s=  o ,  c*est-à-dire  en  fonction  des  coefBciens  de  7*,  qui  sont 
des  fonctions  de^.  Dès  lors  le  produit  Z.Z^  .'Z". , .,  se  trouvant 
dégagé,  d'abord  de  ^r,  et  ensuite  de  a ,  & ,  c. . .  ,  ne  contiendra 
que  l'inconnue  y ,  et  sera  A.B.C.,, , 

Donc ,  mettez  successivement  pour  x ,  dans  Z=:o,  les  lettres 
a,b,  c, .  en  nombre  égal  au  degré  de  x  dans  Ty  multiplies 
les  polynômes  résultans,  les  coefficieYis  du  produit  seront  des 
fonctions  symétriques  de  a ,  6 ,  c. . .  ;  tirez  ensuite  de  T^=3  0 
les  valeurs  de  /i  /•• . .  en  y,  et  exprimez  vos  fonctions  symétri- 
ques en  /i  y^. . .  :  vous  aurez  l'équ.  finale  demandée. 

Soient    oi^y  —  3x+i=:o,  x*(y— i)-f-x  —  a  =  o; 


î'-' 
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l'où  («3y— 3a  +  i)  (Py  —  3b+i)=zo, 

a^è^y  +yf3  —  3aby  /a  +  ga^— 3/1  +  i  =  o. 
Mats  on  tir6  de  la  deuxième  équation  proposée 

f^y^'  "*  ""j^'/r  (7=0^  ■*'.j^=^ ' 

enfin  >  on  obtient  la  même  équ.  finale  que  p.  66. 

Ajoutant  les  exposons  qui^  dans  chaque  terme  de  Z  ,  affec- 
tent X  et  y,  désignons  par  m  la  plus  grande  de  ces  sommes  ; 
m  est  ce  qu'on  nomme  le  degré  de  l'équ.  ^^  ==  o.^  ne  doit  en- 
trer qu'au  premier  degré  au  plus  dans  le  coefficient/?  de  x"*~*  ; 
an  a*  dans  celui  q  de  a;*"""*,  etc.  Soit  n  le  degré  de  7*=  o; 
prouTOns-  que  le  degré  de  l'équ,  finale  ne  peut  excéder  le  produit 
mn  des  degrés  des  équ*  proposées. 

On  sait  que  la  valeur  de  /i  ne  contient  d'autre  coefficient  que 
p'j  celle  de  fi  contient  q' ,  etc. . .  /î  >  TL ,  /s». .  ont  donc  leur 
i^é  en  y ,  exprimé  par  les  indices  reispectifs.  D'un  autre  côté, 

Ml  terme  du  produit  Z.Z'.Z",. .  >  tel  que  y*^  l^'^b^c^^^  a  son 
degré  i  -^  et  +  fi  +  y....  =  mn  au  plus ,  puisque  chaque 
terme  de  JZ  est  au  plus  du  degré  m,  et  qu'il  y  &  n  facteurs 
Z.Z\.,  11  suit  d'ailleurs  des  formules  du  n^  ^555^  qui  expriment 

dès  fonctions  invariables  ,  que  [a'^lrcy, , .  J  sera  en  y  du  degré* 
«  -|.  ^  .f.  y.  Donc^  le  terme  sera  lui«méme  du  degré  mn  au 
plos'.c.  q.  f.  d. 
Voyez  uTt  Mémoire  de  M.  Pùisson  ;  1 1^  Journal  polytechnique* 

V.  FRACTIONS  CONTIlfUES. 


Génération  et  Propriété. 

562.  Pour  approcher  de  l'inconnue  x  d'une  équ.  AT  =  o,  sup- 
posons qu'on  ait  trouvé  l'entier  y  immédiatement  moindre  :  on 

aura  x  =^  +  — ?  >  x'  étant  une  nouvelle  inconnue  ^  i.  Substi- 
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tuant  dans  X  =  o,  od  obtient  une  transformée  en  x' \  de  même 
degré  ^  pour  laquelle  on  opérera  de  même.  Ghercliant  l'entier  y 

contenu  dans  4/,  on  fera  *'  =  y'  +  -7;  »  puis  *"  =  >'''+  -»«.> 

x"  y  x".  .  étant  >^  i ,  et  l'on  obtiendra  la  série  d'équ<  {j{)  j  d*où, 
par  substitution^  résulte  la  valeur  de  x  sous  la  forme  {B)^  qu'cm 
appelle  une  Fraction  continue. 


r'  =  /+^      (A)  ^•*- 


r'  + 


^=y"+?r  r-+— 


X 


a^^y-i.-L     etc.  r^-^  yrj^.  etc. 

Les  entien^s  y^  y' 9  y",  y"»»  •  sont  les  termes  de  la  fraction  con-' 
tinue^  que  nous  écrirons  sous  la  forme  abrégée 


*=^>yjy%y 


L'évaluation  de  x  en  fraction  ordinaire  se  fait  par  le  procédé 
suivant.  Soit  ^  par  exemple  1 

jc=a,  1,3,  a,  4=a-f-  "  ' 


I  •♦- 


34. 


X 

2  + 


4 

En  partant  de  l'extrémité,  je  réduis  24-4^4;  l*unité,  divbée 
par  I,  donne  |,  et  a:  devient 

T 

a:  =  a-f- 


/ 


I 

T    .1   , 

I    -f- 

4 
9  , 

3  + 

— -^-  d' 

oùx  = 

^  +  7 

I 

+^ 

a. 

-—2+1  :|T  =  2  +  7è  =  -7r>  valeur  demandée.  La  marche  de 
ce  calcul  revient  visiblement  à  celle  de  la  page  38  du  i^'  vol.  ; 
la  I'*  ligne  contient  les  termes  de  la  fraction  continue  ;  U  2*  s'en 
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déduit  par  cette  r^le  :  Multipliez  cliaque  terme  par  le  nombre 
inscrit  au-desaouSj  et  ajoutez  celui  qui  est  adroite  de  ce  dernier: 
la  tomme  estplacie  au  rang  à  gauche. 

xaca,    i,3,a,4|jxs=   3,  a,  t,  1,3,  a,  4, 
m,    4o,  3i«  g,  4,  I  ||6i7,  183,71,40,  3i,  9,  4,  1. 

Poiira:=3,a,  i,  i,  3,  2,4><^^  ^^^^Hî- 

Lorsque  la  fraction  continue  8*étend  à  l'infini^  on  en  obtient 
une  valeur  approchée ,  en  négligeant  tous  les  termes  y  à  partir 
de  Tan  d'eux.  Si  l'on  néglige  x*^daas  la  4*  des  équ.  {A) ,  on  a 
a^zssy",  et  x'  est  rendu  trop  petit;  ainsi;  en  substituant, 

sf  =  y"  ^  -^  est  rendu  trop  grand;  x'  est  à  son  tour  trop 

petit j  etc.  En  général  f  ta  fraction  continue j  arrêtée  à  un  terme 
de  rang  impair ^  est  <^  xy  elle  est  ^  x  dans  Vautre  cas.  Et  si 
on  limite  successivement  la  fraction  au  i*^  ter^ne  J^  ;  au  ^^  y"  ^ 
aa  3*  jf*. .  • ,  les  résultats  seront  tour  à  tour  <  et  >  a:,  qui  est 
compris  entre  deux  consécutifs.  Ces  résultats*,  qu'on  nommô 
Fractions  eonpergentesj  seront  représentés  par 

a     b     c     d  m     n     p  ^ 

a      0      c     (f  .     -  m      f^.     p 

en  prenant  jf,  /,  y%  y'.i-. .  .  y-»,  y-^y!.. ... 
pour  le  terme  auquel  od  limite  la  fràctîûn  coiitinàe< 

"""a'"*!»   W^    y    »   c'~    yy 4-1 

Cette  dernière  fractiou .revient  visiblen^ent  à  -==;  rrri'^^^* 

,  Pour  obtenir  ;p>  il  suffit  de  remplacer  iûi^  pâV^''+  --mypuk* 

(faex=y,y,y  deyient^r'tt  x=sj,y,yjj  .Or  leuumé- 
rateur  revient  h  ,  9  . 

iedenom^mteurjgt.  j^  >»  .?-  »-   #onc.;y=  /-^      w> 

\  J^  V.  a       cy  -jr  f'        ^ 


a. 
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Êa  comparant  ces  valeurs  de  -  et  -^ ,  on  reconnaît  cette  loi; 

r 

Le  numérateur  d'une  fraction  tom^ei^nU  èe  déduit  des  éem 
précédent j  multipliés  respeciipement  par  i  .et  par  l'entier  qui 
termine  la  fraction  continue;  va,  ajoute  ces  predui44>  Le  détuh 
minateur  observe  la  même  loi^  qoi  s'étend  d'ailleurs  à  toat^b 
série  XQ  des  convergentes ,  puisqu'elle  résulte  d'un  calcul  qui 
subsiste  pour  cbacunç  en  psurticulier.  Ainsi 

p  _  ny^+rn^  ^ 

II  suffit  donc  de  former  les  deux  premières  vConrer^entes  poqr 

en  déduire  consécutivement  toutes  les  autres.  Cest  ainsi  qu^oa 

.■    ..i  .-.■.  ■.  .■.>■-.'"'.  '.         -      ■  .    ■  * . 

trouve  , 

-  J. — iÀ-  i    i    o   X»       "^   2.  Il  "£â   ili  * 

.11..        -       ;      .    '  '  •         •     .  •  '  ■■         -       . 

Ces  fractions  sontaU^nativement  -<  et  ^  a:,  et  la  dernière  es) 
la  valeur  même  de,r,:.çq,thécM:èip^  qfijTfi  un,  second  mo^&c^è!^ 
tenir  cette  valeur. 

Si  dans  Téqu.  (JE)Von  reniplace  j''  car,  la  valeur  totale  z  de 
la  fraction  continue,  prise  dépuis  le  ternie j^'  jusqu'à  la  fin, 
z  c=  y^y  j^'+' ,  ^'•*"'. .  .r,  il  est  clair  qu^aii  lieir  d'avoir  une  contcÉr^ 
gente  y  on  aura  la  val^m*  exacte  de  x ,  siavair ,  . 

•    ^nz  "f-  /7i      ,     .-_. 

jy^fc  /   ;    ,....  {Fil  ' 


1  '  •—    »  t 


'  c'eat  C9  qu'.Qn  nopime  une  Fraction  complète. 
5û3t-Éffi^Hmfaanf  y*  entre  les  équ.  ÎD,  îl  vient 


I  <  \M 


c'çst-à-dîre  qxxp  la  différence  de^^produita  e^  .croix  des  terme» 
de  deux  convergentes  conkecutiveSjestconstammie)itlamëmej(M 
^71  signe  contr(^ire  .*  ej^  con^e  pour  ie^deux  i*^^*,  qui  sont  y  et 

vv'  -4*  1  ^""7^^      "^^  ^~  "^  '  ~     '■     "H  ^  "^      '  * 

-^^ — y — ,  cette  différence  eà^,  i ,  on  en  c|>nclat  que" 


P||0PB1£T£^.  iSl 

On  prend  +  quand  y*  et  ^  sont  de  rangs  pairs,  ^  >  -7  ;    on 

P  P       ^ 

prend  —  dans  le  cas  contraire. 
Oh  tire  de  ce  tbéorème  plusieurs  conséquences  : 
l^  Gomme  tout  dlviseui*  de  p  et/]>'  devj^aît  aussi  diviser  1 9  on 

.isAt-  que  p  et  p'  sont  premiers  entrçc  eu^  ;  il  .en  est  de  même 

pour  p  et  Uj  p'  et  n.  Les  conufirgenU^s.  sont  (Qi/U^  .Uiréiw^ 

tibUs. 

2?,   Otons  -7-  et  ^  de  0?  =  -^ — ttS  fraction  complète,  dans 
n       p  pz  +  n  ^ 

laquelle  z  =  y^'^^t  y^» ...  :  les  différences  sont 

La  i'^*  surpasse  la  2*  ;  car  p's  +  nf  est  diriseur  coipmup  j 
nf  ^p'  {a  ,  b' y  (/, . ,  se  composant  de  plus  en  plus)  et  s  ^  1 

(y^*  est  contenta  dans  s).  Ainsi  x  est  .plus  près  de  ^  que  de  -7  ; 

•  .  P  n 

les  signes  di  etn^  Tiennent  de  ce  que  a;  est  entre  ces  deux. jopn- 
Tergentes.  Donc  les  fractions  (C)  sont  de  pkis  en  plus  appro^ 
ehies  deTL,  altematipement par  défaut  et  par  excès  :  c'est  de  là 
qu'elles  tirent  leur  nom  de  Convergentes» 
D'ailleurs,  t  est  l'erreur  qu'on  £ait  in  bornant  hr* fraction 

continue  à  l'eyitier  V.,  crà-d. ,  en  prenant  x  =: ^.Mettons  i 

P 
pour  Zf  et  même  né^^eoins  n  \  nous  frontons 

Ce  sont  des  limites  de  l'erreur  commise;  on  en  aurait  une  plus 
basse  en  posant  %  =y*^\  entier  contenu  dans  z.  Chaque  com^er- 
gente  v^estpae  en  erreur  de  i  dUfisè  par  le  carré  dé  sàn'Hénomi- 
wUeur*  C^  ce  quf  i^ulte  aussi  de  ^.que  ^     • 


n        p-n-  -.n 


't^*   «       ^ 
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Dans  notre  dernier  exemple ,  ^  n'e^t  pa9  en  erreur  de  ^^  (  ni 
inéniede^,oa3V)  (*)• 

h       h       l 

3^  Soient  T79  779   y  à^  fractions  quelconques  croissantes  : 

la  différence  entre  les-  extrêmes  surpasse  celle  de  chacune  aTec 
l'intermédiaire.  Suppo^ns  en  outre  qu'on  ait  ctipisi  h,  h',letf, 
tels  qu'on  ait  ih^  -^  /^A=s  i  :  nous  aurons 

/         h  _     i  hV—k'h       W-^ht 

f~  h'  '^  th!  ^       eti      ^      k't      ' 

Ces  numérateurs  étant  entiers  et  positifs  |  sont  au  moins  i;  "^ 
remplaçons -les  par  1  :  nous  trouvons  F  h'  <C  ^'^*'  et  itT,  savbir,  ^ 
Js'  "^t  et  h' y  en  supprimant  les  facteurs  ooiàaimuns  :  k'  est  le  plus  ' 
grand  des  trois  dénominateurs,  pe  même  ^  en  renversant  les  trois  -^ 
fractions^  on  prouve  que  hy>  hel  L  Ainsi ,  la  fraction  moyenne  ^ 
lest  plus  compliquée  que  les  extrêmes.  9 

1%  •        n  '      k 

Or,  X  est  entre  -7  et  -^  •,  pour  que  77  fût  plus  voisin  de  x  , 

que  ces  deux  convergentes ,  il  faudrait  que  cette  fraction  tombU  ^ 
entre  elles,  et  par  suite  fût  plus  composée.  Chaque  conifèr"  m 
geniè'  approclie  donc  de  x  plus  que  toute  autre  fraction  qiù  w 
serait  conçue  en  termes  plus  simples,  e 

4***.jD^  —,^  -7 »  tiit>ns  ces  deux  fractions 
m     n 


(^)  Les  dilFereiice»  sncoeuitea -eDtre  lès  converginléA  sont        ;     , 
b         a I  c         b   — I  p         n         =h  t 

La  somme  de  tontes  ces  cqb.  est  )S 

Oa  ohtvent  ainsi  ati^  expression  développée  de  la  valçar  ^acte  de  »»  qnaail  ^ 

^est  la  dernière  convergente',  et  une  grandeur  ap^rôebée  de  jr  dans  Taiiire 
V  t 

cas.  Pour  notre  ex.,  on  troaye 

JLUL - Jt-li  _»  _  4  -4-  J-  _  JL^  ^ 


PROPRIÉTÉS.  iSS 

Hésigne  ici o,  i,  2....*  jusqu'à  j^^qui  est  Fentier  cofitena 
dans  la  convergente  suivante  ;  d'oii 

m       I»  +  »       OT  +  an  in  +  j^*«       p       ... 

m"  W  +  n'»   n^  +  ai?****     «,'+yrt'"~P^*" 

Or,  on  a  t?  —  7  =  t?/  »  ^^élque soit  Pentîer  *.  Donc  ces  frac- 
tions sont  irréductibles  (  !*•)  >  ^^  approchent  de  x  plus  que  toute 
satre  qui  -serait  plus  simple  (3^)  ;  téiirs  différences  consécn* 
tîfes  ayant  même  signe,  ces  fractions  croissent  de  la  première 
vers  la  dernière  ;  toutes  sont  <^x,  si  les  extrêmes  sont  de  rangs 
impairs;  elles  descendent  Ters  x  dans  le  cas  joontraire;  enfin, 

Ferreur  i*^  commise  en  prenant  l'une  p  pour  a;,  est  moindre  que 

^ —  ^^=:  --Tgj  puisque  x  est  entre  ces  deux  fractions. 

On  Tint  qa'oB  pent  în8érer,entre  nos  oonvergentespnm^^pff/rs^ 
y—  I  fractions  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés  qu*ei|es  s- 
(RI  £9rme  ainsi  des  oonTei^entes  iniermêdiaireê.  Tontes  ces 
fractions  forment  deux  séries  :  les  unes ,  tirées  des  nings  im-^ 
pairs,  montent  vers  x;  les  autres  descendait  vers  x  ;  on  les 
ibrme  en  ajoutant,  terme  à  terme,  les  convei|[^tes-snooessives 

-7,  -7,  «sette  addîti<m  xéitéréey  fois* 
Jn     n 

Dans  notre  ex. ,  on  a    x=2,  i,   3,    2,     4- 
coDvei^^tes principales.  ...  7,  j^-r»^»  ^. 

Prenant  f  et  f ,  fen  tire  |,  |,  -x»  ccUe-ct  est  la  troisième 
oonvergente ,  à  laquelle  f arrive  après  trois  opérations,  à  cause 
4îy=3.  Partant  de i^  et ^,  je  trouvent,  |i,  |f,i^:  donc 

(•^    5     I    /jjA    21    61     15    ^  ^  — —  »  •  > 

Les  ficactions  de  rangs  pairs  offrent  de  même  cette  série  (  elle 
ne  se  limite  pas)  ;      _  .  _ 
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ObserTons  qu'on  peut  faire  commencer  la  série  dfes  conver- 
gente^- i^riïicipales  Ç€)  par  7  et  ^  ^  qnt  re&ipTisseht  toutes  lel 
mêmes  condition  qu'elles.  .  .  i 

Equations  déterminées  du  premiêrl degré. 

564*  Pour  réduire  en  fraction  continiié' la  valeur  de  x  dans 
l'équ.  Àx  =  -5 ,  il  faut ,  d'après  les  prink^ipes  du  n°  56^  ,  ex- 

.     '     :  B  R  i 

traire  l'eiitîçjT  y  çointeuu  dans  a?==-j==j'  +  --j=^^-[7   -j, 
jR  éttftit  te^e^é  dé  là  ditisiôÀ  àé  B  i^utA  :'  pttis 

Donc    «=y+-^=j/-H S'^y"! T"      ' 

Cette  ^^opération^onnei  pour  termes  de  la  fraeUon  éonimke, 
les  fjfjib tiens  sucoesaifii.i^'u'on  obtient  dans  le  calcul  du  jpk» 
grand  commun  diçiàeur  entre  A  et  B ,  saToiry  x^^y^y^y'^^y".*  ^ 
Cette  jBxpressîon  est  toujours  finies  • 
.Par*ex.^9  pour  l'équ.  264^^  =  9752' ,  on  a 

§5f»p64S!J8i7  828ii6i23    _  424 


FD4DI10I'7  020  IDI  2C5  424  ^  ^ 

3    I    I      207  ii5    .     .      /  .      ' 

On  en  peut  tirer  les  coAvergentes  principales  et  intermédiaires, 
par  les  calculs  (jE)  et  (/)  ;'on  obtient  aîpsi 

•  V 

L'ui^e:  de  ces  fractions  9, t^lki que.  ^i  eit  plus  appr0qhéfib4e'4P 
que" toute  autre  plus  simple  qu'elle^ et  ne  diffère  pas  de  x 
de  jg. 
■'OJi  t^ëitvé  de  ihMé,  tH)ur  x-iib^'feî;  2,  »,'  2,"7y 
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Oa  sait  donc  résoudre  ce  problëme  :  Étant  donnée  unêfrao^ 
ikïhj  en  trouver  âf autres  plus  simples j  et  qui  en  approchent 
pkis  que  toute  fondeur  moins  composée. 

Voîci  plusieurs  applications  importantes.de  cette  doctrine. 

I.  On  a  trouYéy  n^  a48>  p^ur  le  rapport  du  diamètre  à  la 
cvrconf.  w=  3, 1415926,  ou  T^dH^o»  <ï«i>  réduit  en  frac* 
lion  continuel  donneirn;  3,  7,  iS,  i.,  243,  i,  2. . .  ;  delà  ré* 
sollent  les^oonvergentes  principales  et  intermédiaires    :  * 

f%\       »s       11       619     "Ij»      '    /MfL^  ^  •• .       riLl"N       ^115^         -'»^••.• 
\\)y    T>    To>    aa>     fc9'  •  •  VTÔ6-/ \  *")       \l)y    VTT^y  •  •  '  #^  *• 

Toutes  ces  fractions  sont  des  valeurs  approchées  de  x  ^  *plus 
simples  que  toute  autre  ;  parmi  elles  sont  cpmpris  jf^  ir^KppOjrj^ 
donnés  par  Arcbimède  c;t  Adrien  Matins. 

II.  Lf  année  solaire  tropique,  ou  le  temps  que  le  soleil  en^ploie 
pour  feveair  au  même  équinoxe  est  de  365^,242264.  (Voyea 
\TJranographiej  n**  33.  )  £n  ne  donnant  que  365>  à  Yéttûée 
civile,  l'équinoxe  reviendrait,  À  peu  près  tous  les  quatre  ans,-  un 
jour  plus  tard,  et  parcourrait  ainsi  lentement  toutes  le$  dates 
iù  calendrier;  mais,  à  des  époques  convenues,  on  fait  Vût^^ 
née  civile  de  366  jours,  pour  rétablir  l'accord.  Ces  années  de 
366  jours ,  qu'on  nomme  Bissextiles,  ^revenaient  de  quatre  en 
quatre  ans,  dans  le  calendrier  dû  à  Jules^César.  Cette  interca!* 
Union  supposait  l'année  solaire  de  36S^>25 ,  en  sorte  que  l'année 
civile  anticipslit  &  son  tour  sur  celle-ci  d'une  très  petite  ^uau'- 
tité.  Calculons  de  quelle  manière  on  devrait  répartir  ces  diffé- 
mieés  pour  avoir  plus  d'exactitude. 

Réduisons  la  action  0,2422419  oa^^^î  \ 

d'où     *=o,4,  7, 1,4,  2^  I...  i,  A,^,!^,:^,.-- 

Si  Von  prend  pour  valeur  de  x  l'une  dé  èes  convergen^i  princi- 
pales ,  telle  que  ^,  on  suppose  l'année  solaire  de  365^  •—,  et  elle 

■■■■•'    8^'  -'v  * . 

doit  anticiper  sur  l'année  commune  de  ^•psix\an,ce  quiiait, 

en  33  ans,  8  jours  qu'il  faudrait  intercaler:  on 'ferait  doiite 
cbaque  quatrième  annfée'  de  366  jours,  et  ttprès''7'bissexlilfes, 
la  8P  tiis  8éi*âU  placée  qifkîa  5«  année  j  60  tëdéîrftaencersit  en- 
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suite  une  période  de  33  ans.  Telle  était  l'année  commune  des 
anciens  Persans. 

La  réforme  Julienne  est  établie  sur  la  fraction  \  ;  les  bis- 
sextiles y  reviennent  tous  les  4  ans  :  dans  le  calendrier  gré* 
gorten ,  on  suit  le  même  procédé;  mais  on  ne  oonserre  qu'une 
année  séculaire  bissextile  sur  quatre ,  cv-aHcl.  qu'on  intercale 
97  jours  en  4oo  ans.  La  fraction  ^n'étant  pas  parmi  nos  oon- 
Tergentes>  n'est  pas  aussi  exacte  qu'on  l'aurait  pu  prendre  :  c'est 
au  reste  une  chose  dé  peu  d'importance.  (  Voyez  l' Urano* 
graphie,  ) 

'III.  -Le  mois  lunaire  est  de  29^,5305887;  le  mois  solaire  de 
30^,4368535;  le  rapport  de  ces  nombres ,  «=  îgsfiffffj.étant 
converti  en  fraction  continue ,  on  en  tire  les  convergentes 

Prenons,  pour  ce  rapport^x^f^f,  et  il  s'ensuivra  qu'en  235 
mois  lunaires,  il  ne  s'écoule  que  228  moisson  19  fois  12  mois  so* 
laires;  différence  7  :  donc,  en  19  années  solaires,  il  y  a  7  mois 
luQaires  de  plus  qui  s'intercalent,  et  après  lesquelles  le  soleil 
et  la  lune  se  retrouvent  ensemble  dans  la  même  position,  et 
recommencent  à  présenter. leurs  nspects  dans  le  même  ordres 
G)m posons  19  tables  indiqilant  les  dates  des  pbases  lunaires; 
dans  toutes  les  années:  salivantes,  on  pourra  prédire  le  retour 
de  ces  phases,  en  recourait  à  celle  de  ces  t^les  qui  est  ramenée 
dans  son.  ordre  périodique.  C'est  ce  que  Métbon  avait  appris  aux 
Grecs,  dont  le  calendrier,  était  luni •* solaire  ^  et  qui  avaient 
nommé  Cycle  solaire  ou  Nombre  d'or  le  numéro  qui  marquait 
l'ordre  de  retour  de  chaque  année  dans  la  période  de  19  ans* 

Équations  indéterminées  du  premier  degré. 

565.  Nous  avons  montré  (n^  118)  qu'il  suffisait  d'avoir  une 

solutTOQ  entière ,  «  =:  «,  jf  ==  j9 ,  dé  l'équ.  ax  +  ty*  =i  c ,  pour 

en  conclure  toutes  les  autres;  les  valei;n^s  A&x  eljr  formant  des 

.éqjk^^différences,  dont  la  rsiispn  est.6^,ppur  *,ct  — :.a  pour  j*, 

isav(N^.;.«==.ff/:|-&^,,;r.=F^*^  nous  oat 


£qu«  nmir,  du  i*'  degré.  I57 

senri  à  troQTer  cette  solatîon  sont  moins  éiégans  et  moins  ra- 
pides qac  celai  qu'on  tire  des  fractions  continues.  - 

Résolvons  en  convergentes  7-,  pt  sôît  ^  l'avant -dernière, 

.     '     à  p 

celle  qui  précède  la  proposée  :  on  a  vu  (i^y.n^  £62)  que 

op'  —  fr/7  =  db  I  ;  .  d\)à     ap'c  — f  hpc  :=zdzc. 

Le  signe  -f-  a  lieu  quand  la  fraction  continue^ -prise  e|i  totalité, 
est  foirmée  d'un  nombre  pair  de  teriâes^  le  -«—  dans  le  cas  con- 
traire. En  comparant  avec  ax  +  bjr  =sc,  il  est  clair  que  si  les 
seconds  membres  ont  même  signe,  celle-ci  est  satisfaite  en  po- 
sant xt=ztf=z  -pcy  j^  =  /S  =  —  jw?  ;  et  si  c  a  des  signes  diffé- 
rons ,  on  fera  *  =  «= — p'c,  ^  =cs /S  =  pe. 
Rien  n'est  donc  plus  facile  que  d'obtenir  une  solution  entière 

a 
de  l'éqo.  a*  -|-  ij*  =  c  ;  on  résout  en  continue  la  fraction  r  ; 

m  prend  la  convergente  ^7,  qui  en  provient j  en  négligeant  le 

dernier  terme;  on  retranche j  et  Von  a  Véqu,  ap'  —  pb  =  ifc  i , 
qv^on  multiplie  par  c.  Il  ne  reste  plus  qu'à  comparer  ensuite^ 
terme. à  terme j  avec  la  proposée^ 
Soit,  par  ex.,l'éqn.  io5jf— 43j'=ï7î 


il 


à- 


19 


3 


L\JL 
I  U 


la  méthode  du  commun  diviseur  donne     ' 

I  ^  =  2,2,3,I,4j^=>î,2,3,I.  M,'^/   4/   1/   « 

'  Cette  derrière  s'obtient  en  négligeant  le  terme  4  9  ^^  recou- 
rant au  procédé  décrit  page  129;  de  -^  ôtant  ^,  on  trouve 
io5.g  —  43«22  =  —  I  (le  signe  —  provient  de  ce  que  la^frac- 
tion  continue  a  5  termes;  d'ailleurs  en  formant  les  produits  des 
seuls  chiffres  des  unités  dans  le  x''  membre^  la  différence  est 
TÎsiblement  négative).  On  multiplie  cette  équ.  par  —  17  ;  on 
compare  avec  la  proposée,  et  l'on  a  jp =— g.  1 7 ,  j-^s— 22. 17; 

d'eu  *  =7 —  i53  +  43*>    J*  =  —  374  +  io5^. 

De  même,  pour  l'équation  4^4^+  11 57"'=  SSg,  on  a 
f^l  =r  3, 1, 2 ,  5 ,  7  :  supprimant  le  7,  il  vient  ^  ;^retranchant 
ces  fractions,  on-  trouvé  424^'i6<p*  i  iS.S^sa'^i^  r  x  multipliaiift 


l3d  FRACTIONS   GONTillCJES. 

par  «— *  539,  et  oomparant  à  la  proposée,  il  vient  jrs»— 1(>.  589 ,' 
^^  =  59. 539, fiavoir,jrc=  — 8624+  iiS^,  j'=3ï8oi-^424*- 
Ces  équ.  sont  sinipiifiéesj,  en  changeant  ^  en  t4*  7^;  ce  ^ui 
concluit  à  retrancher  de  8624  et  3 180 1  les  produits  de  1 15  et 
4^4  par  765  pn  trouve 

.  I9r  +  I7's=si.i7  donne^nas,  I,  2,  2;  d*o4  |=^2^'i>  a; 
puis. retranchant,  194  3;— 8.7=2  i  ;  multipliant  par  1*7^  etc., 
an  obtient      .  "  '  :       '  ■ 

ar=±3.II7 — 'j'e^jrssz — 8.117+19^;  ou  >=I — 7^,  jr=i4+I9/. 

Le  problème  de  Chronologie,  qm  cpnsiste  à  troi^yer,  Va^nnét 
X  dont  le  cycle  molaire  est  c,  et  le  nombre  cCor  n^  revient  à 
trouver  l'entier  ar,  qui,  divisé  par  28  et  19,  donne  pour  restes 
c  — 9  et  w^  I.  La  méthode  du  n**  121  donne  pour  cette  an- 
née a;=56(c  — 7i) -f-c  "k75  +  532^. 

C'est  tous  les  532  ans  que  les  mêmes  nombres  c  et  n  reviennent 
périodiqueihent  ensemble;  cette  diirée  est  ce  qu^on  appelle  la 
Période  àfonisienne,  (Voyez  VUranographisj  n"  75.) 

£t  si  l'on  veut  que  Tannée  cherchée  x  ait  en  outre  i  pour 
indiction j  ç,-à-d.  que  x  divisé  par  i5  donne  le  reste  *  —  3f 
on  a  la  période  de  7980  ans ,  dite  Julienne j  imaginée  par  Sca- 
liger,  €?t  l'on  trouve  '  '  ' 

jf .:=  4845c>4-  ^ition  — •  1 064^  +  3267  -+»  7980/!» 

On  pourra  s'elëfcer -encore  sur  les  exeinples  traités  p.  17$ 
du  1*'  vol. 

Équations  déterminées  du  second  degré. 

^  566.  -Résolvpns  en  fractions  continues  les  racme^de  l'équ. 

,  .  Ax^  — ^  2«ar  se  h. 

\4  ^  «  et  Ir  iont  entiers ,  A  est  positlE:  on  suppose  la  racine  irra- 
t^PAneUQ .ppSritive^.ear  si  x  est  négatif, il  suffit  de ïcliàngeir > 
en  «-**-  A^'ppun  èofuiH:  à  cette  -racine  U  ^i^aerrh^  ai  It  tûde&* 
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ctent  da  :i*  tennç  n'est  pas  uu  nombre  pair,  on  multipliera  toute 
Téqu.  par  2.  On  a 

x= — —  ....  (1),     en  faisant     ^=:  «•-f- -^i&. . . .  (2): 

-  t» 

on  suppose  t  connu  y  positjf  ,et  tfôd  carré.  iPrenons  d^abord  V^^ 

arec  le  signe  -^  i  et  désîgpous  par  ^  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  X,  savoir,  _  _u  «, 


-  t  f     X 


Soîtfait  -  fi±±4x  —  m (3);        ' 

Bra1tîpirôi]/lsrTâ>areui^  dé  r',  Kaût  et  bas ,  par  i^i-^fi,  mous  au- 
rons x'z=  ^^ — jrj — .  Mais  il  suit  des  éqù.  (2)  éi  (3) ,  que 

/—  ^*  =  j4Çi  —  Ajr^  +  2icy) ,  en  sorte  que  A  est  facteur  com- 
mun; posant 

i'-Jr  +  HMy^B.    .    .   .    ,    .     (4), 
ilYÎcnt\  t^-^^zz^ASy   /  =  ^^^^   .   .   :     (5). 

Cette  taleui:  de  x'  étant  de  même  forme  que  ip,  on  peut  extraire 
Peûtier  y  oontena  dans  4p'^et  procéder  sel^i  la  même  inarcbe  de 

calcul^  qui  donnera  jc^==  -^—p; — ,  puis  i*'=  -î^-yr — ,  eta ;  on 

aura  donc 

t=z    A*+Ak       =    /gH-^B      =    >«4-J5C      =    1*^^00   =..*.  (a), 

^     '. F"'  "^  ~  ^5~'   "^-^      />     ^^" 

i8=^/--«,     y=5^  — )g,      /=Cr^— y (^). 

Au  lieu  de  faire  directement  le  calcul  sur  les  fractions  coi»- 
;>Jéiif«'~f  i),  (^),  tetlés-qoe  fes.  proposé  les  présente >'dn  peut 
calculer  successiyement  /S,  T^.  •  -  Bj  C. .  par  les  équ*  (c)  et 
(a),  ce  qui  donne  successiyement  ces  fractions  complètes^  et 
pài  ioite  Ifli  entier»  «y*^  y'*  -i, .  ^^u'elles  renferment. 

9^:  iSbft  pris  iiiie  ÎAdf  16ii  cdnïpiëtè  quelconque • 
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%  =t=  ^       ^  =  ^CO  +;,.,,,  la  conTergente  oorresr|K>il(iante 
^  "^y*  y'f  y^'*  ^^  i  -7?  ~f  les  deux  çonyergenteâ  ^i  pré- 

cëclent*  On  sait  (p,  i3o)  que  *=  -7 — : — >  • 
Substituant  ;  pour  2  et  «,  les  fractions  complètes  qui  les  ei« 
.     priment,  il  vient  - — -^ =  -ttJtt-ï — v    ,   r>    ^  :  réduisons 

au  même  dénominateur,  et  partageons  Téqu»  en  deux  ,'à  cause 
des  termes  irrationnels  qui  se  détruisent  à  part, 

W7i'=  {An-^àuri)  —Pm  ,  w{An—  An!)  5=  PAm-^APm + n't\ 

éliminant  sr,  il  vient,  à  cause  de  m'n  — -  mut  s=  dLc  i , 

(>^»  —  «/»')»  =±,PA  +  nH, 


ou 


<")-- ©-*=*i--  (^^ 


Ce  calcul  revient  à  l'élimination  de  m  el  m!  entre  les  trois  équ. 
ci-dessus;  d'o&  résulte  que  Véqiu  {f)  exprime  qt^ia  ftaUion 


n 


7  est  une  des  convergentes  vers  x  :  le  signe  -(-  indique  que 
n 

cette  fraction  est^e  rang  pair  ;  le  — ',  qu'elle  est  de  rang  impair» 

Il  se  présente  ici  deux  cas  :  ' 

1°.  Si  is  est  de  rang  impair,  il  faut  préférer  le  signe  -{^ 

»  n  , 

mais  alors  -7  est  de  rang  pair  et  ^  a;  ;  substituée  pour  x  dans 
n 

Ax^  —  2«j?  — it,  cette  convergente  doit  donner  un  résultat 
positif.  Il  faut  donc  que  P  ait  le  signe  +  pour  que  cette  con- 
dition soit  remplie.  Aînsi>  tous  les  dénominateurs  des /radions 
complètes  de  rangs  impairs  sont  positifs*       - 
2®.  Quand  s  a  un  rang  pair,  il  faut  préférer  le  signe  ^— •  Or, 

si  -7  est  compris  entre  les  deiix  racines  de  x,  le  i"  meml^e 

est  négatif,  ce  qui  exige  que  P . soit  positif ^  comme. dans. ie 
I*'  cas.  Mais  quand  cette  converg^i)tç,.^t  pipindre  ^ue  les^Qux 


ËQO.  DÉtERMé  DU  A*  DEGRÉ.         tJ^t 

1racînes>  le  contraire  a  Heu.  Lee  dénominateurs  de  j^ngs  pairs 
ne  sont  donc  négatifs  qiû autant  que  les  convergentes  de  rangs 
inpeUrs  sont  à  la  fois  moindres  que  les  deux  racines» 

Les  dénominateurs  des  fractions  complètes  x^jf^x"..,  ne 
sont  donc  négatifs  que  dans  les  rangs  pairs ,  et  encore  faut-il 
que  les  racines  de  x  soient  assez  rapprochées  fu'ne  de  l'autre 
pour,  qu'elles  ne  tonit)ent  pas  ensemble  entre  les  convergentes 
snocessives  correspondantes  :  alors  les  fractions  continues  des 
deux  racines  ont  les  mêmes  termes  initiaux.  Mais  on  ne  tarde 
pas  Ji  être  assez  près  de  la  plus  grande  racine  y  pour  que  les  con- 
yergentes  de  rangs  impairs  tombent  entre  cette  racine  et  la  plus 
petite  :  dès  lors  il  ne  peut  plus  se  trouver  de  dénominateurs 
négatifs ,  jusqu'à  l'infini.  Gomme  chaque  fraction  complète 
est  ^  i  y  si  le  dénominateur  P  a  le  signe  — ,  le  numérateur 
^t  +  TT  doit  aussi  l'avoir;  ainsi ^  sr  est  négatif  et  ^[/t*,  oetle 

complète  a  donc  la  forme  ^- — p-. 

Soient       ^ — ,   — jf'^T}         t? — •  •  •  ^®*  fractions  prîses 

parmi  celles  qui  n'ont  pas  de  dénominateurs  négatifs,  ce  qui  a 
lieu  dès  la  première ,  quand  les  deux  racines  de  x  n'ont  pas 
(l'entier  commun.  Les  équations  (a)  donnent  DM  4*  i^  =  ^> 
donc  Dj  Ej  f^  sont  <<  t\  partant^ 

\/t  —  p 
Supposons  9  s'il  se  peut,  qu'on  i|it  — -^ — y  et ^  par  suite, 

£F=  t — ^»,  Ey"=t  — ç ,  d'après  les  éqn.  (a  et  c)  :  la  i"  donne 
EF:={\/t+<f)Wt—9'), 


_«v.V£iz^=     ^ 


par  la  2*,  jEy *^  <  t  ;  d'où  ^<  v/^>  et  notre  fraction  complète  <[  i , 
ce  qui  est  impossible.  Donc,  U  se  peut  Bien  que,  tant  qu'on 
aura  des  dénominateurs  négatifs ,  les  parties  u,  fi.^  soient  aussi 
négatives;  mais  elles  seront  toutes  positives  au-delà,  et  dès  lors 
%»^=st-f.^  dunne  E<ê^^q>,  ovk,lE<it^\/i:  les  dénomi^ 
naieurs  ne  peuvent  donc  atteindre  le  douhle.de,  \/U 


x' 


£t  puisque  ces  ooastantes  i,  9..#.. • ,  D^  E,.^*  sont  toutes 
.positives 9  entières^  et  en  nombre  infini;  qu'elle»  qie  peuTont 
dépasser  les  limites  fixées,  on  devra,  tôt  ou  tardx>  reton^iàr 
sur  .quelque  /ractipn  complète  déjii  obtenue;  et  par  suite  on 
retr.ouvera^  dans  le  même  ordre,  les  complètes  subsféqueiilip 
et  les  termes /de  b  fraction  continuel  qui  reviendront  périodir 
quement.  Donc ,  après  un  certain  nofnbr^  de  temuu  initiài»j 
<xn  défera  trouver  une  période*  Nous  écrirons  cette  fraction,  coo- 
tinue  sous  la  forme  x^ss^^y^ y' ••••  (%,  14',  m".  «•),  en  compre- 
nant entre  des  crochets  la  partie  périodique,  pour  ^ei^  mieux 
saisir  l'ensemble  et  abréger  l'écriture.  >•,.... 

Quant  à  la  seconde  racine  ic  = -j^  supposée  posîtite, 

on  procédera  au  calcul  de  la  même  manière  :  y  étant  Fen|ier 
approché  de  Xy  on  trouvera  .     . 

'tt-^Av — \/t  {tt^Açy  —  t     * 

en  multipliant,  haut  et  bas,  par  «»  — ^f  +  ^/•^  Q'^.P'^ouvera 
de  même  que  A  est  facteur  commun;  et  x  recevra  la  forme 

■        , — ,  ou  l//  a  le  signe  +.  On  retombe  donc  sur  la  doctrine 

précédemment  exposée.  : 

Soit,  par  ex.,  Téqu.  Sgx*:-^ 3i9a?  +  4^ï  =  0  •  doublant 
l'équ.  pour  rendre  le  2*^  coelHoie^t  pair,  il  vient  ces  résultats 
successifs  : 

V45  +  5         .   .       v^454'5  ^     W45+5     / 

■■   ■  =s  o  -f-,    ■  ^  I  -f- ,  ■    etc. 

a  19  '  a 

r    '  -,'.■;■-■■•. 

Donc  xsrssf,!,  3  (5,  i).  Pour  la  2'  racine 

•  I  ■ 

.'..■    .18  •;     -•.::  -i-..       -.a*::  ,.  ^         •        ;.■  riO    1 

on  vetombe •  sih; '4ijaie  des  f factions  ci-dessiM,  et  Fon  a ••...• 
a:  =  2,i,  J,  i,4(i>5).  ^ 


^ 


£qu«  cjëtrem.  du  a*"  degré.  i45 

Pour  aj^-*  î4x+  «7  — o>  «3^=?    •  "'  "  ■   ■     ; 

'■■       '"^  sss  5  -h,       ■  u         =»-!-,    — ^— .T-  £^  3  -h 9    ■'     A     '  etc. 
a    '  3  a  a 

Ainsi 9  x  =  5(2,  3),' et  =1,  i,  i,  (3,  2). 

[      Eufioi  Pcqa.  i8oix*— ^Sggix^^siiiànoi  donoe 

3991  -4>  >/37  _  ,  ^       %^-36b_  vMhn_o    .     ' 

'= 3557—  -.^t'   •  -4»     '"^'^'  ~T—  =^-^' 

V-f-S^  V4-i^^  vL±i^5  l^^^etc 

DoQC;  a:=i,  9,  .8(1,  i,  5)  :  l'autre  racine  s'obtient  de 
même;  on  trouve  a?==  î,  9,  a,  2,  (5, 'i;  1% 

On  démontre  d'ailleurs  que  Us  deux  fractions  ont  leurs  pé" 
riodes  formées  de  mimes  termes  -eh  sens  rétrogrades.  (Voyiez  }a 
Théorie  des  Nombres  de  M.  Legendre.) 

Une  fois  la  fraoiioii  continue  trouvée  9  il  est  facile  d'en  dé» 
daire  une  suite  de  convergentes  de  plus  en  plus  approchées  de 
la  racine  ;  et  jouissant  des  propriétés  communes  à  ces  sortes 
d'expressions  (n®  563). 

Quand  l'équ.  du  *±*  d^ré.est  x^  =  /,  on  peut  pratiquer  tous 
les  méme3:cidciils.f>o«i:  développer  (/^  en  fraction  contmne.  On 
remarquera  que  cette  fraction  xemplit  les  conditions  suivantes, 
que  nous  nous  contenterons  d'einoncer.'i'*VLa  période  commence 
dis  le  a*  terme  *,  2*.  te  dernier  terme  d^  œtte' période  est  iâr, 
double  de  nriîtîal  y  qui  neH  Tait  pas  partie  3  3*.  ^tt  dernier 
terme  près«  la  période  est  symèJbrii^uéj  a-4«4L  .qa'/dlle  c^ç  ^ 
même  quand  on  la  lit  en  sens  rétrograde. 

Ainsi         \/t  =zy  Cr',  / . . . ,  y,  y,  ^a)  i 

on  trouve,  par^x.  ',^  powct  ap*:î=p  61^  V^&i-as  t^'^^^^ 


i 


^-=a.  -—-I.  -7-=3,  -x-=4,  -TF"*'*- 


i44  FRAcnoifs  covravfSé 

d'où      a:  =  7  (r,  4,  3,  i,  a,  a,  i,  3,  4,  i,  i4). 

La  table  I  donne  les  {périodes  pour  les  entiers  ^  '^  79  ;  on  n'a 
communément  mis  que  la  demi-période >  en  marquant  le  termo 
moyen  de  ",  quand  il  doit  être  répété  deux  fois^  et  de  ^  quand  i 
est  unique  ;  on  s'est  souvent  dispensé  d'indiquer  le  terme^  itti* 
tial  ^,  ou  l'entier  contenu  dans  ^L 

568.  Étant  donnée  une  fraction  continoe  périodique >pro)po- 
sons-nous  de  remonter  à  l'équ.  dont  elle  est  racine* 

i'**  CAs<  La  période  commençant  dès  le  premier  terme ^  oii 
z  =  (i*^,  u%  u" •,*.u  ^0),  Glierchons  les  deux  convergentes 
terminales  de  la  partie  périodique. 


i .'  » 


}j5     mlm     II 

Ona(F,p.  i3o),        «  =  ^^.^^5 

d'où  iV  — 2*«  =  A,     z  —  tàL^ 

en  faisant;  pour  abriég^ri    • 

Parex.,a=(i,  i,  a,.i)  ^onnç^:=;i>  1,  2;  4=5  1,  i,  2,1; 

■    \'  ■•.•■■■.■•     4'. 

d'oi  A  =  5,  A'  =  3  •  î  ==  7,  i'  =  4  >.^  =  2  :  et  enfin  4«*— 4a=5, 

2*  CAS.  SI  la  période  est  précédée  d'une  partie  irrégulièroy 

ùCzzy,  y%  y.'. .  (1^;  i^'...w^^),  prenons  les  deux  convergentes 

•J7,  ^  qui  terminent  45ette  même  partie  y,  y,  y ,  ...y  et  .faisons 

2s=  (2^,  w'. . .  u^^^)y  nous  aurons  07=5 j^^  y, .  «y^,  2 :  d'oi. 


nz  -f"  m  m  X  —  m 

fl  Fèsterà  substituer  dans  l'équ.  £V — 2«5==^,  él  l'bffib&ticïit 
l'équation  dont  l'une  des  racines,.  :z:  est  la  fraction  contifiiie 
proposée.,.  ,  ,.''"'-.,        '^''"      . 


EQU.    IlfDtTEIl^M.    DU    !k^   tEGRÉ.  l45 

...       _   .  -  I    ■  SI 

ar  ex.^  0?=  i,  i (i,  1,2,  1}  donne  les  convergentes  -et-  , 

i     n^tzra,  :7*'t=sifi=  m's=  l ,  et  «cas-^ .    Stibsti- 

or  —  2 

itdans  4'*~~~4'  =  S>  î^  vient,  pour  Péquation  demandée, 

lemarques  que  la  fraction  proposée  revient  à4f:^i(i,i,i,2)^ 
n'on  pe«it  £ïire  sortir  de  la  période  tant  de  termes  qu'on,  veut. 

Équatims  indéterminées  du  second  degrés    i 

I69.  Résolvons  d'abord,  en  nombres  entiers,  Péquatîon. .. 
=x*dia,  c.-à-d.  rendons  entlëpe  la  quantité  r-^ ,  retient 


f>  m 


reste  n^atif  <C  ^  de  la  division  de  a  par  m.  Si  l'on  lait 
=  I,  2, 3,  4*'-r  :9;^^ctaklt  diyîsé:pa:r  m,  les  restes  présènle- 
;t  une  propriété  bien  remarquable, 
u  m  «s^  paivj  soit  pris  a;  =  î^  m  ±«,  d'oii 

—  =  i -Î-—  =  ih  «  •+-  * -^— -  ; 

m  m  us       ..         ■ . 

restes  de  — ,  lorsqu'on  prend  pour  x  les  deux  nombres 

db M ,  sont  dpnic  les  mêmes  :  ainsi ,  lorsquW  passe  orss: |  mi,..   , 
[n'a  «=7»,  on  retrouve  les  mêmes  restes- en  sens  inverse. 
Test  ainsi  que,  pour  le  diviseur  \^y  otL  trouve  les^  restes 
ins: 

'  x.4*9*2.ii.8.7.8.ij.2.9.4.i.  \\\  '>  '^ 

i  m  est  impair^  les  nombres  3^ (m  d::  1)  sont  entiers;  âtiiaut-  '^ 
s  ^(i» zp  i)  zp<»,  les  restes  de  x*  divisé  patf-m-  sont  cncoi*e-.' 
IX ;  ainsi,  passé  a:  =  î  (m  —  i)  on  retrouire  les  mêmes  restes  . ., 
»rdre  rétrograde.  Ici  le  terme  moyen  se  iépètè./  ' 
Ni  trouve,  par  exemple ,  que , 'pour  le  diviseur  iTî'ks  r^isfes  ' 
^ifs  sont  .       .1..  '^.'■.,;  i-....' ï 

i 

I  .i{.9.  i&.'8*2-7i5.  i3«  i3^4&.a.#^'f6-.'9.4*  i' 
2.  10 


il 

i 

1^ 
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lutions  entre  elles ,  car  les  yateors  de  /  et  /  doirent  être  cboUies 
de  manière  à  donner  le  même  nombre  x.  Ainsi ,  on  posera 
(n*  121), 


4p'  —  r     «*— r      ,  xzizti     X 


7—,  et ,   ■ .    >     =  entiers^ 


P  P  P  P 

'Qoan^  p  est  lui-même  déoomposable  en  deux  factenrS|la 
1**  fraction  peut  être  remplacée  par  deux  autres;  et  ainsi  de 
suite. 

'Sar  exëihpie,  pour  résoudre  en  nombres  entiers  Péquatlon 
3i5;^  =  4P* — 4^,  comme  315  =  9.7.5,  je  rendrai  »*  —  4^ 
difisi^  PÇMT 9 9  7  et  5  ;  savoir,  en  extrayant  les  entiers, 

.-  ** — I     ** — 4    **— 1 

.;;»:-        j) 3    — 7— =entiers. 

.<.  :    .       .9  7  5 

•    ■  ■      ^        *       • 

Les  périodes  de  ces  dÎTiseurs  donnent  «e  =  i ,  «'=s  a ,  a'  =  i  ; 
ainsi), 'il  faut  rendre  (sans  dépendanee  mutuelle  entre  les  db) 


.'.  .  I  .        .<    •  ■  >      i   •  «      ■     ,    ^    «Am      •  '^*'J^ 


rp2Il      *^a     «3:1 


;;>;»■»*(!.         -•.*  -      '^ 


=r  entiers. 


-         9  7  ^ 

P?  JtSffî^^i^^  que  si  i&  de^gne  l'un  quelconque  des  qnutrt 
noixdires  19,  89,  26  et  44>  ^^  ^  x=:  3x5/  ±:  h^  d'où 

d:*=i3,;a6,44i  89 j  226,  a7i.v.if:;ççi,2,  6,  25, 162,  233... 


t.  «• 


Pour  résouctre  en  noipbres  entiers  Téqu.  mj^=zaa^J^7hx'\'Cx 

lûultijpflôirspàrà,  '. 

•  '-■  -  .  j  -  .  ■ 

,    :  •;..     '  W»  .■■■:■;      I»  •  ,:    • 

On  cherchera  les  solutions  2  =  m/db  et  qui  rendent  cette  fraC' 
tion  un  nombre  entier  :^is  on  deTrsi  résoudre  Féqu.  du  i*''  de- 

grfiof  -Jtr  ff  ♦?=  ff^;^  ^.fp-^^r  q«^*W  nefilreudra  que  laa  valenri 
r  ffi^tiëte^i&^/iui  i^pdrçotj^r jeptier.)%^6t Tfivsont  premiers en^ 
eu ,  «^.«-^P  sera  multiple  dea-^t  de^fà^^fRiisqu'on  a  multiplia 
par  a);  amSIRih^iTisèrk  lè  r^iiltat  t>ar^ ,  et  l*o6  aura  j^.  QucIMc 
a  et  m  ont  un  j^ifcteur-cj^mmun  fl^il,^6it  açût^         dç  2&«  -f-^: 


\ 


tqV.    IKOÉTERM.    DU    2^"   DEGRÉ.  i4Q 

on  cherche  d'abord  la  forme  générale  des  valeurs  de  x,  qui 
remplissent  cette  condition ,  x=:6x'  +yj  et  substituant  daus 
la  proposée,  6  disparait. 

Soit  7y  =  3ar*  —  5x  +  2  ;  on  multipliera  par  2 ,  pour  que 
le  coefficient  de  x  soit  pair;  d'où  a  =  6,  &  =:  -^ 5,  0  =  4'' 
/)  att  I .  On  rend  2*  —  i  multiple  de  7>  en  faisant'  s  sib  711  ±:  1  ^ 
qui  est  ici  «=  6»  —  5  ;  on  en  tire 

x=  7/+ 1,.     et  4-3. 

L'équ.  I V  =  3**— Sx  -f"  6  est  absurde  en  nombres  entÎBi*s. 

Pour  i5y=6«*— 2a:+i ,  on  rend  d'abord  2«— '  1  multiple 
du  facteur  3 ,  <K>mmun  à  i5  et  6,  savoir ^  x  =1 3x*  -|-  2 ,  d'où 
5y=i84f'*+  a2*'+7;  extrayant  les  entiers,  il  reste  h  rendre 
y*+  2x'+  2  multiple  de  5  ;  on  trouve  «  =?  JU=  3*'+ 1  *,  donc 
a/=3,  j;=:  n,  puis  a?=  i5/ Hr  11.  ^  .  !   ..:;.    . 

570.  Soit  Féquation  ,  "  V 

•^  '  '    v 

ga'il  s'agit  de  résoudre  en  nombres  entiers. 

i*'CAs.  Si.  b*-^  ac?=z,ç\  multipliant  le  i*'  membre  partz', 
ilderient  un  carré  exact^  (02 +/ij']h*==flt3#4  ainsi  (iiitfdoîtaussi 
être  un  carré  A*,  sans  quoi  le  problème  serait.  absarde«ilt  «reste 
donc  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équ.  az-^  hjr:=i  k.  On 
prend  z  et  j"  avec  le  signe  rh  /  attendu  que  7i  doit  en  être 

ft&Cté.  .        ■;    !..'■     ^      -        .     .  '.    .if/. 

Boor  4«* —  ^ozjr  4.  siSjr*  =r  49>  oil  poste  aa  —  5^=:  ±17,  d'où 
^=a/qri,  tz=s5t±:i.  - 

2*  CAS.  Si  b*'ii^ac<^  o-,  la  profuosée.  revient  à  ' 

en  faisant  i*  —  ac::=z  —  D,  az  +  bjr  zs:  u.  Ainsi,  ^M  doit  être 
jiositif.  On  fera  j^  =  o,  1,  2...,  et  l'on  ne  conservera  que  les 
ulears  qui  rendei^t  aiR/-T  Vy*  un  carré*  Ces  essais  sont  en 
■ombre  limité ,  puisque  Dj^  ^  aM,  Une  fob^  et  u  déterminés  y 
o»Be  prendra  qiie:ceui:  de  ces  nombres  qui  rendront  z  ev 
Pour  3jf*  —  2«>^  +  •;^'  =  27 ,  on  trouve  •"'^* 


l5o  FRACTIONS    COKTIHUKS. 

r  ■  •   *    ■ 

avec  3«— ^=i*  ;  donc  dzj-  =  o  et  2,   ±1^  =  9  et  i  ', 

±:  z  =  3  et  I . 

,3*  c^s. .  Si  b^  —  ac  est  un  carré  positif  it^,  multîpUftnt  ea* 
cpr-e  par  a,  et  égalant  le  i*'  meinibrf^  à  zéro  ^  pour  «b  Qbleiiir 
les  facteurs  j  on  trouve  que  la  proposée  l'épient  à 

Soie^f  f  et  j^  deux. facteurs  produisant  aM'i  posom-les  ^u^ 
à  ceux  du  i,^'  membre ,  il  viendra 


'    *ty 


■  --  '1  ^ 


Ainsi ,  aprëis  avoir  décomposé  aMen  deux  facteurs  de  toutes  |ës 
manières  possibles^  on  les  prendra  tour  h  touf^  Tûn  poury>  Paiit^ 
pour  ^y  et  Ton  ne  conservera  que  les  systèmes  qui  rendent  e^ntî^ 
d'abord  j',  puis  z.  On  prend  j' et  zendl,  parce  qu'on  peut  don» 
ner  k  f  et  gle  signe  --^  ou  — .  Ainsi ,  2«*+  gyz  +  7^*  =  38, 
étant  doublée  pour  rendre  pair  le  coefficient  de  j^z,  donné  a^i^ 
^  zsg^  c= i4/ ^ ^=^^9  àMssiSù^  ;  les' produîsans  de  3o2(  sont 
aX  iSa'^S'X  38=4x  76  ii=n  x  3<>4=  i€  X  19,  les  deiîx 
i^^'  système»  cbnVienn^t  seuls^t  >d[onnent  ' 

♦       •  .    .   "    !  '••..'.••«■ 

.  .  rt  vïssïD  et.3,    =2  =  53  et  I.  ,    . 

4*  «ïAS*  Si  i*  —  ac  est  positif  non  carré,  pour  comparer  ce 
qui  nous  reste  à  dire  avec  ce  qu!on  a  vu,  ^ua  écrirons  la  pro- 
posée sous  la  forme  jiz^ — aajzy  —^,=s<*jP.- Les;  racines  de 
réqu.  Ax^^^2ix  =  k  soiaX  irralionnjellesXou  t:=:oL*+JLk  est  po- 
sitif non  carré);  développons-les  en  fractions  qonlini^es.  Il  suit  de 
l'équ.  (/)  (n**  567),  que  la  convergente  qui  précède  la  fraction 

complète        .„ — -  est  -7,  qvî.and  on  a  c^tte  oondUioa 

le  signe  de  P  dépendant  d^c  rang  pair  ou  impair  de  cette  con- 
vergente. En  comparant  cette  équ.  à  la  proposée ^  on  reconnaît 


^ 


ÉQU.    I9DÉT£R1I.    D0  -2^    DEGRÉ.  I^I 

que  si  le  9fgne  des  a^  menibrcfl  «st  le  laéme  i  on  a  cette  solutibn 


Donc,  pour  trouver^  et  «,  développez  les  racines  jp  eu. frac-^ 

tions  continues;  si  parmi  les  eonvergentes  t^ —  >  "^ — •••• 

il  s'en  trouve  dont  le  dépominateur  spit  la  second,  membre  P 
de  la  .proposée  y  on  limitera  la  continue  L-Veptij^f  donné  par  la 
complète  précédente,  puis  on  cnercheF^.la  p.Qnjergente  oorres- 

pfmdante  -7  ;  et  Ton  àtira  fc=  ri-,  jr^stri^,  'iîiaii*il  faut  que  cette 

convergente  soit  de  rang,  nair  qu^nd.  le  2^  membre  P  est  positif  > 
impair  quand  P  est  négatif ^  si  Te  développement  est  celui  4e  la 
plus  grande  racine;  et  que  leçôptjraireait  lieu  poup.lajilus petite 
racine.  Chaque  complète  qui  vient  en  rang  utile  donne  une  so- 
Iiitii)o',  en  sorte H)ue!û  eHe'fait  partie  ae  la  période ,  où.  à  iipe 
infinité  de  valeurs  pour  z  et  j^. 

Soit,  par  ex.,  2;5*«^— i  ^z  +  l'jj'^  =e  5;;  çp  a  trouvé  (p.  1 43)  que 
i«*;r-T  14^  +  17  =  <^.  ^  90vifL*  moin4i^  ra^ÎDe'^(=wi  ^  i  ^i(3,») ,  et 
que  la  2*  complète  a  5  pour  dénominateur  ^  'donc  la  convergente 

-  vient  èii' rang 'impair,  €t  dohn&  cette  Wution  unique  «  ==:  1 , 

/ = I ,  parce  qjae  la.  période  n'entre  ici  pour  rien; 

Si  le  a*  membre,  au  lieu  de: 5,  était  >rf:;3,  il  n'y  aurait  pas  de 
solatlon  enjkière,  parqe  que  les. complètes,  dont  3  est  lé  'déno- 
BÛnètenr ,  étant  toutes  de.  rftngs  pairs  dans  la  grande  racine  x , 
et  iiAp&irâ.dâiis:lt: .petite»  ^e  sont  pas  enirangs  utiles.  :■■- 

Hais  si  le  .2^ .membre  est  r*«  3,  développant  la  grande  racine 
s  =:  5(2 ,  3) ,  on  l'arrêtera  aux  rangs  1,3,5,7...,  P^i^cc  que  les 
complètes  suiVjBntesL  Mt  3  pour  d^ominateur  ^  de  là  )es  don- 
vergentes  4»  ^t  ^^'  *  *  >  V^^  donnent  autant  de  solutions.  La 
m^ndre  racine  a:  =3 1, 1  jï(3  j  2)^,  arrêtée  aux  tërtiiés  2*,  4*>  6*... , 
Aamie  de  même' j  y  y-y  ^.  .\i  àànc ,  B\ee  ±:y±=ii,  7,  55. .. ,' 
on  prendra  it  ^ i=  5,' 38i  '299. . .  ou  2f ,  i  i ,  86. . . 

Enfib,  quand  le  deuxième  membre  est  2 ,  on  trouve  de  même 
±y=o',2,  16,  126,992",  avec  ±«  =  i',  II,  87;  685,  5393...' 
OUI,  3,  25,  197,' i59i;..'  .  ■       ■ 


l5a  .      VA  ACTIONS    CO«TlttU&S.  . 

Gunmeles  oonTergeaU»  sont  tott)oars.irréiluçtiUc«,  on  n'ob- 
tient ainsi  que  les  solutions  qui  sont  premières  entre  elles  :  sup- 
posons que  la  proposée  en  admette  qui  aient  un  facteur  com- 
piun  8,4  =  fi/,  y  =  iy\  on  aurait  alors 

P  est  ^onc  multiplexe  fl*j  soît P^le  quotient,  îl'reste  à  tirer  «'cf 
y  (l'une  éqù.' semblable  à  la  proposée,  le  2*  membre  étant  P\ 
Jonc,  autant  /*  aura  dé  Êictears  carrés  8%  autres  que  x  ,  autant 
OB.  aura -de  TaleiirA  de  &.et.4'équ.  à  traiter,  dont  le  2*  membr» 
est  seul  différent,  P'  =  P  :  6*. 

iSoit ,  par  ex. ,  l^éqù.  «*  4-  aijr  —  Çj*  =  g,  qui  n'admet  pas 
de  solutions  premières  entre  dles  ;  cô^mfë'g  est  =:  3^,  résolvons 
i»'»-f  jï^y—  5y*==:  I  j  Péqu.  a^•^^  ii  =  S  .donne 

jf=a-îî^ ^=ry  -î^ — 1^=±2,   *^       *=4>  -^^ — ^— j^teTy 


ar=  1(2, 4)9  et  les  convei'^tes.^,  îf  ïl>  rfî—  I-c^  to'uâesde 
ces  fractions  sont  ks^  valeurs  de'i;'  et  3/;  lauhipliant  ha«l  et  ba^ 
par  3,  OD  trouve  enfin   '       ' 

±2  =  3,  9,87,  ,86!^. ..  dbjr=;=©,  6,  .60,  594*** 

La  deuxième  racine  de  %  ne  donne  aucune  solution  nouveUe. 

Les  dénominateura  des  bomplètes  sont  <C  ^  V*  (  ?^g^  '  4  '  )* 
Quand  le  2*  membre  P  dépasse  cette  limite,  on  ne  peut  espérer 
c|a'il  se  trouve  parmi  cea- dénominateurs,  et  notre  procédé = ne 
i  a [  t  plus  con  naître  les  solutions  )  :oaais/dési^ant  un  facteur  de  P, 
P  i=^fP^i  et  n  un  entier  quelconque ,  posoiltf  j^  =  nz  '^-fy^y 

-  »  - 

.  ^^ — j«'+ay*{* +««) +«//  =-P^\ 

Qu'on  rende  entier  ce  i*'  coefîicient,  par  une  valeur  convenable 
de  n  (p.  148)  '»  cbaque  fois  que  b^ —  ao  entrera  dans  la  defni- 
période  du  diviseur^  on  aura  des  valeurs  dç  dz  /»,  et  autant  d'é- 
quations à  résoudre ,  telles  que  utz^  +  2.fijizr\-  ^'*==  P'»  P" 
à  et  P' sont  les  mêmes  .(ainsi  que/?* — -rf^.  Ain$.i,9U.peut 
réduire  P  à  être  P'<^  2  y/^,  et  même  jusqu'à  P'==  db  i . 


d'où 


ÉQU.    INDÉTERM^    DU    2*   DEGRE.  iSS 

Ainsi  Téqu.  66a'  —  i8yz  4-J'*  =  34 >  «n  prenant  /*=  1 7,  con- 
duit à  rendre =  entier;  d'où  /*  rri  2  et  16, 

•  17 

puis 
^=si^-f.a«    ou    -f- 162,     2»*dr i4/«  +  i5/*:^«« 

'  ■  f  I  ■ 

l'nne  de  ces  transformées  a  été  résplue  (p.  tSt)  ;  Tautre  n'en 
difi^re  que  par  le  signe  de  j/;  on  en  tire  donc 

±«=1,  11,87  -3,25...  avec  ±:j'=2,  56^<44^''**  4^>  ^^>^'**»i 
oaaTec  ±^^=16,142,  1120....  i4,  128... 

Noos  supprimerons  la  démonstration  qui  établit  que  ce  pro-  ' 
cédé  fait  obtenir  toutes  les  solutions  entières. 

571.  Ces  calculs  s'appliquent  à  Féqu.  a'—;-  (/•'.=  db  i  ;  naàif 
ils  deviennent  alors  très  faciles.  On  développe  \/i  en  fraôtièn 
continue  z  =i^t^=:^u  (u,  u*. , . ,  u",  u',  nû)  ,  et  Ton  ne  s'arrête 
qu'aux  complètes  dont  le*^  dénominateur  est  i ,  en  Iratfg  hn-^ 
pair  pour  -f  i,  et  pair. pour  —  i.  Or,  on  prouve  aisément  que 
les  seules  complètes,  donfi  est  dénemlnatéur  (excepté  la  i*^ 
|//),  sont  celiqs  qui  donnent  le  dernier  entier  2/^  de  la  pé- 
riode, lesquelles^  ont  la  forme  *^- — • — ^/  Le*  convergentes  •**  ^ 

qui  répondent  à  tous  les  retours  du  terme  u'  qui  précèd.e  ^u, 
8Î  elles  sont  en  rangs  utiles,  donnent  donc  d:ia:^n,  dzj'âsV, 
Ces  signes  étant  indépendans  l'un  de  l'autre.  Quand  la  pé- 
riode a  un  nombre  pair  de  termes,  chaque  péifiode  donne  une 
solution,  dans  le  cas  de  -j-i ,  et  il  n'y  en  a  aucune  dans  ce- 
lui de  -~  I.  Lorsque  la  période  a  ses  4er,iiies  en  :quotité,  iq^r 
paire,  les  retours  aux  périodes  l'^i  3*,  5*.|*; c6nviën&eut-  lors- 
que le  2*  membre  est  —  i  j  s'il  est  +  >ott  prend  les  a**»  4%6*^»«• 
Pbn^l'équ.  a^ — i4j''=±:i,ona  (p,  1^)  V^i4^3(i,2,  i,6X 
le  terme  i ,  qui  précède  6,  ne  vient  iai9aU4i;L'aiMis:^/*angs  pairs/, 
ainsi,  la  proposée  est  absurde  dn  nombres: ii<ittérs,;0$ns  le^Kfis 
de  —  I.  Dans  celui  de  + 1 ,  on  prend  les  convergeiiles  i  ^:t^:, 
Hî,  YHi""'  f  ®^  ^*^^  a,  les  signes  étant  d'ailleurs  quelconques, 

rfcz=i,  i5,  449  •;     — ^  =  o/4;  >2io... 


l54  FaÂGTIOMS    CONTINUES. 

Soit  X»*  — -  liu^  =?  :t:  I  :  comme  v^  i3  =  3  (  i ,  i ,  i ,  i ,  6), 
les  conTcrgentes  correspondantes  au  retour  du  terme  i  qui  pré- 
cède 6,  sont  ^,  J^,  411,  ^^...:d'oii«=  I  fi^^,..,y=o,  i8o... 
pour  +  i;  et  s=  18^23382...  y:=z5y  6485 ..  pour—  i. 

Soit  j*  —  3y*=  i  ;  commrf  V/3  :;=  i  (i ,  2),  toutes  les cooTer- 
gentes  ij  t>  49  «f  «  II»  Hl**'?  donnent  des  solutions);  il  n'y  en^ 

■  •  •  •  • 

aucune  >  quand  le  â*  membre  est  —  x. 

L'équ.  «*  —  5^*  =  ±:  1  a  ses  solutions  dans  les  fractions  û- 
ternes  l/îjff-,^..'* 

5^2.  L'équation 

aa*  +  26y«  +  cy*  +  da  +  ^^  +/=  ^  1  - 

la  plus  générale  du  2*  degré  ».se  ramène  à  la  précédente,  en  la 
dégageant  des  termes  de  1^  dimension.  Soit  fait 

d'oi    aa#+26/^  +  <^!^o»    2i?c  +  2éi  +  «  =  o.. .  (1), 


«•    1- 


en  posant  &■  —  oc  ==  Z>.  Tous  nos  coefficîens  sont  supposés  en- 
tiers. Or,  il  estdair  qpie  cette transioimation  n'est  utile  qu'au- 
tant queii^  et  y'  sont  entiers  en  même  temps  que  z  et  y.  Faisons 

donc  les  indéterminées  k=:  l^sz  --77  savoir , 

'.'■'.'  •    .  ■ 

Les  valeurs  cherchées  dey  et  /  répondront  à  des  entiers  pour 
zet  jr  :  mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu,  et  l'on  devra  rejeter  les 
solutions  entières  de  /  et  ^' ,  qui  ne  rendent  pas  «  et  y  entiers. 
Oh  au^à  ainsi  toutes  les  valeurs  demandées ,  en  ne  conservant 
pour  ii^'  ety  que  les  solutions  trouvées ,  qui  ont  la  forme  conve- 
nable (n**  565).  Mâîntenatit;  multiplions  les  équ.  (1)  respective- 
ment par  «et  jS ,  puis  ajoutons;  nous  ^youb 


ÉQOATIOHS    HUHÉBIQOES.  iS^ 

Hifiudéngneronsle  numérateur  par  iV;  la  bansioimée  est 

«a'^+aôiy +cy"  +  4D'/4-^0  =  o...   (3);  ^ 

éqn.  qn'on  sait  résouUre.  r^ 

Lorsque  !>'  —  ac  =  o  ,  ce  calcul  ne  peut  plus  se  faire;  mai» 

multipliant  par  a  ,  les  trois  premiers  termes  forment  le  carre 

ie  az+by;    posant  ce  binôme  =  a' ,  le  reste  du  calcul  eal 

facile.  -, 

Soit  l'équation  ^ 

qs' — aay-l-Sy"—  3os  +  lo^-  +  8  =  0; 

!«é(iii.  (a)  deviennent  2=^;^^,  y-_>  ;  mais  ^et« 
ne  sont  entiers  qu'autant  que  4"?  facteur  commun  des  coni- 
tîntes,  l'est  aussi  de  l'et^,  qu'on  peut  changer  en  4»=' et  4<>)'  '( 
MDsiïe  facteur  4»  s'en  Ta,  et  l'on  pose 

i=«'  +  2,    y—y'  —  i,     71'"— î^y +  3y"  =  27. 
CiHe  éqn.  a  été  traitée  (p.    i49)  et  a  donna  ±  s'  =  o  et  2, 
±y  ^  3  et  I  ;  donc  on  a 

s'^^,  0,2  et  2,     avec     y  =  o,  —  2,  2  et  — 4* 

Résolution  des  Équations  nianênques.  ., 

Soit  JÏ=o. une  cqu.  qui  ait  été  préparée  de  manière  a 
'aucunes  racines  comnieiisurabies,  ou  égalcs,au  comprises 

. leux  nombres  entiers  successifs  (n"'  5i8,524,  Sa^);  ad— 

nieitonsqii'onconnaïssepourcliaque  racine  irrationnelle  l'entier 
^'qniest  immédiatement  moindre  (n"  628),  et  procédons  à  Tap"    1 
proiimation  ultérieuie.  -  . .  .  J 

D'après  la  règle  donnée  (n'  562),  soit  fai  1 07  =  y  -J ^-è:  d4 

détiendra  X  =  o,  cqu.  dont  l'inconnue  est  x.  Or ,  par  swppo-  'J 
litton ,  il  >■  a  une  des  Tsleurs  de  :^  qui  est  >  i ,  et  il  n'y  en  » 
iju'tme;  cette  racine  répond  à  la  valeur  de  jx:  dont  y  est  la  fiarlic 
entière,  et  dont  nous  voulons  approcher.  Raisonnons  de  niôûie 
pour  ,V  =  o,  et  soit  y    l'cnlicr  approche  de  x' ;  011  est  assuré 


l56  ^         FRACTlOIfâ   COUTIIVURS. 

« 

qu'il  n'y  a  qu'une  valeur  de  x'  qui  soit  positive  et  ^  i  ;  on  po*  ■ 

sera  donc  a/  =y  +  — y  a  ^  ayant  une  racine  >  i ,  et  une  seule  ;  ' 

de  là  une  transformée  X''  =  o  dont  af  est  l'Inconnue.  On  voit  ^ 
donc  que  la  racine  x  sera  développée  en  fraction  continue  ^ 
X  =  jf ,  j/,  jf*' ,  y* ..;  qu'on  en  tirera  des  convergentes  de  plu 
en  plus  approchées  par  excès  et  par  défaut ,  alternativement; que 
l'erreur  résultante  de  chacune  aura  une  limite  connue,  etc..* 
Quant  au  calcul  des  équ.  ^ ^  X"... ,  il  est  très  facile;  car  soit 

transformée  est;  (n®  5o3) 

JC  +  X*+iXV+...W=o; 

mais  ici  ^  s=:  -7  i  donc,  en  multipliant  tout  par  «?, 

X  j  Xf,  X". . . .  sont  les  valeurs  de  X  et  de  ses  dérivées ,  lors' 
qu'on  y  fait  or =j^;  ainsi,  après  avoir  calculé  ce3  coefficiens 
{ycy.  la  note  p.  4^)  9  il  suffira  de  les  substituer  dans  cette  équ. 
Soit  proposée  l'équ.  jp^  — •  a*  —  5  =  o ,  dont  une  seule  ra- 
cine est  réelle  et  comprise  entre  3  et  3  (  n®  629  )  ;  appliquons 
notre  méthode*.  En  faisant  af  =  2 ,  dans  x*  —  zx  —  5  ;  3x*  —  a , 
SâP  et  I ,  on  trouve  —  i ,  i  o ,  6  et  i  ,  pour  coefficiens  de  l'équ. 
en  x'.  Mais  x'  est  entre  10  et  1 1 ,  et  l'on  trouve  de  même  pour 
les  coefficiens  de  l'équ.  en  x" ,  6i ,  —  94 ,  etc..  ^  donc  on  obtient 
ces  résultats,  ou.  l'on  s'est  dispensé  d'écrire  les  puissances  de  s^ 
qui  sont  assez  indiquées  par  les  rangs  des  termes  : 

I 

(o) x^  +   ox*  —     2x  —  5  =  0  entier  -  2, 

(i)  ...—       i  +     10  4-      6  +       1=0 10, 

(2)  .... .     61  —    94  ""    ^®  —       1=0 I , 

(3>  .\j.—    54—    25+89+-    6i  =  o I, 

(4) 71  —  r23  —  187  —    54  ==  o 2, 

(5)  ...—  35a  +  173  +  3o3  +  71  =  o  . .  ; . .     i, 

(6)   195  —  407  ^  883  —  352  =  o 3, 

etc. 


X»  — 

2*   + 

I  =  o  entier    i, 

«  + 

2   + 

I    ^=   0    . • . .        1  y 

3  — 

4- 

I  =  o  .  • . .     4> 

20   + 

9  + 

I   =:=   0    .  •  .  •    20  p 

9>  — 

4o- 

K    "^■"    O    •  •  •  •        2y 

ÉQUATIONS   NUMÉRIQf;^.  iSj 

Donc     j?  =  a^io,i^i,a^i>  3...  ==  §y|  s  2,09455...  ; 
valenr  qiiî  a  5  décimales  exactes,  puisqu'elle  n'est  pas  en  erreur 

L'équ.  x^  —  «*  — '  2X  +  I  =  o  a  ses  trois  racines  réelles ,  et 
eini]nriae8  entre  i  et  2  ^  o  et  i ,  —  1  et  ^  2.  Àpproclions  d'abord 
delar*. 

(o)  . a?3  — 

0)  •••—   I  — 

(2)  .....   I  - 

•  (3)  ..,.—   1  + 

(4)  .....  181  - 

(5)  ...—  197  +  568+695+181=0....  3, 
(6) 2069  —  1216  —  i2o5  —  197  =  0  ....  I, 

etc.     .  .  * 

ï=i,  1,4, 20, 2, 3, 1,6,10,5,2=^^^^=1,8019377358. 

La  racine  comprise  entre  0  et  i  se  trouVe  de  même; et  comme 
dès  la  2*  opération  on  retombe  sur  la  transformée  (2),  on  doit 
retrouTer  les  équ.  3,  4»  5...j  d'oii 

«=0,2,4,20,2,3,1,6,10,5,2=^,^^=0,4450418679. 

Enfin ^ pour  la  racine  négative ,  il  faut  changer  xen^-rr  x^ét 
comme  on  a  alors  l'équ.  (i),  on  pose  de  suite 

— j:=  1, 4, 20, 2,  3, 1,6, 10, 5, 2=^|f^  =  1,2469796037. 

Nous  rencontrons  ici  une  particularité  propre  à  l'esemple 
proposé  f  tn  sorte  que'les  trois  racines  se  trouvant  formées  des 
mêmes  termes ,  on  est  dispensé  du  calcul  des  deux  dernières. 

574*.  Exposons  ihaintenant  les  moyens  d'abréger  ces  divers 
calculs.  '  i     ■         V   ^  . 
La  fractioti^^eonttnue  avant  été  poussée  ^jusqu'à  l'entier  y, 

xzzy^  y  P  ^*...  ^',  soient  —7  et  —7  les  deiki  dernières  conver- 

« 
gentes ;  il  suit  de  l'équ.  \Fj  n*^  662),  ainsi  qu'on  a  vu  p.  i44> 

que  si  z  représente  la,  valeur  du  reste  de  la  fraction  continue^ 
on  a  \  . 
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mx  *—  m  in 


en  commençant  la  division ,  et  à  cause  de  wln  —  inn'  =r  H^  i, 

Sott!/'la  diffétence^ntre  ^ret  la  oonrergente  ->  >  on  #"=:  *7  — x, 
on  a  rix  —  w  =  —  n'^;  d'où 


iri 


•      .  1       .  ..  .  .. 

Ici  X  désigne ,  il  est  yraî ,  la  radne  dont  on  veut  approcher, 

et  2  est  une  Taleur  qui  en  dépend  ;  mais  chacune  des  autres 

racines  x'  y  a;'...  dioinne  une  équ.  semblable  ;  ainsi  ;  %' ^  %\.^h\xBX 

les  valeurs  de  %  correspondantes^  on  a 

J  -^  _  -+-  — _  »*  ^—  _  ^  -H  _^__»      4>t«    ■ 

--.  /»        c  •  n  n         €  mfi 

Ajoutons  ces  (^  -—  i  )  équationsi  et  faisons  pour  abréger ^ 


■  • 


/?»'  '"     A  '        * 

ta  tFatTâforméé  càût  «  étant  représentée  par  Az^  +  -5 »»^f  -ij-»'..']  j^  o  , 

la  somme  des  racines  est  «  +  z'  +.«*'•••  =  —  "^  î  retranchant 

Féqu.  précédente, 

ni'    .         .        ^        A  •  • 
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mais  ~7  ne  tarde  pas  à  approcher  asses  de  x  pour  que  ^  sojt  fort 

petit;  ^',  J^..* ,  qui  sont  les  différences  des  autres  racines  jp^j^o* 
à  notre  convergente,  sont  à  peu  prè»  égales  aiuL. différences  de 
ces  racines  à  Xy  et  plus  ces  différences  sont  £>randes  ,  plus  A  est 
petit  ;  n  croit  d'ailleurs  de  plus  en  plus  :  aintsi,  le  dernier  terme 
de  notre  équ.  est  alors  négligeable  ;  d'oi      ,  /»    •)  j  ,•      • 

•*  •■    •  ■*  77*'  :  ■     ,     B   '»••  -*•  • 
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Cette  dernière  équ.  condait  à  »=^  +  i^K  =  Vi^=3,6..; 
Le  retour  des  ohififreB  (3,6)  fait  présumer  une  période  :  eh  suppo- 
sant qu'elle  existe ,  on  trouve  que  x*  "—  1 1  doit  être  dÎTÎiearde 
la  proposée{ii®  568);  on  essaie  cette  division,  qui  donne  leqootâeiil 
exact  *•  —  2x  -f-  a.. 

La  résolution  de  i'équ.  x^=  A,  ou  l'extraction  des  racines» 
rentre  dans  cette  méftibde.  Ainsi  jr^  =  17  donne 

jf  =  2,1^1,3,138  =  ^; 

et  formant  la  valeur  de  is,  on  arrive  à  s  =3  i ,  3,  2....;  d'où 

x  =  ^?^  =  2,57i28i8. 

S73.  L'équation  10*  t=  29  se  traite  de  la  même  manière.  Qflt 
trouve  d'abord  que  x  est  entre  t  et  2  ;  savoir , 

I         «  +  -7  ^ 

±=i+p,  10         =29;  10X10     =29i  10  =  (2^9)''. 

On  voit  ensuite  que  x'  est  entre  2  et  3  ; 

I 

et  ainsi  de  suite.  Do6e 

»=  1,2,6,6,  1,2, 1,2...  =  -^=  1,4623980. 

Cette  valeur  >•  jr  est  approchée  h  moins  de  (9f4)*vftvccsix 
chiffres  décimaux  exacts. 

io*=23     donne    «==  1,2,1,3,4,17,2=11^=1,3617278. 

Ainsi,  on  sait  résoudre,  par  approximation,  Péqu.  10*  =  fr,  et 
comme  on  peut  preiidce  au  lien  de  10,  toute  autre  base ,  on  sait 
calculer  le  logarithme  d^un  nombf^  dans  tout  système. 


•  »  • 


VI.    MÉTfiÔIMS  DES   QOBFf^GfEVS    INDÉTERMIIÏÉS. 


DécomgQsit^iqn  des  Fractions  rationnelles, 

576.  F  et  ^*6tan!  Hi^  ^ctîoiis\de  ar  identiques  jÇ,'li-i,(im 
n'ontqu'unesittiple'iliîfemblancë^ovenne  de  la  manière  dont 
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dles  sont  exprimées  algébriquement,  Féqu.  F  t=:  ^  n'a  pas  be- 
MÎn  pour  se  vérHler  qu'on  attribue  à  x  des  valeurs  convenables, 
jet  doit  subsister  y  quel  que  soit  le  nombre  qu'on  juge  à  propos  de 
mettre  pour  s.  Supposons  que ,  par  des  artifices  d'analyse ,  on 
parvienne  à  ordonner  JP  et  ^  par  rapport  à  «,  sous  la  même 
forme 

puisqu'il  n'y  avait  entre  Fet  ^  qu'une  différence  apparente  due 
au  formes  sous  lesquelles  ces  fonctions  étaient  exprimées ,  cette 
différence  de  formes  n'existant  plus ,  on  doit  précisément  trou- 
ver dans  un  membre  tout  ce  qui  entre  dans  l'autre;  donC| 

Et  en  effet,  puisque  l'équ.  doit  subsiste^  pour  toute  valeur 
de  AT,  si  Fon  prend  «s=o,  onaaï=£^.  Ces  deux  constantes 
n'ont  pas  été  rendues  égales  par  cette  supposition  ;  elles  Pétaient 
sans  cela,  et  l'hypotbèse  n*a  été  ici  qu'un  moyeu  de  mettre 
cette  vérité  en  évidence.  Dès  lors,  quel  que  soit  a?,  on  a  encore 
fer  +  c**  -f....  s=5  Bx  +  Cap*.. .  5  divisant  par  *,  * 

i  +  c*  +  etc.  z=zB  +  Cx. .  •  j 

le  même  raisonnement  prouve  que  bzstB^  puis  c  â=  C... 

itmsi ,  étant  donnée  une  fonction  jP,  après  s'être  assuré  di- 
rectement qu'elle  est  susdeptible  d'être  4j&primée  sous  une  forme 
désignée  ^,  contenant,  des coefficien$»ootistans  A^  B y  C...,  il  est 
âifé  de  trouver  ces  nombres.  1®..  On,  décrira  l'identité  F=f, 
jF  étant  la  fonction  proposée ,  et  ^  sa  valeur  mise  sous  une  autre 
jforiDe  reconnue  convenable,  et  contenant  les  oœjfflciens  indè^ 
terminés  A,  B,  G«..  ;  2®.  par  des  calculs  appropriés,  on  ordow 
nera  les  deux  membres  F  et  ^  selon  les  puissances  de  x  \  3°.  on 
égalera  entre  eux  Ue  termes  affectés  des  m4m£s  puissances  de  1; 
4^  enfin,  on  éiiminena  entre  ces  équ.  pour  en  tirer  les  valeurs 
des  constantes  inconnues  A^B  yC. 

Appliquons  ce  principe  à  divers  exemples. 

677.  iV  étant  le  numérateur  d'une  fraction  rationnelle,  J> 
dénominateur ,  proposons-nous  de  la  décomposer  en  d'atti 

2.  II 


I&l  FRACTI09S  RATfOinmXBS. 

doot  die  soit  la  somme.  Par  la  dirision ,  on  peat  tOD)oan  abaip 
ser  le  degré  da  pcJ^ome  N,  par  rapport  à  x,  aa-dessous^de 
2>;  c^est  dans  cet  état  que  noos  prenons  la  fraction.  Soit. . . . 
DzszP'X  Qy  Pet  Q  étant  des  poljnomes  premiers  entre  eux, 
des  degrés  p  elq^  posons  * 

w  o  "*■  P  • 


Pour  réduire  an  même  dénomtnatenr  D^=Py<Q^  multiplions 
^jr**^  +...  par  P,  et  yfjtf"*  +—  pàr  Q\  ces  produits  seront 
de  degré  />  +  7  ^  '  y  c.-à*d.  formeront  nn  polynôme  complet 
d'un  degré  moindre  de  t  que  D;  et  comme  iVest  au  plus  de  œ 
même  degré  ^  en  comparant  chaqne  terme  de  iVà  ceux  des  pro- 
duits ci-dessus,  on  ep,.  tirera  p  -i-  q  équ.  entre  les  coeiBciens 
inconnur^y  A  yB^ff,.,  ^doot  le  nombre  est  Tislblement/>  4~  j^i 
puisque  nos  numérateurs  ont  q  et  p  termes  ;  ces  inconnues  ne 
seront  qu'au  i*'  4^^;  ^^  let^lcul  conduira  bientôt  à  les  trouTer. 
Il  est  donc  prouré  que  la  décomposition  indiquée  est  légitime; 
et  le  calcul  donne  actuellement  les  valeurs.de  tontes  les.  parties 
composantes. 

Et  si  P  et  Q  sont  eux-mêmes  décomposables  en  d  autres  fac- 
teurs prfemtersentre  eu« ,  sans  chercher  à  déterminer  ji.  A' ,  B^,f 
on  remplacera  chaque  fraction  par  d'aatre:^  formées  selon  le 
même  principe;  c-k-^^fk^ypour  xUcomposer  lajraciion  ra- 
tionnelle propos^êj  il  fiuit  trozii>er  les  facteurs  premiers  entre 
-eux  de  son  dénominateur  y  'et  è^aler^icktte  fraction  à  une  smêe 
Vautres  qui  aient  ces  fixateurs  pow^dénominaeBurs^  et  dont  îès 
numérateurs  soient  ds^'polynômes  respettiifement  d*un  dëgH 
moindre  d'une  unité  *  "      •'■  .      .  .   >  .*.  • 

Qn  égalera  donc  iZ^<Àzém  pour- le  résoudre  en  ses  fàctears 
simple^;  et  il  se  présehtera  'deu  cas;  selon  que  I>  n'aura  ^be 
des  facteurs  inc^aux,  ou  en  aura  d'^ux.  Examinons  ces  deVix 
cas  séparément.  -  i       -  •  '  " 

i«'  CAS.  Si  D  =  (»  —  a)  {x'^b)  («-^ &)<.;,  tofipofifel*^ 

N         A      .       B       .       C 


D 


—  a   '    »  —  ^ 


+ 


«.•—»  r 


.+• 


c. 
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(et  i!  s'agira  de  déterminer  AiB  yC.  "par  le  procédé  qu'on  vient 

<l*exposer.  . 

Par  exemple ,  soît  Z>  =  (jc  —  a)  (a?  —  b)j  on  a 

kx+t  A  B 

(x  —  a)  (x  —  ^7       jc  — •  a  .      «  —  ^ 

d'où  hx  -f  /  =  ^(.T  —  è)  -|Ii¥(Ar  — û) 

et  enfin  a  =a  »  <       '■. x>=s-r . 

,11.   '       .    .  «  ■ 

1  •  /  •< 


I    ■  i- 


Pour  — -ï- — ,  f  égale  le  dénominateur  à^iérb  ^a^'en 

obtenir  lèsJacteurs  binofnes;  x^  —  x  =*2  donne  x,:=:  2  et  *~  i  ; 
ce  sont  les  Taleurs  de  ft  êlV;  On  a  iÉ'r^  —  4»  ^  ^^  j  aînisi 

•.    a»y-4'^  i:/        "r*'fl;*  '/    '    >  l<.j  !*  ^  '.  .'!.  .  :.  .-  / 


■    •  .    •         m       m       • 


I  i      •■   ■''       •■    \ 

De  même  -r r-  =  — :; — \ — :  + 


■  \  ••■  f < •  t ■ 


a*  — r>c*         2^(a  +  x)  _    aa  (fl — a?)  *.  • 


Soit  encore    —rr ^^  =  T  + 137:;;  +  1 T  ; 


<  i  •«  •  < 


oh  trouve     \  r^Aa"  +  ai^É+.erj^àf"  (O—  ^ — ^)  ; 
donc  i=^a*,  B+C=zo,  C^^^J^A^'B'isis^i  ■      > 

fiBmtnant,onfi-^,J?,jC,ipuis-_  i=s    .   .._      .^ 

"1,7.        7.       r  I-;-/.  '"v."     «->v.  ;. 
I  •  I  ' 


I  I 


Lorsoue  D  a  des  facteurs  'pmomes  umagmàires.  la  memb  mé- 
Cbodepent  s'appllquerymais  on  préfère  sbuventne  décomposera 
qu'en  facteurs  trinômes  réels,  tels  qu^  ^*.+J?^.::f^  ^^jBt/la  pro- 

Ax  -4-  B 
posée .  qu'en  fractions  de  la  forme  — r -. — .  Cest  ajnsi  que 


)(J4  FRACnOirs   RATIONNELLES. 

x^  —  x  +  i        _-^^  +  B  C 

on  trouve  ^=i»     B'=^A=a  —  J* 

X  Ax  +  ^     I       ^ 


De  même 


ilonne  — u<  =  ^  =  Cr=J. 

21*  CAS.  Cliaque  fkcteur  de  D ,  de  la  forme  (jp  —  a)'  >  don 

Ueui  une  compo^nte  telle  que -^ — ^^ rj — ^;  maïs  comi 

celle-ci  est  elle-même  décomposable  y  on  pose  de  suite  ^  au  li 
dç  cfstte  fraction^  la  somme  équivalente 

...        ^        ,  B  ■  C       .       ,__L_ 

(*  —  a)'  T  («  —  «)'-  ^  (*  —  a)'-*"  ^  *  —  a* 

Et  en  ^et ,  il  est  visible  qu'en  réduisant  »a  même  dénomii 
teur ,  le  numérateur  a  la  même  forme  que  oî-deTant,  et  un  é\ 
nombre  de  constantes  inconnues. 

)?  +  a*'^ri    '__A  B       .     <?      .  __?_ j | 

donne  =^__^^+ _^ +_I_  ___ 

On  tro^yera  de  même 

I  I 


Si  les  facteurs  éga'ux  du  dénominateur  étaient  imaginaire 
quoique  le  même. procédé  puisse  être  appliqué,  il  serait  pré 
rable  de  les  réunir  en  facteurs  réels  du  2*  degré ,  sous  la  for 
(^*  +P*  +  S')'  i  1®  numérateur  est  alors  Àx^^^  -f-  Bx^'^"^  + , 
ou  plutôt  on  prend  les  fractions  composantes 

Ax  +  B     ■.    .■'   ^  Cx  +  D  KxA-L 

ix^+px  +  qY  '^  {X'  +px  +  9)'-*  '^'"'^  x^+px  +  q 
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I 

j    Par  exemple ,  on  fer» 

I 

(x  +  i)a^{x^  +  a)  (jc*  +  0' 

ji      ,  B    ,    €    ^  Dx+E  ,  Fx  +  G   ,  ffx  +  I 


•f 


/ 
Le  calcul  donnera 

^=^,  ^=^e=4,  p=-£=|,  F=-G  =  i, 

7  578.  L'usage  fréquent  qu'on  fait  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles^  rend. très  utile  la  méthode  suiyante^  qui 
abri^  les  calculs. 

I*'  CAS.  Facteurs  inêgamç.  Soit  D^=^  {x-^^  a)&^  S  étant  un 
produit  de  facteurs  tous  différens  de  jp  —  a.  La  dérivée  (p.  4^ 
eln' 664)  est  Z>' =  iS^+ («-^  û)'S';  on  pose 


: 


^ 


Il  s'agit  de  déterminer  la  consts^nte  A ,  s^ns  connaître  le  po- 
^om^e  JP.  Si  l'on  fait  ^  =  a.,  et  qu'on  désigne  par  n,8et  d  ce 
que  deriennent  N,  SetD,  par  cette  hypothèse  (nous  ferons 
usage  y  dans  ce  qui  suit  ^  de  cette  notation  ),  nous  ayons  (fz=z8çï 

nii^As'y  partant 9  ^z=  -  =  -^  .  Donc  remplacez  le  dflnomina^ 

teur  D  de  la  fraction  proposée  par  sa  dérivée  D^;  puis  changez 
lensi,  voua  aurez  le  numérateur  A  de  la  fraction  composante 
dont  X  —  a  es^  le  dénominateur.  On  devra  de  même  faire 

x=:  &y  c. . .  dans  — ^ ,  pour  ayoir  les  numérateurs  de 


IJ}'  '  ^ ' "^  x~b' 
C 
. .  . ,  en  supposant  D  =  (*  —  a)  (*  — d)  (or  — c).  . . 

•  ^^  c 

_  5**  — 5*4-6  N        _5^_-5,  +  6 

or,  vous  ayez  Dz=z(x~^  ï)(*  +  i)(*— 2)^  ;  faites  donc 
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—  I  ,  2  et  o ,  et  vous  aurez  2 ,  —  i ,  —  4  ^  ^  pour  résultats;  la 

.    .  .      a  f  4       .3 

proposée  revient  a  — -^  «r-  '— - —  —  ■  H — • 

1  iV  1 

Soit  la  fraotioQ  -g ^  ;  on  a  ^  =  -^-j  ;  or  (p.  101), 

«S—  I  =  (z  +  I)  (2  —  1)  («•  —  «+!)  («•  +  «  +  i). 

Pour  les  deux  i*^'  facteurs,  on  fait  zz=:zt,i,et  l'on  a  di  ^;  le 
facteur  suivant  donne  z  =  ^(i  ±  ^Z  —  3)j  d'où  Ton  tire 

2^ 32 I  ±  ]/  — 3 

6(i±:v/  — 3)5  "^6(i6h;i6v/  — 3)  îâ       "' 

les  4eux  fractions  composantes  sont  faciles  à  trouTcr;  réduites 

z  ^"~  2 
en  une  seule ,  on  a  •!.  -r : — .  Enfin ,  le  4"  facteur  de  D  in- 

dique  qu'il  suffît  de  changer  s  en  —  iz  dans  ce  dernier  résultat. 
Donc, 

1        £  /       1 I__  g 2 S  +  2      \ 

««— i~6\z— 1      z+ I  "*"«•  —  «+ I      V  +  z+iA 

2*  CAS.  Facteurs  égaux.  Soit  Z>  =  (x  ^  a)'  ;  si  Ton  c^ngp 
,T  en  a  +  A  dans  A^ et  Z>,  ces  polynômes  deviennent  (n**  5o3) 

N=n  +  nfh  +  i  /i^/r»  +  ^  nTh^ -j-  , . . ,    et  D  =  h\ 

En  divisant,  et  mettant  x  —  a  pour  h ,  on  trouve 

iV" ^ i£ ^  n 

Ainsi  la  proposée  sê  décompose  en  i  fractions  ^  dont  les  numé- 

rateurs   sont  ce  que  deviennent  N ,  N' ,  ^  N" . . .   ^a  faisant 

x  =  a. 

3a?*  —  7ar  +  6  ,        ^  , 

Par  exemple ,  — -     _     3 —  ;  comme  le  numérateur  a  pour 

dérivées  6*  —  7  et  6  ,  en  faisant  a;  =  i ,  on  obtient  2 ,  —  1  et 
3  pour  numérateurs  des  fractions  composantes,  savoir , 

3a?*  -^  73?  +  6  _        2  I  3 

(a:_i)3       — (ar_ï)3    .  (^  _  iJi  +  ^T^" 
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Mais  si  le  dénominateur  contient  d'autres  facteurs  avec 
(x— a)* ,  et  qu'on  ait  D  =  (af  —  a)'.  «S,  S  étant  connu  et  non 
divisible  par  *  —  a ,  on  pose 

D-^{x  —  ay^  S'"  ^^' 

i'oîi  N=  P(x  —  a)'  +  FS. 

Changeon»  x  eaa  -\-  y  dans  cette  éqn.  identique ,  et  dévelop- 
p«ns  (n"  5o3}; 

+  (/  +  /V  +  i  /V-)  (*  +  s'y .+  i  »V..O , 

en  consenrant  la  notation  employée  ci-  dessus  pour  Uy  d,  s  et  /, 
Comparant  des  deux  parts  les  coeffidens  des  mêmes  puissances 
de  y  (n®  676) ,  nous  avons 

^désigne  ici  un  entier  quelconque  <^  i.  Ainsi,  ces  équ.  donnent 
/,  /',  /"'•••>  et  par  conséquent  le  développement  de  la  pre- 
BÎère  partie^ 

_^    -   /    I     fi    ^r 

(*  -T^  ~"(*  —  «)'       (*  —  a)'-^  (x  — a)'---  •  » 

précisément  comme  si  la  fractioir  proposée  n'eât  en  qne  (je—af 
au  dénominateur.  On  tire  de  cette  équ.. 

F  =/+/'.(*- a) +1/".  («-«)'  +  ....  (3), 

Pesl  donc  connu  ;  et  l'on  a  dans  Féqu.  (i) 

P^_   N—FS_N—FS 

Celte  identité  exige  que  (x  ^  a)'  soit  facteur  de  iV  —  FS-^  il  faut 
effiBctner  la  division  pour  obtenir  le  quotient  P;  la  2'  partie  de 
Botre  fraction  proposée  est  connue ,  et  il  faut  la  décomposer  k 
son  tour.  ^-  «' 

5^  +  3 
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faites â;=:  I  dans5=«*4-*^2i  5'  =  2*+  i  =3, •5"= 
Donc,4  =  a/4=:a/'  +  3/,    1 0=^2/'' +  6/' +  2/; 

puis  /==2,/'=-l  ,  4/*=3,  F=2-(*-0+3(«-ï)*=r3**-'JX- 

Le  produit  F«9^  retranché  de  N^  donne 

^  —  9*^  +  i5**  —  11x4-3, 

qui  ^  divisé  par  {x  —  1)^,  donne  P=2*  —  3. 
n  reste  k  décomposer  y  par  Iç  premier  procédé» 

P_2s_— 3       -,  ,   P  _2ar  — 3 
faisant  ;p  ç;;^  — -  i  et  o ,  il  Tient  5  et  —  3  ;  puis 

Observez  que,  dans  cet  ex.,  il  eût  été  plus  court  de  déterm 
d'abord  les  deux  derni^es  fractions,  en  faisant  x  =  —  i 
dansiVeilX;  d'o& 

N_ F 5  3^ 

D'Oise— lY'^x+i       X 

Transposant  ces  deux  dernières  fractions  et  réduisant,  on  tr 

,,            .,            F  3y"  — 7Jg  +  6 

aisément  la  première  ^ 75  ;;=  — ,         t^'~^ *  V^^  ^ 

dans  ce  qu'on  a  vu  ci-devant,  et  est  très  facile  à  décomposa 
De  même,  pour  ^  =  ^_^^_^^^^^^q  ,   co 
Z>  =  (*  +  i)*  {x  —  2)  (x  —  3),  on  fera  «  =  2  et  3  dans 

Zy  ;  on  aura  les  fractions  — -1 r  :  retranchant  i 

X — 2        *  — 3 

oc 
proposée,  on  a  r — ^ij-Tr>  V^^  s'agit  de  décomposer. 

on  trouve  y  =  -—  1 ,  ^  =  i  •,  donc  il  vient  enfin ,  en  réi 
sant  ces  parties, 

N^  _  _i l I ,        1 

D        x  —  %       «  —  3        (x+,)*"*"  ,^.1* 
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Le  terme  général  T ,  ou  le  terme  qui  en  a  n  avant  lui,  et  W 
le  terme  sommatoire  2 ,  ou  la  somme  des  n  i*'*  termps  (n®  i44))  V^ 


sont 


T 


1  —  (  —  êtx\^  îc: 

T=a(  — «x)»,   S=a.î \ — -î^. 

I  +  «w  ï» 

Réciproquement,  si  l'on  donne  la  série  et  la  loi  qui  la  gon-  ^'* 
veme,  on  en  tire  bientôt  la  fraction  génératrice;  car  le  i  *'  termeà  *= 
est  le  numérateur ,  et  le  dénominateur  est  i  —  la  raison  de  la  > 
progression. 

3  ^  .  'f" 

Par  ex. ,  ^ — 7—,  =  — —^  (en  diyisant  haut  et  bas  pwQ  \^ 

donne  cette  série,  dont  le  premier  terme  est  s  et  la  raison  f«i  , 
;  (1 +5* rHf  «'+...):  enfin,  on  trouTB  ,^ 

-     3»     •*-  2(i-î«)* 

Et  si  l'on  donne  cette  série  et  sa  loi,  on  retrouve  la  fraction  gé-  .1 
nératrice  en  diyisant  le  i*'  terme  \  par  i  —le facteur  f *. 

Pour        ^'^^'^   ^=^  +  Bx+Cjç^  +  Dx'.,., 
on  a  a+è:if  =  ^+    ^*+    C^**+i^*^.«» 


*+  c 

x*+  D 

+  fi# 

+  Ca 

+^;8 

+  5/8 

puis       A-=  a,  ^  +  -^«  =  ô ,  C  +  ^« -f"  -^/^  =  o 

Ces  équ.  donnent  successivement  AyB^  C  • .  ;  la  i'*  -/i  =  a  peut 
encore  se  tirer  de  Péqu.  supposée,  en  y  faisant  «  =  o. 

Soient  My  N,  P,  trois  coeffîciens  indéterminés  consécutifs  du 
développement;  il  suit  de  notre  calcul  qu'on  a  P+Na-^-Jklfiszro'y 
d'od  P  =  —  JVce  —  M  fi  :  donc ,  un  terme  quelconque  de  la  série 
se  tire  des  deux  précédens  multipliés  j  l'un  par  ''^  oljl  ,  l'autre 
par  —  /Sx*.  On  obserte  que  ces  facteurs ,  retranchés  de  i ,  don- 
nent le  dénominateur  de  la  fraction  proposée.  Pour  la  dévelop- 
per ,  il  faut  d'abord  trouver  les  deux  1"*  termes  A  ^  Bx  ,  soit 
par  la  division,  soit  à  l'aide  des  équ.  A-=.a,  B:z=zb  —  au)  puis 
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1  +  «X  +  /Sx*. . .  -f  dx^ j  se  déreloppe  en  une  série  récur< 
rente,  dont  l'échelle  de  relation  est  formée  des  n  factennl' 
—  «X,  —  /Sx*,  ...  —  4r^  ;  on  cherclie  d'abord  les  *  i*"  termes, 
soit  par  la  division^  soit  par  les  ooefficîens  indéterminés;  le» 
termes  saivans  s'en  déduisent  ensuite  de  proclie  en  prode. 
Par  ex.> 

On  trouve  aisément  les  quatre  premiers  termes;  et  comme  ciIf 
divisant  la  proposée ,  haut  et  bas  ^  par  — -  2 ,  on  <d>tient  pcMF 
les  quatre  facteurs  f  x ,  ^  x*,  — |  x'  et  5  x*,  cette  édielle  de  r»n 
lation  sert  à  prolonger  la  série  tant  qu'on  veut.  I 

Il  est  inutile  d'ailleurs  de  rappeler  que  si  les  termes  ^^| 
série  Tont  en  décroissant ,  on  approche  d'autant  plus  de  la  Ili1 
leur  totale ,  qu'on  prend  un  plus  grand  nombre  de  termes;  wit 
qu'il  n'en  est  pas  ainsi  quand  la  série  est  direr^ente,  et  qt^ 
faut  la  prendre  dans  sa  totalité  pour  qu'elle  représente  la  frao^ 
tion  dont  elle  est  le  développement.  (J^cy*  n^  99  et  488.) 

58 1.  Occupons-nous  de  trouver  les  termes  général  Tel  somr 
matoire  X. 

En  décomposant  le  dénominateur  Z7  en  ses  facteurs  simples  « 
il  sera  facile  de  résoudre  la  fraction  proposée  en  d'autre 
(n®  577}.  Si  D  n'a  pas  de  facteurs  égaux,  les  fractions  coiR' 

posantes  seront  réductibles  à  la  forme 


..  •  •  *. 


I  +  «X  *  I  4-  iôx 
dont  chacune  engendre  une  progression  géométrique.  Ainsi,  £ 
série  récurrente  est  la  somme  de  i  progressions^  eni  aj autant  U 
termes  de  mém£  rang:  le  terme  général  T^  ou  sommatoire  2,  ei 
donc  la  somme  de  ceux  de  ces  progressions ,  qu'il  est  facile  à 
calculer  pour  chacune. 

Dans  notre  exemple  du  2*  degré ,  il  est  facile  de  voir  que  le 

fractions  composantes  sont —  — ; —  ;  d'où  résultent 

'^  2 X       i+x' 

I  +5^  +  i^-«-  +(î^)*;et— 2[i — x+x*...  ( — x)*... 


1 
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ji  ajoutant  les  termes  o&  a;  a  le  même  exposant ,  on  reproduit 
à  série — i  +  |j:  —  {x*..^,  développement  de  la  fraction  pro- 
KMée  :  le  terme  général  est  donc 

T=(^a?)»  — a(  — x)». 

De  même  ;  ■,   ^   ,  se  décompose  en 

I  —  4^  +  Sx*  *^ 

3  3  II 

^-=-(i+3jc+ûr*...)et = (i  + j:+x*.,,). 

1  —  6x     a  ^  xr-      i     2x  —  a  a  '  ' 

\a  série  demandée  résulte  de  l'addition  de  celles-ci  ;  le  terme 
fbéral  est  donc  r=ix»  (3»"*-'—  i) . 

+ 


a  -h  3g  +  J?* _      a  _J f 

a  — a:  — ax*  4-x^        i  *— a:        i+ar        a  — a: 


iknne  r=  |  x»  [6  +  (  —  0"  —  (i)*"^]  •'  c'est  le  terme  général 
Te  la  série  i  +  x  +  ax*  +  I  ^'  +5  ^.  •  •  • ,  dont  l'échelle  de 
idation  est  —  yx^ ,  X*  et  \x. 
'  Le  terme  sommatoire  1  se  trouve  aisément  dans  ces  exemples. 

S82.  Quand  le  dénominateur  a  des  facteurs  égaux  ^  les  frac- 
tions composantes  sont  de  la  forme 

K  K  K  K 

i+«x'       ("i  +  ^x)»'       {iJ^axf^       (1+^)^"* 

dont  les  termes  généraux  ont  pour  coeffîciens  (p.  a3), 

7=1,     /»+i,     '^{n  +  i)[n  +  ^),     i(»+ i)....(i»  +  3).... 

W    T— - — T.,  on  a  7^=  (71+0     ^  ^ 


•  •  •  • 


I  +  «txy  ^  a  z — I 

n  faut  en  outre  admettre  partout  le  facteur  K{ — «x)".  Dans 
Fei.  du  4*  degré  (p.  172),  les  fractions  composantes  sont 


"i  — ix         i  +  x^  (Ji  — ^)*         I  — ac' 

l>e  même  — 7-^ rr-  =  ', rr  —  7: t\  t" 

(1  —  x)*        (i  —  x)*      (i  —  xy 
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donne  ■  • 

T=(7l+l)(7^f2)(n+3)— 3(/i+i)(ii+2)+(;»+i)==Cn+if, 

la  série  est  i^  +  2^x  +  3^x^  +  ^^J^^-h'  ..  +  (71+  i^x^ . . . 

583.  Si  le  dénominateur  i  +  «x  +  iS«^* ...  4-  Sj:*  n'a  pas  de  I 
facteurs  égaux',  on  vient  de  Toir  que  la  série  est  la  somme  y 
de  i  progressions  géométriques.  Reprêsébtôns  par  y,  z,  ^,...  ^ 
]a  raison  inconnue  de  chacune,  et  par  a,  b,  c. . ,  «  son  terme 
'rhîliâl  :  le  terme  générîÀ  de  la  série  serai  -     ^ 

Lagrange  a  donné  ce  mojéii  élégant  de  «dételtnihiëk*'  tes  nacioé*  i» 
nues  a,  b,c,  »  .Xyj'^z.. .  Il  suit  de  la  nature  des  séries  réctl^  i 
rentes  et  dé  la  forme  du  dcnom.'de  la  fraction: .génératrice  ;  que  k 
chaque  terme  dépend', des,  ^ anté<;^édens >  et  qu'en  particulier  Je  \ 
cbémcierii. quelconque  'T^é  tire  dési  f  qui  Icprécfedept,  en  lin  l 
multipliant  respectivémient 'par  -^  à^  Tj^>  "">•  •  •  Ces  cœffi-  '< 
ciens,  pris  en  ordre  rétrograde ,  étant^désignés  par  S,  R,. ,  Mj 

cna'  ''T=  —  f»''-m...—m..,     {2). 

Or /si  le  terme  général  était  seulement  ,7^==  ay^,  les  termes  de 
rangs  i  +  h,i  -J-A  —  i. , .  A,  seraient  5^==  oy*'*'S  S  ==  ay'+**"S 
R  =  ay'^^Z'.\.'.  *,M=>  aj^*  ;  en  substituant  et  supprimant  le  fac- 
teur œmlhûrtni'djj'*  ,  oi  attirait  alors  '        . 

ObeiervonsI' qu'il  n'est  pas  nécessaîré  •dé  faire' des  calculs  fioûr 
cooxposcr  cette  équ;,  puisqu'elle  se  tire  de  suite  de  la  relatipn 
donnée  (2) ,  ou  plu^  facilement  encore  dû  dénominateur  de  la 
fraction  génératrice,  en  y  changeant  x  en  j'"',  et  égalante  zéro. 
•'Si  P<«i*  supposé  que  T±=i  ay^  +  hs^/^oxi  trouve  de  même 

a  (/-F  ««y~^...) +  6  (2^  + «'«'"'... 0=0; 

or  cette  équ.  est  satisfaite  en  prtEmant  pour  y  çX  z  ^^ux  des  ra» 
cines  de  l'équ.  (3),  quels  que  soient  d'ailleurs  a. et  6.  Le  mêipe 
raisonnement  prouve  que  si  l'on  i'émet  le  terme  général  T  sous 
sa  forme  (i),  U.  condition  ^)  de  dépendance  mutuelle  des  * 
termes  ;cbn^cutîïs.3ë  nôtre  série,  estlatîsfeite,  en  prenant  pour 
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^  2,  ^.  • .  les  i  racines  de  l'écju.  (3).  Voila  donc  la  raison  de  nos 
régressions  connue  ;  il  reste  à  tronrer  le  terme  initial  a,  b,  c..,.^ 
[ais  nous  connaissons  les  *  premiers  termes  de  notre  série  ré- 
irrente  ji  -}"  j^x+ Cx*. . .  Faisons  /i=:  o,  i , 2. . .  dans  l'équ.  ( i ), 
comparons  aux  données  j4,  B,  C».  i  nous  aurons  ces  i  équ. 
1 1*'  degré 

1  détermine  aisément  a,  b,  c. ..  par  l'élimination,  et  le  pro- 
îme  est  résolu.  Concluons  de  là  qufe,  pour  trouper  le  terme  gé^ 
rai  11  de  la  série  récurrente  proposée j  ou  là  décomposer  etiiprO' 
essions  géométriques^  il  faut  fornuer  él  résoudre  Véqu.  (3)  j 
\B  racines  sont  les  raisons  ^,  z...  des  progressions)  et  substituer 
ut  y^.z... ,  ces  racines  dans  les  équ.  (4) ,  qui' donneront  di^h ,  c... 
ÛaiisTex.  du  a*  degré  (p.  1 7 1),  la  série  est — i  +1  ^—  i^*»*-  > 
dénominateur  ar*  —  x  — ^  2 ,  ou  bien  l'échelle  de  relation  ^ 
•  J  et -+•  i,  donne  i  -^^  y  -^  ny  •=io\  d'6ii^f=:î  etr-  ijnos 
[u.  (4)  deviennent 

—   i=a4-&>  l  =  |ûf  —  h\  d'où  a  =  I ,  i  :=:;/rT-2, 

ftfin,  T  z=.  (^y—  2  (. —  i)*,  rcOrame  préeédemment 
L'exemple. du  troisiipe  degré  (page  ijSJjjiQn^e cette  série 

n  trouve     i  — ^y — ^*  +  2j^=  0,^:;=^  et±:i; 

mis     i=a  +  Z>  +  c,  i=:^a — ^  +  c,  2  =  ^a-^6-}-ç; 

Pou  a  =  — |,  b—.\,  c==:2,   ^==etc.^ 

Quand  iç  dénominateuc  /a^^Jacteur&4^ux.^^X:î—  h  ,  outre 
es  termes  ay'^,  bz^. . . ,  provenus  des  facteurs  inégaux ,  il  en 
îxiste  encore  d  autres ,  tels  que 

les  CDefiiciens  a  ,  b  ...  se  trouvent,  comme  ci-dessu>>  Qn-,i>o- 
sant  n  ^  o  ,  1,2..,,  et  comparant  aux  termes  initiaux . .  ^ 
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Séries  exponentielles  et  logarithmiques» 

584*  I-a  i'*  fonction  transcendante  que  nous  allons  dére- 
lopper  en  série  ^  est  V exponentielle  a'.  Faisons  a  =  i  -4~^;1> 
formule  du  binôme  donne 

Ordonnons  par  rapport  à  «.  Le  seul  terme  sans  x  est  i.  II  njr  1 2 
pour  X  que  des  exposans  entiers  et  positifs^  ainsi i  ,  r 

a*z::^i^kx+Aaf'  +  Ba?  +  Ca^...  (i).  ? 

Pour  obtenir  le  .terme  kx^  consultons  notre  terme  général: 
il  est  visible  que ,  pour  y  prendre  le  terme  du  produit  o&x  n'eit 
qu'au  I*'  degré  y  il  faut  ne  conserver  quç  les  a*'  termes  des  &* 

,.  *.  — I.  —  2... —  (i» — i)     .         .y"*      S 

teurs  binômes,  ou =- — ^^ y*  =3  dt.*^ — .ei  < 

1.2. 3. ..7»  -^  »         ï 

prenant  +  si  n  est  impair.  La  réunion  de  tons  ces  produiti  \ 

est  hx  f  savoir  ^ 

*=j'-ij''+è:K'-iy....  (2); 

J  est  a  —  I  ;  ainsii?  est  connu.  Il  s'agit  de  trouver  AyB,C,.* 
Ces  constantes  restent  toujours  les  mêmes  quand  on  cb^oge  s 
en  z'y  d'oit 

a»  =  1  +kz  +  Aî^  +  Bz^+  Cz^... 

Retrancbons  (i)  >  et  faisons  is  =  jp  -)"  '> 

a*— a*  =  a*+'—  û*=a«.a'— a*=a*(a'— i) 

le  terme  général  est  (n^  99) 

P  («»  —  «»j  =  («  —  -r)  P  («•->  +  arz»— ...  +  ar»-'). 

Comme  a'  —  i  =  i&£ + ^**...,  d'après  l'équ.  (  i  )  :  les  deux  membrei . 
soiit  divisibles  par  i  =  a  —  x  ;  donc  1 

a'{k+jiL.)  =  k+J(^z  +  x)+B^z*+zx+x')...        * 
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^la  posé  y  faisons  l'arbitraire  i  =  o,o\\  zz=2  x ,  et  remplaçons 
i*  par  sa  valeur  (i)  •,  nous  trouvons 

d'où       2^=  ft%  3B  =  kA,  iC=kB,  SD  =  kC...  ; 

multipliant  ces  équ.  consécutivement  pour  éliminer  ^^  B^C.,,, 
îl  vient 

2^=i&%    a.3^=:ifc3,    2.34C=**,etc.-, 


AV    .     AV  l^n 


X 


n 


enfin    «-=,+*,  +  _  + _.,.-^_...  (^. 

585.  L'équ.  (a)  donne  h  en  fonction  de  j^  ou  a  ;  pour  trouver 
lu  contraire  a ,  lorsque  h  est  connu  y  on  fait  x^^  1  dans  {^A)  ; 
tfoù  a=i+ir+i^*  +  i^+«»-  Cette  série  et  (2)  sont  les 
déreloppemens  de  Féqu,  qui  exprime, 

eu  termes  finis,  la  liaison  de  a  et  ^:     3e  terme  o,' 16666  66666  66 
dierchons  cette  équation.  Faisons  ici     4^ ^^^^^^  ^^  SS 

*  5« o,ooî533  656ii  55 

ff=i  et  nommons^  la  valeur  que  prend     6e 0,001 38  88888  88 

aWslabasea}.=:.+  i4-i+i=,+...     ■^:—  %\Z:,\\t1îf, 
Le  calcul  de  ce  nombre  est  facile  à     g* 0,00000  27557  3a 

faire,  tel  qu'on  le  voit  ci-contre ,  cba-,    -^ Ô'I  "l'ô'/i-* 

^   l  ♦•..     ♦j        A  'j     *    A'  «  =  2,718281828459 

que  terme  se  tu*ant  du  précédent,  di- . 

visé  par  3,  4>  ^-  •  •  >  ^ii^si  qu'il  suit  de  la  nature  de  cette  série- 
Mais,  d'an  autre  côté,  à  cause  de  l'arbitraire  x,  on  peut  poser 
i;x=  I  dans  (^);  le  2*  membre  dévient  =e, 
I 
D'oii  cû^:=zef  é^=a.  Telle  est  l'équ.  finie  qui  lie  ir  et  a;  k  est  le 
logarithme  de  a  y  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e.  On  pré- 
ftre  ordinairement  cette  base  e  dans  les  calculs  algébriques,  parce 
qu'ils  en  sont  plus  simples,  ainsi  qu'on  sera  à  portée  d'en  ju- 
ger. On  appelle  logarithmes  Népériens j  ceux  qui  sont  pris  dans 
Qe  sjstëme;  nous  les  désignerons  à  l'avenir  par  le  signe  /,  en 
continuant,  comme  n°  1 46 »  d'exprimer  par  Z>c^  que  la  base  est 
Un  nombre  arbitraire,  et  par  log  que  cette  base  est  lo. 
Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'équ.  az=z  e^y 
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(3)  k  =  î^— îa  base  étant  quelconque  J  j 

(4)  ^i  ^6=  ipt.z=:  lo^tiëpér«« . .  la  base  fêtant  £\ 

(5)  it  =3  r— — .N, .......,«  la  base  élatit^a. 

Loge 

Telles  sont  les  différentes  yaleurs  qu'on  peut  prendre  pour  i 
dans  l'équ.  (^j4). 
Lorsqu'on  prend la<base a  =«, it  esft  i ,  et  Vo!i;a 


X 


*        ^ 


a?^     .      00^ 


En  laissant  la  base  quelconque  b,  U  faut  prendre  la 
valeur  de  k  \  Lqg  a  =zk  Log  e  :  à  cause  de  a  =  i  ^  ^  ^  l'équ.  (2} 
devient 

1 

Ajovtons  aux  deux  membres  Log  h-y  -et  jpfosityns  hyr^  s,  nom 
ayons  ^Ji  etz  étant  des  nombres  tjuelconqtms ,  aussi  iiett  tjtMàf h 
base  'du  syMëme  de  log. , 

Log(i  +  2)=iLogA+Log^(|- ^^. ^3- ..),.,  (/)> 

Lorsqu'il  «'agit  de  log.  népériens ,  Log  e  se  ebange  en  k  ==  i  > 
puisque  ce  facteur  est  le  log.  He  la  base  tnème  du  système  qu'oA 
considère  (n**  146,  i°.);]*èqu.  (C)  devient     ^ 

d'où  Log  (i  +  jr)  =  Log  u  X  1  (i  +  y)* 

Ainsi  on  ebange  tous  les  log.  népériens  en  log.  pris  dans  un  sy»- 
tème  quelconque  h.  en  multipliant  les  premiers  par  Log  «  (n^  i|S); 
ce  facteur  constant  Log  e  est  ce  qu'on  nomme  le  moduubj  c*!^ 
le  log.  de  la  hase  népérienne  épris  dans  le  sysième^^  ou^  ^1  l'on 
veut  I  c^esi  UN  dipisé  par  le  log,  népérien  de  la  base  b ,  puisqnéf 

d'après  les  é^^u.  (4)  et  (5) ,  cm  a  Log  ^«t  -3=  ^,  Nous  nous  oe* 

cuperons  bientôt  de  calculer  ce  facteur  pour  un  système  SlovA 
de  logarithmes. 


586.  Pour  appU^pkr  Féqu.  (C)  au  calcul  du  log.  d'un  nombre 
donné,  il  faut  rendre  la  série  convergente.  Faisons  le  module 
Log  c  =  M ,  l'équ.  (C)  donne,  en  chabgeant  jy  en  —  r , 

retranchant  de  (Q  ,  il  yient 

j 
Il  est  d'abord  clair  que  si  l'on  ^ale  cette  fraction  à  un  nombre 
positif  iV^  y  sera  <  i ,  et  que  la  série  sera  convergente  ;  mais 
elle  le  devient  bien  davantage  en  posant 

— i-^  = ,    d'où     y=. . 

I  — J^  2 I  •  2«  —  I 

le  jnremier  membre  devient  A  =  Log  z  —  Log  («  —  i) ,  c.-à-d. 
la  différence  des  log.  'des  nombres  consécutifs  2  et  s  —  i .  Ainsi , 

Lorsque  le  module  M  sera  connu ,  on  calculera  aisément  ^  et  de 
proche  en  proche  >  les  log.  des  nombres  entiers  2,  3,  4>  ^••••9 
puisque  cette  valeur  de  la  différence  A  entre  ces  log.  est  très 
oonvergente  >  et  le  devient  d'autant  plus  que  le  nombre  z  est 
pins  élevé;  Et  même  s'il  s'agit  de  former  des  log.  népériens,  M  ou 
Log  e^  devient  k  =z=  i ,  il  est  très  aisé  de  calculer  A  \  ainsi  on 
peut  composer  une  table  de  log.  népériens. 
Quant  à  la  valeur  de  M,  elle  dépend  du  système  pour  lequel 

on  veut  calculer  les  log.,  puisque  Ar=  t— ;  ainsi  on  doit  cher- 
cher le  log.  népérien  de  la  base  a.  Si,  par  exemple ^  a=  10 ,  on 
fera  dans  l'équ.  (F)jill/=i>puisi5c=2; 

«n  aura  /^=l2  (à  cause  de  li =0);  le  *  ^_=  0,69314718. 

double  de  I2  est  I4  :  ensuite  2=5  don-     a  p'  «=  5 .7.  oUa3?p55 
nera  15,  et  enfin  on  aura  lio.  Ce  calcul  15=  1,60943791 

60t exécuté  ci-contre. On  divise  ensuite  ,  ^  ^  ^'o    !a?  ■ 

.  1 10  =  2,3o2Ô86o9 

1  par  lio  :  c  est  ainsi  qu  on  trouve 

12.. 
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ilf  =  0434394481903251  82765, 

on  a  log  il/ =  1,6377843113  0053677817. 

G>mpl.  =  0,36221  56886  99463  221 83 
éf  r=  2,71828  18284  59045  23536. 

S!  3  eût  été  la  base  du  systëme ,  après  ayoîr  obtenu  I2, 
eût  fait  is  =  3 ,  et  l'on  aurait  eu  13  =  1,09861229;  enfin, 

M=  I  :  13  =  0,9102392. 
De  même  pour  la  base  5, 

Mz=z  1 :  15=0,6213349. 

Il  est  maintenant  aisé  de  former  la  table  des  Ic^.  deBriggsei 

Callet.  La  base  a  =  10  ;  la  yaleur  de  1/ accroît  la  conyergence 

la  série  (F)  \  quand  z  passe  1 00 ,  le  2*  terme  est  négligeable, e 

1®^  suffît  pour  donner  A  avec  8  décimales.  Il  faut  d'ailleurs  cal 

1er  2  ou  3  chiffres  au-delà  de  ceux  qu'on  veut  conserver,  afin  < 

yiter  l'accumulation  des  erreurs;  il  convient  en  outre  dene[ 

tir  que  de  z  =  loooo ,  parce  que  les  log.  inférieurs  se  déduis 

aisément  des  autres;  dès  que  z  passe  1200,  on  peut  néglige 

M 
devant  7,z  et  poser  A  =  — , 

Par  exemple,  z  =  loooi ,  donne  A  =  0,000043426 ;  i 
log  1000 1=4,000043425.  Pour  £=99857,ona  A=o,ooooo43 
quantité  qu'il  faut  ajouter  à  log  99856=4 ,9993742,  pour  ai 

log  99857  =  4,9993785. 

On  observe  d'ailleurs  que  les  log.  consécutifs  conservent  1 
même  différence  dans  une  certaine  étendue  de  la  table  (i''  v< 
p.  122)  ;  il  n'est  donc  nécessaire  de  calculer  les  valeurs  d 
que  de  distance  à  autre.  On  remarque  que  z  =  99840  donn 
même  nombre  A  (  la  valeur  ci  -  dessus  )  que  pour  z  =  998^ 
donc ,  dans  1* intervalle  de  ces  deux  nombres  z,  A  est  consta 
en  se  bornant  à  9  décimales. 

Étant  donné  les  log.  des  deux  nombres  B  et  C ,  trouver  c< 
deB±:C7  Ce  problème,  déjà  résolu  page  378  du  t.  I,  l'est 
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tf.L^endre  ainsi  qu'il  suit ,  dans  la  Conn.  des  Temps  de  1819* 

.  C 

)nppse  ^=  ^. 

jog  9  est  connu ,  et  l'on  a  C-^B  ;  d'où- 

log(5  ±:  e)=Iog^  +  log(i  ifcç)  =:logiî±ilf^—  i  M^..,. 

If  est  ici  1»  module ,  dont  on  a  le  log.  Lorsque  ^  est  très  petit, 
ette  série  résout  très  facilement  la  question.  Mais  quand  il  y  a 
lea  de  conyergence,  on  cherche  un  nombre  a  Toisin  de  ç  ;  soit 
^la  diff.  entre  leurs  log.. 


a  a 

(bus  pouTons  supposer  ^  assez  petit  pour  être  en  droit  de  né- 

ahi" 
^iger  i^f  ce  qui  donne  i  dz  ^  =  (1  ±:  a)  (i  ±:    ^^  ).  Prenant 

Bi  kg.  et  développant  ^  on  trouve ,  à  cause  de  Mk  =  1 , 

log  (2?  ±  C) = log  5 + log  (I  ±:  «)  ±  ^^ , 

>ien  entendu  que  les  dz  se  correspondent  dans  les  deux  mem.- 
bres. 

Par  ex. ,  on  a  log  sin  0  =  i .  22i6i64>  et  l'on  demande  log cos  9. 
Commeoosdsr  v/(i  — sin*9),  logco8Ô  =  ïlog(i  — sin*ô); 
lînri  pour  1  —  sin*9,  on  a  ^  =  i ,  Jog^==  o,  G=sin*9. 

8  =  9035' ao"  C 9,443a3a8  =  log4» 

Soit  pris  «=0,0^774. ..................  a,443io65 

1 —«=0,97326  ^=o,ooo)a63 

a 2,44^'^^  - 

i\ 4»io'4^^4 

i—fl...— 7,9877824 ^,9877824 

6*, 5567275       3« terme....  o,ooooo36- 

I— .8ia*6*..  1,9877788 
moitié if  9938894  =slog 

Ce  procédé  est  surtout  utile  quand  on  yeut  faire  les 
tfec  on  grand  nomhre  de  décimales. 


] 
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Séries  circulaires. 

587.  Proposons-Dous  de  déTelopper  en  séries  sin  x  et  oos  x 
selon  les  puissances  croissantes  de  x, 

sin  x^=iMa^  +  iRTar^...,     00s  x  =  iVir"  +  /V«"'...; 

^omme  x-:ss  o  donne  sin  :c  =  o  et  cos  xzn  i ,  il  £ant  que,  &••  ; 
sant  X  nul  9  ces  séries  se  réduisent ,  Pune  à  zéro,  Pantre  à  i  ;  «a 
ne  doh  donc  admettre  anam  exposant  n^tif  pour  Xj  ^p» 
qu'un  terme  tel  que  KxT^  deviendrait  infini  pour  op  =s  0.  Ik 
plus  y  cos  X  a  I  pour  terme  constant  >  et  sin-  x  n'en  a  aucun; 
iV=  I ,  »;=:  o;  mais  on  a  tu  (n*'  862)  que  Funité  est  la.Iîmite 
du  rapport  du  sinus  à  l'arc;  ainsi ^  il  faut  que  la  série 

X 

soit  de  la  forme  1  — -  ^^  ^  décroissant  indéfiniment  avec  x.  Les 
termes  constans  devant  se  détruire  à  part ,  il  est  clair  qu'il  &at 
que  iK/x"^*  soit  =  1^  savoir,  il/=â  i ,  m  =  i  :  partant, 

sin  or  =s  a;  -4"  M'x^'  +•••  >    cos  a?  =  i  +  N'x^\... 

En  substituant  dans  Péqu.  sîn^  x  +  ces'  a;  =  i ,  on  trouve  qo^ 
n'  =  2  et  ^N'  =  —  I  ;  ainsi,  en  i&îsant  «  =  2,  on  peut  poser 
ces  séries ,  oji  il  faut  déterminer  les  coefficiens  et  les  exposans  ; 

sin  X  =ar -f  Sx^  +Dx^  +  ^^^  +... 

Changeons  j?  en  a:  +  A ,  dans  P  sin  x  +  Q  cos  x ,  et  dévdop^ 
pons  selon  les  puissances  de  ^  ;  on  peut  faire  ce  calcul  soit  ea 
développant  d'abord  le  binôme  selon  x,  et  remplaçant  ensuite 
X  par  X  -f-  A;  soit  en  changeant  d'abord  x  en  x  -f*  ^  dans  0^ 
binôme  et  développant.  Les  deux  résultats  a  -{-  &A  -f"  chK.,, 
a  -f-  b^h  +  c'a*...  seront  identiques ,  d'où  b  =3  b'.  Effectuons  ce 
double  calcul,  en  n'y  conservant  que  les  i"^"  puissances  de  A, 
qui  sufi&sent  à  notre  objet. 

i^Psînx+Çcosx=P(x+5x'^...H-Ç(î+^x*+Cx^...), 


m  mettant  x  +  h  pour  x  j  donne  pour  coefficient  de  A'  (chaque 
terme  est  une  dérif^ée^  b>^  5q3)> 

2P.  Mettant  dHibord  x  +  h  pour  x  dieutiaEe  Binomey 

F(ttn  Jt.oosh'^  sin  h  coa  a?)  +  Q  (oos  2  cos  à  --^  «^  x  sîd  A)i  ' 
=  (P  sîn  X  +  Q  cos  a;)  cos  A  +  (P  cos  x  —  Q  sîh  a?)  sîn  A; 

0r,onaoo8A=K+  AhK..^  sîn  A  =  A  +  iJA^...  ;  substituant 
et  ne  oonserrant  que  les  termes  en  A^  la  i  "^^  partie  ne  donnera 
rien,  et  il  ne  restera  pour  coefficient  que  b'  =.P  cos  x —  Q  sîn  x. 
CommePeiQaont  arbitrairesji'éqiit  hzzbf  se  partage,  en  deux  y 

098  X  =;=  r  +  fiBa^'  +  Wx^^^  +  (pFx'^^ . . . 

=  1  +  ^»*        4-  ûc^        +Ex* ....      ^ 
SÎIL  X  z=^    —  2^ar        —  yCx'y^'  —  i£**-'^  —  . . . 

a=:x  +  Bx^        +Dj/        ^Fx*-... 

Dans  ces  équ.  identiques;  on  doit  retrouver  les  mêmes  termes 
dans  chaque  membre  :  la  comparaison  des  exposans  donne 

M  ^==,3,7=4,^=5,  1  =  6,  ^=7... 

Us  exposans  de  la  série  sin  x  procèdent  selon  les  impairs  i ,  3^ 
S|^;«».  ;  ceux  de  cos  x  selon  o^  2^  4>  ^«  **  ^^^  ^^^ h\e>n  que 
cela  devait  être  ainsi,  puisqu'on  y  changeante  en  —  x,  les  va-^ 
leurs  de  sin  xet  cos  x  doivent  rester  les  mêmes,  le  signe  de 
linx  doit  seul  changer.  G>mparant  les  coefficient, 

a'^^-î^'        IX^*         OI^TS'-^— 2...6  ••• 

J  •  X^  X?  0*'  ^^ 

donc    sin  X  s=  X 5  -i =► h   •  •  •  (C)> 

X*"  JC^  *^ 
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588.  Ces  séries  donnent  les  sîn.  et  oos.  d'un  arc  dont  x  est 
loncueur  ^  le  rayon  du  cercle  étant  i.  Supjtosons  connue  lâ  d 
conférence  as*  (n^  5gi)-  *  \  x  \\  i8o®  :  nombre  de  degrés 

4*1? 
Parc  X.  {J^oy,  n?  348.)  Substituant  dans  nos  séries  -^  powtXfki 

lettre  x  désignera  U  nombre  de  degrés  de  Varù  x,  et  nos 
deviendront 

%\TLXz=zAx  —  Bx^  +  Cx*. . .,    cosa?=i  -!-^'ac*-f-^x*,,. 

Le  calcul  des  coefficiens  donne 


\<i%A  ="a,a4i87  736759 
log  B  =  7,9474^  oSSa  — 

log  A'  =  4>  18272  47395— 
log  Bf  =  9,58729  823 


logC: 
logZ>: 

logC'! 
log/y 


I I , i3o2o559 

27.9907"— 
il,  5^32— 
ï9»  339498 


logi? 
log  F 

log£Y 
log/?^ 


27,05950^ 

25,85901** 
30,22219 


589.  Mais  il  importe  moins  de  calculer  les  sinus  et  cosinus 
que. leurs  log.  Soit  ^la  différence  constante  des  arcs  de  la  tabte 
^u'on  veut  former;  un  arc  quelconque  a;  est  ==  n^\  d*où 

sin  X  =  ni{i  —  ^  7i*J^. . .) ,    cos  a:  =  i  —  J n*^*  +  . . . 


n 


aj^a 


raisons    jr= — 5-^^—    — v 

2*0  2«..9 


n 


i^ 


2 


2.3.4 


nous  avons  sin  x  =  71^1  —  J') ,  cos  a:  =  i  —  z;  prenant  .le$ 
log.  dans  im  système  quelconque,  dont  le  module  est  M  (p?  586)^ 
on  trouve 

Log  sin  0?=:  Log  ni"-^  M{y  +  iy^  +  ^y . . .), 
Log  cos  X  =  —  M(z  +  i  «"  +  5 «^. . .)  ; 


enfin ^  remettant  pour  ^  et  2  leurs  valeurs, 


Log  sin  oc  =  Log  (jii") 


JiOg  cos  X  =: 


2.3 

2 


w 


71' 


4.5.9 

"  3.4 


n 


4_ 


71 


4_ 


9\5.7 
9.5 


71  «.«^t 
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^a  di  la  iMiae  des  log.  est  lo,  et  que  les  ares  de  la' table  procèdent 
^^ieto'en  io%  comme  cela  a  lieu  dans  les  tables  de  Callet ,  ^  est 
^^k  longueur  de  Parc  de  lo*,  ou  le  64800*  de  la  demi-circonfé- 

/eoce  TT.  D'âpres  les  valeurs  de  ^  et  de  M  (n***  691 ,  586) ,  on 

trouTe^  tout  calcul  fait^  que 

Io!gsin4P=l(^<r-4-log/ï — An* — Bn^...,  logcos*=— uiV-^^'w^... 


log^  =  10,3307837994564  log  B  =  30,13481  13735 

log  .^  =  10, 70790  ^oigi  84  log  ^  = .  19,30090  35336 

log  O  =  30,39868  045  log  Z>  =  40,54489  3 

log  C^  BS  38,09803  100  log  ZX=:  38,95143  3 

Par  ex. ,  pour  Parc  de  /^^  ^  eut  6200'',  on  a  n = 1620, 

log  S"  =  5,68557487       log^  =  70,3307838       log-B  =  3Ô,i348ii3 
logn  =  3,3095i5oi        ]og/i*=    6,4190800       log7}4=  i2,838o6oo 

—  0,00044649  4,6498138  8,9638713 

•—  0,00000009  On  retranche  les  nombres  correspondans.  - 

3 ,  89464330 = log  sin  4^  3o' 

log  u4' ^  10,7079041        1<^  J?' =19,3009035        — 0,00133947 
log  n*  =    6,4190300        log /i4  =  i3,838o6oo       — o,oooooi38 

^,1369341  6,1389625       — o,ooi34o85 

comple'ment  =  log  cos  4^  3o'        =  i  ,99865915 

Si  l'on  Tcut  aTOÎr  log  jR  =  10  ,  on  ajoutera  lo  aux  caractéris- 
tiques. (^Foy.  n®  362.  )  Les  log.  des  tang.  et  cot.  s'obtiennent 
par  de  simples  soustrs^ctîons. 

Conune  n  croit  de  plus  en  plus ,  nos  séries  ne  peuvent  guère 
servir  au-delà  de  12%  parce  qu'elles  deviennent  trop  peu  con- 
yergei^^es.  On  ne  les  emploie  même  que  jusqu'à  5°  ;  au-delà ,  on 
recourt  an  procédé  suivant. 

sin  (x  +  i)        sin  x cos  ^+  çin  ^cos x 

On  a        ; ^ .  = 

sm  X  sm  X 

cos  ^+  sin  ^  cot  X  =  cos  ^1  +  tang  ^.  cot  a:)  ; 

prenant  les  log.,  le  1^'  membre  est  la  différence  A  entre  les 
1<^.  des  sinus  des  arcis  x  -f-  ^et  x,  savoir , 

A  =5  log  cos  ^-f-  M  {tang,  i".  cot  j;  —  { tang*  ^cot*  or  +  ^. . .) . 
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En-  raiflOKimt  de  méoie  pouir  ooê  (x  +  /)^  on  tro«Ye  que 
différeoee  entce  les  log.  eonfléciitifs  des  ooeiiio»  wt 

À\=log  ces  ^—  ilf  (tang  ^ng^x  4*1  tang*  ^.  taiig*  j;  +  J.^-V 

Lorsqu'on  se  borne  à  g  décimales,  et  qu'on  prend  f'  de  lo',  W 
i^^  terme  de  ces  séries  donne  seul  des  chi£Fres  significatifs, 

Azi^M  tang  ^cot  x^    A'=  —  M  tang  f:  tang  x , 

et  l'on  a  log  (ilf  tang  i)  =  5^2335  Qf  788.  * 

Quand  ^  est  i',  on  a     Iog(iRf  tang  J)  =  4}ioi5i  o43. 

Ainsi ,  en  partant  de  l'arc  a?  =  5^ ,  dont  ma  connsit  le  si&y  b 
COS.,  la  tang^  et  la  cot ,  on  peut,  de  proche  en  proche,  calcakr 
tous  les  sinus  et  cosinus  par  leurs  dUTérences  suocessires  A,  A' 
soit  de  10^  en  1 0%  soit  de  l' en  i';  par  suite  on  condara  la 
et  la  cot  Soit ,  par  exemple, 


07=  I  o'^io'So''}  log  oot  j? = 0,7459888 

constante  =  5^323359^ 


log  tang  X  =  1,25401»  V 

5,323359»  f 


^,5773704. 

A  ':^  —  0,0000037793^ 


4,0693480 

Di£  lûgarithm.  A  =.0,00011731 

On  remarquera  ici,  comme  p.  180,  que  les  quantités  A  et  A-^ 
sont  constantes  dans  une  certaine  étendue  de  la  table*  Pour  en- 
ter l'accumulation  des  erreurs,  on  calculera  d'avance  des  termei  r 
de  distance  en  distance ,  lesquels  serviront  de  point  de  départV 
L'équation  sin  20:  =  2  sin  2:  cos  x,  qui  donne 

log  sin  2j;=log  2-f»log8in  j?  -f~log  cos  x, 

servira  k  cet  usage.  Gomme  sin  45® = {  ^2,  tang  45®:i=cot  45  =  H.  ^ 
on  pourra  partir  de  cet  arc  et  calculer  sin  45^  zh  lo'^;  ces  deitf >  ' 
arcs  complémentaires  ont  réciproquement  le  sin»  de  l'un  pour  ^ 
cos  de  l'autre  ;  d'où  Ton  tire  leurs  tang.  et  cot.  y  de  là  on  passera  à 

45*  rt  20%  45^  d=  3o%  etc. 

590*  £n  comparant  les  séries  (G)  et  (B)  k  l'équ.  (B)^  on  voit 
que  leur  somme  est  ^',  au  signe  près  des  termes  de  2  en  2  rangi)  s 
or ,  si  l'on  change  Jc  en  ±1  x  V^  —  i,  dans  le  développement  {B)  < 
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enfin,  *  ' 

ai?|/'— I  =l(a  — */)  — l(ii  — ft«) 

Mais  la  formule  (L)  donne 

«^=C06mC+  V^ —  i.8iniîiC,i'"  =  co«iitC — |/—- i.sin 

tfoù  a"  —  /"»=2|/ —  r .  sin  mCy 

en  substituant  et  supprimant  le  facteur  commun  2t/— - 1  f 
vient 

i5  =  -sin  C  +  — r8În2C+  5-7  8in3C  +  ... 

L'équ.    c»  =a»  — aaft  cos  C+  6*  =  a»  —  a6(«  +  «0  +  **>  1 

se  réduit  ac^^^Ça — bz)  (a — bz) ,  à  cause  de  zz  z=i,  Prenan 
les  log.  y  on  obtient 

2logc  =  2loga  —  Ml  -(«+«')+ — r(a*  +  0»--  k   i 

L.^  2a»  J    ^1 

et  comme  a"  +  /"*  =  2cos  mC,  on  a  |^ 

/b  b""  ï^  ^ 

log  c  =  log  a  —  Ml-  cos  C  +  — j-  cos  2C  +  -^-j  cos 3C^ I 

Ces  deux  séries  serrent  à  résoudre  un  triangle  >  où  6  est  triv. 
petit  par  rapport  à  a,  connaissant  les  deux  côtés  aeth  étlfcm^ 
compris  Q. 

591.  L'équ.  (/)  donne  9  en  prenant  les  log.  népériens, 

db^vZ— 1  =l(çosa:db|/— I  .sinx); 

retranchant  ces  deux  équ.  l'une  de  l'autre , 

^  .  ^     |C0S X -f- 1/ —  I . sin X ,/i  +1/ — 1 . tang a\ 

cosa;— \/ — i.sino;        \i — ^Z— i.tangay 

à  cause  de  sin  a:=scos  x  tang  x.  Or,  la  formule  {E)  p*  1 79  donii 
le  déreloppement  de  ce  log.  ;  et  supprimant  le  facteur  commua 
a  ^ —  I ,  on  a  cette  expression  de  Farc  x ,  lorsqu'on  connaît  é 
tangente,  '        / 
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a;  =  tanga: — jtang^ar  +  ^tang^x  —  ftang^x. ..  (JV). 

Cette  formule  sert  à  trouver  le  rapport  tt  de  la  circonfirence 
on»  diamèire.  Deux  arcs  x  et  3C^,  dont  les  taug.  sont  ^  et  ^^  ont 

pour  tang.  de  leur  somme  tang  (x  +  x')  =  — ^ — —p  =  '  »  cette 

■omme  est  donc  x  +  af  z::z  45^. Faisons  dans  (A)  tang  x  =  ^, 
tang  x'  =  j,  et. ajoutons;  nous  aurons  la  longueur  de  Parc  de 
45*  X  <pi^  est  le  quart  de  la  demi-circonférence  x  du  cercle  dont 
}e  rayon  est  i  : 

On  obtient  des  séries  plus  convergentes  par  le  procédé  de 
Machin.  Prenons  Parc  x  dont  la  tang.  est  ^;  d'où  {L,  n^  35g) 

■  tans2x —     atangx  5       tanaii; —     ^'"i^r     __  j»o 

•>»8^*— ,_taj,ga^  — ..»    tang4r_r_^_-^, 

cet  arc  4^  diEere  donc  très  peu  de  ^5^-,  ^  étant  l'excès  de  4^ 
sur  45%  ou  ^  =  4^-45%  on  a  tangy  =  _^^-=^. 

Par  conséquent  >  si  l'on  fait  tang  x  =  5  et  qu'on  répète  4  fois  la 
z  série  iV^  on  aura  l'arc  4^  ;  de  même  tangyjf  =759  »  donne  l'arc^; 
et  retranchant ,  on  obtient  l'arc  de  45^9  ou  ' 

Nous  avons  donné  (n^  24^)  '^  résultat  de  ces  calculs  avec  20  dé* 
cimales.  »■  =  3,i4i5g  26535  89793 , 

log»  =  049714  9872694,    l»  =  i,i4472  98858  494, 

592.  Faisons  x-=z  kTr  dans  l'équ.  (/),  h  désignant  un  entier 
quelconque  \  on  a  sin  x  =  o,  cos  x  =  ±  i ,  selon  que  h  est  pair 
ou  impair,  i. 

«=*=*'^--^  =  =hi,     l(dii)=±ihrV/— i; 

auibîpUant  par  le  module  M  y  et  ajoutant  la  valeur  numérique^ 
deliOg.  a. 
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k  étant  un  nombre  quelconque  pair,  s'il  s'agit  de  Log  (  -fi 
et  impair  pour  Log  (--*a).  Donc  tout  nombre  a  une  iafinmi 
log.  dans  le  même  système  ;  ces  log,  sont  tous  imaginaires  «l 
nombre  est  négatif;  s^il  est  positif  j  un  seul  est  réel  C'y 

SgS.  ÛéreloppoBs  maintenant  sin  2  et  cos  z  selon  les  sii 
c<!fsinas  des  arcs  «,  as,  3s. .  •  Posons 

cbss+ t/— i.sîn  s==  j^,    cos  »  —  ^/— i,sînz  =  </j 

d'oiij'i'=i,  2coss=j'  +  ^;  I,  M, -<^', -<^.. .  étantles 
cîens  de  la  puissance  u,  on  a,  quel  que  soit  u, 

2«cos«s  =  y  +  i^y" "•  4-  ^j""*  +  -r^^y«-^ . . . 

L'éqôation  {M)  donné  j^  =  cos  it*  +  t/ —  i  .sin  its. 
Donc 

2''006*S  =s  eOS  IM -(•  s  COS(tf  —  2)s  af-  ^' COS  (»— -4)^»  •  *( 

it  V^ —  '  C"**  uz-^-  u  sin(M  —  2)s  +  -^  sîn  (  M  —  4)*«  •  •]• 

Le  db  provient  ici  de  |/  —  i ,  qui  admet  toujours  ce 
signe.  Quand  u  est  entier^  cos^z  ne  peut  avoir  qu'une  « 
leur;  ces  deux  expressions  doivent  donc  être  égales ,  et 

se  réduit  à  la  i''  ligne  {P)  ;  mais  si  u  est  fractionnaire,  u:st^ 

on  a  une  racine  à  extraire /qui  admet  n  valeurs;  si  l'on  prenj 
pour  z  les  valeurs  s,  s  +  2*,  z  +  /^ir ,z+{n  —  ijwi 


(*)  De  a*  =  (— fl)S  on  tire  2  Log  a  =a  Log  (—a)  ;  il  ne  faut  pas  en  condoi 
avec  <l*AieiBbert ,  t\vte  H- a  et  —a  ont  les  tnémeh  log.  ;  car^  Â  et  l  ëunt  [fàki 
on  a 

Logarrz^dlAilfjr  v^-^t,     tx^  A^ilMx  %/ ^ \ y 

et  ajonunt ,  a  Log  a= 3^:^  {k-^Mit  ^ —  1.  De  même ,  A<  et  /^  étant  in 
pairs,  on  tronvc  %  Log  (—a)  =  iA'±.  (A'-|-  V)Mw>/ — i.  Or,  il  est  TÎnhle  ^ 
cette  dernière  expression  est  comprise  dans  la  première ,  parce  qne  Kf^^^V  O 
nn  nombre  pair,  MdÉ  qne  !iLog(~<ii)  8oitengéne'ral=:3Loga  :  ponr  qp 
Log  a.  soit  rëel,  il  faut  qne  A=/  =  o,  et  k\  t,  e'tant  impairs  ne  peurei 
être  cz=o  ;  ainsi  on  ne  pent  avoir  en  nombres  réels  Log  a  =;  Log  —a.  D^AIei 
bert  devait  donc  conclure  seulement  que,  parmi  les  log  imaginaires  de  -|-i 
et  — a, il  en  est  qnty'ajotiUs  deux  à  deax,doniiènt  des  sommes  ^ales. 
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908  S  et  le  i*^  nerabre  vesteivmt  tes  mêmes ,  tandis  <|iie  les  dé- 
réioppemens  seront  différens,  le  {/-^  i  restant  où  il  coinYieiit , 
at  seront  les  ji  Ta1e«rs  demandées. 

Pour  obtenir  sin"^^  changeons  cl-djessos  z  en  go®  '—2;  dési- 
gnous  u  9 1^—2;  u  —  4*  •  •  par  A,  h  sera  les  facteurs  i^  —  ào:  de 
fkrc  n  dati$ le  2*  membre;  les  cos  hz  deviendront 

co8(î  Asr  —  ^)  =  cos.<^  ^.cosAjs  -f*sin|  Àv.sin  As. 

Bemett ons  u — ax  pour  h-.  Tare  J  hw  deviendra  J  xm — srof = ^  arw , 
puisqu'on  peut  ajouter  à  Tare  des  demi-circonférences,  sauf  à 
yrendre  le  sin.  ou  le  cos.  avec  le  signe  convoiaUe.  Désignons 
yar  ^et .6^  le  ook  et  le  sin.  de  l'are  ^  srw  :  rrâonnant  de  m^e 
fiour  les  sinus de«s,  •(»  •^ajs. . .,  on  trouve ique le dbai^endent 
des  en  go°  r— s  répondà  celui  de  cos  zen  sin  s,        . 

deoos  (tf— *ax)s    en    zb  (Coos^-f-iSsiaAs):, 
de  sin  (»  —  2:r)«    en  .  ±:  (S  cos  kz  -^  Csin  hz), 

r  prenant  -f-  si  a:  est  pair ,  —  si  a;  est  impair.  On  fera  donc 
=  M,  u  —  2 ,  u  —  i. .  ,j  et  l'on  prendra  les  résultats  suc- 
cessifs en  -f-  et  en  —  tour  à  tour.  Donc 

aiFsin"s=CC±:  V'— I .  $)[cos  lis-i*  cos(m-2)s+-^'cos(i^-  4)*  •  •  •  3 

'^^Szsp  V/ —  I .  Cj[8În  uz^u  sîn(î«-2)s+-^  sin(z^-4)^ . . .  ]. 

•  ■-  ■  .         • 

Quand  u  est  un  nombre  entier ,  comme  siu^s  n'a  qu'une  valeur , 
ees  deux  développemens  sont  égaux  y  et  les  deux  termes  imagi- 
naires doivent  s'entre-détruire;  mais  il  faut  distinguer  deux  cas,' 
parce  que  C  et  S,  qui  sont  le  cos.  et  le  sin.  de  muItip^s  du  qua- 
drans  l^u,se  réduisent  à  aéro ,^à  -f-  i  ou  à  —  i ,  selon  que  u  est 
pair  ou  impair. 

I*.  Si  uestpair^  S  =  o  -,  C  est  +  i  pour  u=:^yC est  —  i 
siic=:4/»+  2  ;  d'où  dti  2"sin"s  ==c08i*s  — m  cos  (i*  —  2}jz...Mais 
.les  coefficiens  de  la  formule  du  binôme  sont  les  mêmes  à  dis- 
tance égale  des  extrêmes.  De  plus  Parc  qui  en  a  jt  avant  lui  est 
»—  2jp;  et  teelni  qui  en  a  x  après ,  en  a  u — «avant,  et  par 
oonaéqaent  est  u  —  2(m  —  x)  =  —  (i^  —  2ar)  ;  les  cosinus  de 
ees  arcft  ibiKt  dêinù  aussi  les  mêmes  deux  à  de«x ,  et  les  tti^mes 
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en  i'ajoutant  deYÎennent  divbiblespar  a,  excepté  le  terme  WM 
donc»  u,  J! i  A" .  •  •  désignant  les  ooefficiens  p.  7,  À 

±L  2**"*  sin*« = cos  iAK — u  cos  {u — 2)« + ^  00s  {u — 4)<M*(d 

il  ne  faut  pousser  le  développement  que  jusqu'au  terme  jùisÀ 
(qui  est  conslant)  y  dont  on  prendra  la  moitié.  (Voy.  p.  6  m 
la  valeur  de  ce  coefficient.)  On  prend  le  signe  -f-  quand  1»  atl 
la  forme  4»  >  «t  le  —  si  m  =  4»  +  2. 

2*,  Si  u  est  impair^  C=o,  i'  =  i:i;  et  l'on  a 

db  2^»in"a  =  sin  uz-^u  sin  (m — 2)a . .  •  ;  .; 

les  arcs  sont  encore^égaux,  en  signes  contraires,  à  égale  diilii 
des  extrêmes;  et  comme  le  signe  du  coefficient  se  trouve  id 
renty  les  termes  a^ajoutent  encore  deux  à  deux  >  et  l'on  a 

ifc  a""*  8În"z  =3  sin  uz  —  u  5in(u — 2)z4"-^8in(M — '  4)a. . .  (J 
On  ne  poussera  le  développement  que  jusqu'au  terme  mo] 
(qui  contient  aîn  Zj  et  dont  on  ne  prend  plus  la  moitié);  le  fà\ 
+  a  lieu  quand  m  :=:  4^»  +  i  >  le  —  quand  i^  =  4^  -f-  3. 

3^.  En^n  la  sérié  (P)  offre  de  même  des  termes  qui  s^ajoni 
2  a  '2  ,  lorsque  U  est  entier  et  positif,  et  1  on  a 

2"'"*C0S"Z  =  C0SI«2-f-l*C0s(M  —  2)z+^C0S(m 4)^+***l 

en  n'étendant  latrie  qu'aux  arcs  positifs,  el prenant  la  moitit 
terme  moyen  constant ,  quand  n  est  pair. 
On  en  tire  ratsément  les  équations  suivantes  : 

2COS*i"  =  ces  22i   +1, 

4cos^2  =  cos  3a  +  3cos  z , 
8oos'^i&=  cos  4*  +  4cos  2Z  +  3, 
lôcos^z  =33  cos  5s  +  5cos  Sa  +  locos  «, 

32C0S^2   =   cos  6a   +   6c^S  ^Z   +    iScOS  22  +   10, 

—  2sin^a  =  cos  2a  —  i  ; 
— •  4sin^2  =  sin  3z  —  3sin  a, 

Ssin^a  =  cos  ^z  —  4^0^  aa  -f-  3 , 
i6sin*a  =  sin  5a  —  5sin  3a  +  losin  a, 
— 32sin^a  =  cos 6a  —  6cos  ^z  +  i5cos  2a  —  10,  « 

594*  Kéciproquement  ^  développons  les  sinus  et  cosinus  d'i 
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iltîples  ,  selon  les  puissances  de  sin  z  =:  s  y  cos  z  =  c.  Le  là* 
9Enbre  de  l'équation  (Af  p,  187),  est  (c+\/ — i  .»)*  :  en  ledéye- 
ipant  par  la  formule  dubinbme,  on  arrive  à  une  équ.  de  là  forme 

cos  nz  +  V/ —  1  •  sin  7i«  =  P  +  Q  V^"—  *  i 
puisque  les  imaginaires  doivent  se  détruire  entre  elles^l'équa- 
n  se  partage  en  deux  autres  y  cos  nzzmP  y  sin  TZit  ==  Q  ^  la  t'^ 
utenant  tous  les  termes  où  «V/—  i  porte  des  exposans  pairs; 
Bsi^  7i  étant  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  n^atif,  on  à 

a  2.3.4 

^  2aO  2*î)«/l.«0 

lulû  ,  «  étant  =  sin  z,  et  c  =  cos  2 ,  on  a 

2i5=rc*— «%  sin  2«=2c», 

3a=:c^ —  3cs%  sin  3i;=3c*«-r»  *3, 

Hxrrc^ —  6cV+s*,  sîn  ^z=^c^s —  /^s^, 

5«^=c*— ioc^s*+  5c5^,  sin  5z=5c^8 — ioc*5^-f-s*, 

6k=!C^ —  l5c*«'+  l5c*s4 — 56^      gjjj  6«=r6c^5 — 20C^i8^+6c«^> 

etc.  etc. 

SgS.  Dans  ces  formules,  les  sinus  sont  mêlés  avec  les  cosinus  ; 
peut  en  trouver  d'autres  en  fonction  du  seul  sinus,  ou  du 
cosinus.  Puisque  lest  arcs  ^j  ^^f  ^^••*  ^ont  une  équi^difërcnce, 
les  sinus  et  cosinus  forment  une  série  récurrente  (n°  36i),  dont 
kl  facteurs  sont  2  cosis  et  —  i.  De  même,  si  les  arcs  procèdent 
der2  en  2,  savoir,  2,  3uz,  5z.,,. ,  ou  bieil  02,  22,  4^....  ;  les  fac- 
teurs sont  2  cos  22  et  —  i  ;  or,  2 cos  22=  2  (c^ — «*)  =  2  —  4**- 
Alnâ,  partant  de  cos  2=1,  sin  02=0^  cos2=rc,  sin  2=5,  il 
fit  bien  aisé  de  former  les  séries  récurrentes  qui  suivent ,  .dont 
on  a  les  deux  i**"'  termes  et  la  loi  (n*  58o). 
on  2x=8{  2c),  cos  22=  ac*—  1, 

lin  Zg=s{  4^*""  ï)>  ^^^  3z=  4^^-—  3c, 

lin  ^x=8{  Sc^ —  4^)  >  ^^^  4"^=  8c4 —  Scr^-f;  1 , 

•1  5«=»(i6c*— i2c*+   i),        cos   5£Z=l6c^ — 20C^-|i..5c,'' 
il  6r=«(32c^— 32c'H-  fW),     cos  62=:32c«— 48c*'-f  igc» 
as  7«=:«(64c^— 80C++  24c*—  i  ) ,  etc. 

a.  id 


^» 


sin  a«=c(2«),  sin  3i— 3«— 4*^ 

sin  4^B=3C(4^ —  8*^),  8ÎW  5a:iÔ< — ^o«*-|4i6«*, 

sin  6a=c(6« — 32«'^+32«*),     sin  7z=7« — 5B«^+ii2«*— 6|i^ 

sîu  8a=c(8i— 8b«^+i92«* — 1265^),  €té. 

co82«=r—  as%  cos3jS3=c(i —  4*0 1 

cos6is=  I  -^  1 8«*+485*'^32«^ ,  C0S7 j5  =rc(  I  — a4«*+8<w*— ^4'*)t.i 
etc.  etc. 

Quant  à  la  loi  de  ceé^é^M»,  elle  est  démontrée,  onsiëme  teçot 
du  Cakuil  déê^  Fdndriolli,  oii  Lagrange  ifotxyeces  formules  g^ 
nérales  : 


sin  nz=s  [(2c)»-'—  (n  —  2)  (2c)— 3+  (^  «.  5)  l^Zé(p^)ir^ 


i 


a      3 


2  •  O  •  Z|i 

QMaYtt!^  n  èrt  ffeîr,  on  peut  poser 
et  quand  n  est  impair,. 


cos  n%  ■=i'c  t. 
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Pour  ar=ar+  ^7*  +  ^  +•••  >  ^^  obtient 

I 

La  série  x=sàjr+  bj^  +  cj^  +  djr\.,.  donne 

X       bx^  ,   36*—  oc  c  ,    8aic  —  a*û? —  laî^  ^ 

^= 7  + ; — *^+ iiô *^*"* 

'^       a        a*  à?  a^ 

Enfin,     J'rr:*"^— 5**  — i*»— TT**  — ris**— 
donne  x^ss^Ay^-^-Bj^^^CjrT^..,.'^. 

et  par  suite  > 

Si'k  proposée  était  j^  x=:  a -f- 6a;  +  c«^..,  pour  la  commor 
ditéiu  calcul ,.  il  serait  bpn  de  transposer  a,  et  de  faire 

y — a  ■«  ,  .    ^    •  .  ^  9 

ïi-- — ==«,     dou     z=ix+  7  a:*  +  Tiir...: 
6  o  0 

on  développerait  ensuite  x. en  is*  Au. reste ,  voyez  n^  *]ii^'oh. 
SQiUi  avon3  traité  la  question  du  retour  des^  suites  de  la  ina- 
nière  lat  plus  générale. 

■  ■        # 

Des,  Équations  de  condition. 

Sg;;.  Lorsque  la  loi  qui  régit  un  phénomène  physique  est 
connue  et  traduite  en  équ.  ^(ar.,  y.,,  à  y  ft...)=oi  il  artiVè  sou- 
vent que  les  constantes  a,  h  y  c. . .  sont  inconnues ,  x ,  y. , . 
étant  des  grandeurs  variables  ayec,  les  circonstances  ^u.  phéno- 
mène. On  consulte  alors  l'expérience  pour  déterminer  a,b yC,„\ 

en  mesurant  des  valeurs  simultanées  de  x,  y  y  z- ,  çt  les 

substituant  dans  Péqu.  ^  =  o  :  puis  répétant  l'expérience,  on 
observe  d'autres  valeurs  pour  a;,  y  y  z... ,  ce  qui  donne -d'autres 
équations  de  condition  entre  les  constantes  inconi^ues  a^by  ç.^..« 
^e  l'élimination  fait  ensuite  connaître. 

Mais  les  valeurs  tirées  de  Inobservation*  n'étaant  gainais  exaïctes, 
fes  nombres  a',  6',  c'...,  qu'on  obtient  ainsi  pour  •<»,*  ft ,  ^..., 
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ne  peuvent  être  regar4és  que  comme  approchés  :  <m  doit  èom 
poser^  dans  9  =  0,  a  =3  a  +  ^ ,  b:=  b'  +  B.,.^  et  détermi- 
ner les  erreurs  A,  B..,,  dont  a,  &.••  sont  aflecté&;  et..Qomiiie 
A  j  B„.  sont  de  très  petites  quantités  y  on  est  autorisé  à  en 
négliger  les  puissancessupérieures  :  aiùsi,  l'éqo.^  =;o  ne  ept- 
tient  plus  les  inconnues  A,  B. ,.  qu'au  i*'  degrés  par  ex.^  soos 
la  forme 

os=X'+Ay  +  Bz  +  Ce.  .  .  (i). 

On  supplée  alors  à  l'imperfection  des  mesures  de  x^^,  2...  par  le 
nombre  des  observatioi^.  £n  réijtérant  souvent  les  expénmHMt 
on  obtient  autant  d'équ.  (i) ,  oh  Xyy,  z.,.  sont  connus  ',  on  com- 
pare ces  équ. ,  on  en  combine  plusieurs  entre  elles ,  de  manière 
à  obtenir  une  équ.  moyenne ,  où.  l'une  des  constantes  ai^it  le  ploi 
grand  facteur  possible ,  tandis  qu'An  contrai^re  les  avtres.ifiM»- 
teurs  devietment  très  petits  :  par  U  l'erreur  de  la  déterminaliai 
des  coefficiens  se  trouve  beaucoup  a£Faiblie.  En  réduisant  cei 
équ.  de  condition  à!a  nombire  des  inconnues, Tiâlinination  donne 
bientôt  les  valeurs  de  A^  B„. 

Cette  méthode  est  usitée  en  Astronomie;  mais  elle  ëstlifii^ 
moins  exacte  que  celle  des  moindres  carrés^  propoisée  fîl^ 
M.  Legendre  j  qui  rachète  la  longueur  des  catcuts  par  la  pl'é-' 
cision  des  résultats*  Concevons  que  l'observation  ait  donné  des 
valeurs  peu  exactes  de  ô:,  y,  i$...  ;  substituées  dansl'équ.  (1)1  ^^ 
i^^  membre  n'y  sera  pas  zéro^  mais  un  nombre  e  très  petit  et 
.inconnu.  D'autres  expériences  donneront  de  même  leis  ei^éor» 
e%e"...  correspondantes  aux  valeurs  a/,  ^%  ,y'^  J^*'*»»»  savoir, 

Formons  la  somme  des  carrés  de  ces  équ.,  et  n'écrivons  que  les 
termes  eu  A,  parce  que  le^  autres  termes  ont  même  forme  ; 

^^n^fcrouve  que  «*  +  ^'* -+- c''*...  est 

•    - '  ■  • 

z=A^ly+y\.,y+ti^{:ty'+  ay ...)  +  !tAB(yz...)+itAC^. 

Ce-^a^'  membre  a  la  forme  A^m^^zAn  rf-  &  ^  il  ^s%  le  plus  fédX 
possible  quand  o^  i^end  ^  tel>  que  la  dérivée  sûi%  ppUe^ 


iém  +  n:=o  {voy.  n"  i4o,  II,  et  ^17)  :  en  ne  considérant 
pu  ifl  facteur  ooiuUnt  et  inconnu  A ,  on  •  dpnc 
»y+xy...+^(y-Hy"...)+^O'*4-y«'.-.)+CCj'*..0etc.=o. 

ttur  y  d*  Jl  ,  et  égaler  la  somme  à  xéro.On  conserve  au  facteur  y 
ton  signe.  En  opérant  de  même  pour  B ,  C...,  on  obtient  au- 
tant d'éqn.  semblables  qu'il  y  a  de  comiantes  inconnues;  ces  équ. 
K»it  du  i"  degré ,  et  l'élimination  est  facile  à  (aire. 

Par  ex., 'la  MËcanique  enseigne  qiie,  sous 'la  latitude^,  la 
toBgoeur  X  du  pendule  simple  à  secondes  sexagésimales  est 
r  =  ji  -i-  B  siu'y,  ji  et  B  étant  des  nombres  invarlablei ,  qu'il 
fagit  de  déterminer.  Jl  gp^fù.t  dç  m^Vf^^a^ec  soin  les  Ion— 
gnenrs  X  sous- deux  latitudes  différentes^,  pour  obtenir  deux 
ip.  de.«<}ndition  propres  à.dpnper  A  tXB.  ]yiais  la  .pr^cifion 
per».biai  plus  grande  si,  comme  l'ont  fait  MM.  Matl^eu  el  Biot , 
•n  césure  x  sons  six  latitudes  différentes.,  et  gu'on  t/aite  ,  par 
Il  mëtbode  précédente,  les  six  équ.  de  condition.  I,^  quan- 
ifis  A  +  B  Aa* y —.X ,  éraluéea^en  mètrçs,  4onnent  pes  six 
•Wors, 

^+.B.D,4a7aiaa  -  9,9934590,  .rf +^.o,5i36ii5  ,—  o.flgïSgii;, 
à  +  fl.o,56677ir  —  ,0,13938784  ,     A  +  B.a,Go^a .—  o^ggjpgBa. 

Cnunele  ooeffioient  de  .<^  est  i^,  l'^u.  qui  è'j  lappi^te  e^l 
tenée  de  U-somme  des^^âx  erreurs.  Pour  M  ,  on  nudijplîera 
Aique trinôme f par  Iefaclear^uisLfiécte.£,«t'l'oa,a)oiijqrAM* 
n  prodoits  :  dooe  ..  lonisi 

6.^+ ,ff.3,o657375  — 5,9614793  =  0,  ""' 

,^.3,0657375+5.  i  ,6933894  —  3,0461977  ==  o. 
L'ilintinstioii  donne  A  «tB;  enfin ,:  «n  « 
'  =  o,ggo6r,SS'+ Bûny,    JogB  =3^7a385o9,    *  t=o,o(ifi«j4i8i6. 

Foy.ltL  Conn.dea  ieàipi  de  1816,  oii  M.  Mathieu  diîcule  ^ur 
t(tt^,in^1iodejes,observqlions^, pendule  faites  par  les 
PkAh  en  divers  lieux. 
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L     TRIGONOMÉTRIE    SPHERIQUE. 


Notions  fondamentales. 

598.  Tiois  plans  JfOiV,  NOP,  MOP  (fig.  7),  qui 
par  le  centre  d'nne  spbère,  déterminent  nn  angle  triëdre  O^et 
coupent  la  surface  selon  des  grands  cercles ,  dont  les  arcs  CA^ 
CB ,  AB  forment  un  triangle  spbériqae  ABC\  les  angles  plaof 
de  ce  triidre  O  sont  respectÎTement  mesurés  par  les  côtés  ou  areh 
de  ce  triangle,  savoir,  T^OP  par  AB^  MON  par  AC^  MOP 
par  BC.  L'angle  C  du  triangle  est  mesuré  par  celui  que  formait 
deux  tangentes  en  C,  aux  arcs  contigus  ACy  ^C;  ces  tangento» 
situées  dans  les  plans  de  ces  arcs,  forment  l'angle  dièdre  de  œf 
mêmes  plans  NOMP^  c^ii-d.  mesurent  l'inclinaison  de  la  £ms 
NOM  sur  P  OM.  Donc  >  Us  angles  plans  du  tnèdre  O  sont  wêr 
suréê  par  Us  côtés  du  triangle  sphénque  ABC ,  et  les  sm£- 
naisons  des  faces  sont  les  angles  de  ce  triangle. 

Les  problèmes  où  ,  donnant  quelques^  parties  d'un  trian^ 
spbérique,  on  se  propose  de  trouver  les  autres  parties,  sont  préci* 
sèment  les  mêmes  que  ceux  o&,  connaissant  plusieurs  élémens 
d'un  triëdre,  on  veut  obtenir  les  antres.  Il  y  a  six  élémens:  trois 
angles  A ,  B,  G,  et  les  trois  côtés  opposés  a,  b,  c,  du  trian^ 
sphérique^  00,  si  l'on  veut,  trois  angles  plans  SiyhyCyet  les  trds 
angles  dièdres  opposés  A,  B,  C,  du  trièdre  dont  il  s'agit.  Etant 
données  trois  de  ces  six  parties^  il  est  question  de  détermint^ 
les  trois  autres. 
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Q'aprës  cela  9  qu'on  dirige  des  rayons  visuels  à  trois  points 
M^Ny  P  éloignés  dans  l'espace ,  tels  que  trois  étoiles^  par  ex. ^ 
ees  lignes  seront  les  arêtes  d'un  triëdre  O,  dont  les  élémens 
eonstituans  seront  ceux  d'un  triangle  sphérique  ABC  formé 
par  les  arcs  de  grands  cercles  qui  joignent  les  points  o&  ces 
irëtes  Tont  percer  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  arbitraire, 
dont  l'œil  est  le  centre  O, 

Ces  principes  servent  à  démontrer  les  théorèmes  sùiVans. 

I^  Tout  angle  plan  d'un  triëdre  étant  moindre  que  deux 
droits ,  chaque  côté  de  tout  triangle  sphérique  est  ^  1 80^.  Chaque 
angle  est  aussi  plus  petit  que  deux  droits;  c'est  ce  qui  suit  aussi 
du  triangle  polaire.  (  V,  ci-après  n®  Sgg.) 

Tontes  les  fois  qu'un  calcul  conduira  à  trouver  pour  valeur 
fnn  angle  ou  d'un  côté  de  triangle^  un  arc  ^  180**,  cette  solû- 
tkni  devra  être  rejetée  comme  impossible. 

a®.  Puisque  la  somme  des  angles  plans  de  tout  angle  polyèdre 
est  moindre  que  4  droits  (n**  280) ,  la  somme  des  trois  côtés  de 
fout  triangle  sphi^ue  est  plus  petite  que  36o®.  L'angle  trièdre 
fan  cube,  formé  de  3  angles  droits^  montre  que  chaque  côté 
f  on  triangle  sphérique  peut  valoir  et  môme  surpasser  90^ 

3^  La  somrne  des  trois  angles  de  tout  triangle  sphérique  est 
toujours  comprise  entre  2  et  6  angles  droits ^  ou>>  180®  et'<54o®. 
Ea  effet;  chaque  angle  dièdre  étant  moindre  que  2  droits,  la 
wnune  des  trois  angles  est  -^  6  droits.  D'un  autre  côté ,  en  cou- 
pmt  les  trois  arêtes  d'un  trièdre  par  un  plan  quelconque ,  on 
fenne  un  triangle  rectiligne ,  dont  la  somme  des  angles  est=  1 80^ 
et  il  est  clair  que  chacun  de  ces  angles  est  moindre  que  si  la 
Kctîon  eât  été  faite  perpend.  à  l'arête  ^  ce  qui  alors  aurait  donné 
Fangle  même  du  triangle  sphérique  :  donc  la  somme  des  trois 
angles  surpasse  2  droits. 

4^  Deux  triangles  sphSriques  sont  égaux  lorsque  trois  angleê^ 
<^  trois  côtéSj  ou  deux  côtés  et  ï^ angle  compris ^  ou  deux  angles 
*ilec6té  adjacent^  sont  respeétipèm^ent  égaux  chacun  à  chacun. 
^théorèmes  se  prouvent,  ainsi  que  les  deux  suivans ,  comme 
pour  les  triangles  rectilignes  (n®  198). 

5".  Dans  un  triangle  spJiérique  isoscèle^  l^  arc  abaissé  perpend. 


af=:%8(f^A,  b\=si8o^—B,  c'=i8o*  — C.  (i)  , 
^=3i8o«— a,  iB'ï=i8o*»— ^,  C=i8o»—  c...  (a). 

Le  triangle  ainsi  formé  s'appelle />o/airtf  ou  supplémentaire  du  i^'» 
Ces  équ.  sont  d'une  grande  importance ,  car  elles  réduisent  k 
trois  les  six  problèmes  de  la  Trigonométrie  sphérique.  Donne- 
t-on^  par  ex. ,  les  trois langles  d'un  triangle  ABC!  Pour  trouTcr 
pu  côté  a,  il  suffira  île  substituer  ^-ee  triangle  son  supplémen- 
taire u^jff'C^,  dont  on  connaîtra  les  trois  côtés  a'^  b\  c  (équ.  i)  ; 
jÉlorsqu^on  aura  trouré  l'un  des  angles  A\  on  en  conduiti 
(équ.  a)  le  QÔté  a  du  proposé ,  lequel  ==  i8o  —  A\  £n  sorte  qu'il 
suffit  de  savoir  résoudre  un  triangle  dont  on  a  les  trois  côtés , 
Boor  sayoir  résoudre  celui  dont  on  connaît  les  trois  angles ,  et 
tbisi  des  autres  cas.  Cela  s'éclaircira  mieux  par  la  suite. 

On  en  tire  de  nouyeau  la  conséquence  3^.  p.  20 1  ^  car  la  somme 
dbtroisdemièreséqn«est^'+^'  +  ^-=6droîts — (a+34-^e); 
ftpuisqueJa  somme  a  +  ^-f-^  ^^s  côtés  est  moindre  que  4  dro^, 
edie  des  angles  ^  ou  ^  -{-  !^'  -{-  C  est ^  2  droits,  savoir  la  somme 
3es  trois  angles  de  tout  triaugle  ^  180®. 

6oo.  Si  l'on  coupe  le  trièdre  O  (fîg.  9)  ^r  un  plan  pmn 
perpend.  à  une  arête  OA^  en  un  point  m ,  tel  que  Om-=^  i ,  on  a 

iim=:tangCy  7»0==sécc,  711/7  =  tang^,  Op  =  8ëc&.  ' 

Ur  hs  tmiigles  reciili^6s  nwip ,  npO  donnent  (p?  355).^ 

j»^  =  mii^+/w»i* — ^mn.jrtn.eoêA 
iç^=Jii0*-f-/>O* — 2i»0./70.cosa; 

ctretrandbant^  à  cause  des  triangles  .rectangles  et  de  Omss  i  ^ 

o=7i-f-i  —  2sécc8éc6  cosa  «4^  2  tang  c  tang  b^eos  A. 

m 

Or  mettant — pourséc,    — pour  tang,    etc., 

cosa       ,  sincsia-^i^v^ 


coaccQsi  coscoos^      * 

«qai  demie  V équation  fondanuntak     . 

•  oflÉa  =  cos6odse-4^ttn^8Ûi4;'Cas^. ..  ^3}^ 
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Bien  entendu  que  Ton  peut  ici  changer  a  et  ^^  en  &  el  ^ ,  en 
et  Cy  en  sorte  que  cette  équ.  en  représennte  trois. 

^     .      ,   ,,  .  cosa  — cosftcosé  .        . 

On  tire  de  la    cos  A  =         ; — r—r , 

smasinc 

d'oi  I  —  cos*-<rf  ou 

.  ^j (cos  g-^cos  b  cos  c)* 

sin'6sin*c  . 

Réduisant  au  dénom.  commun^  faisant  sîn^  =  i  -^  cos%  il  vien 
1  —  cos*5 — cosV  —  co8*a  +  a- cos  a  oos  b  cos  c 


sin»^  = 


sin*ô  sihV 


Prenonslft  racine  et  divisons  les  deux  membres  par  8ina,Ie2*8en 

■  '     ■  .if 

une  fonction  symétrique  de  a^  b,  c,  que  nous  nommerons  ilf^  safàl 

-i = M.  Changeant  A  et  a^  en  B  éib^enCelCy  le  a*  membÉ 

sin  a  . 

restera  le  méme^  ainsi  le  i^^  demeure  constant  ^  d'oii  résolte 

cette  équ. 

sin  ^       sin  j5       sin  C         ,., 
—  lïZT^^IïTZ'"  (4)- 


sin  a       sin  b        sin  c 


o.; 


Dans  tout  triangle  sphèriquej  les  sinus  des  angles  sont  propor- 
tionnels aux  sinus  des  côtés  opposés. 

D'après  la  propriété  du  triangle  supplémentaire  ^changeonf» 
dans  Féqu.  (3) ,  a  en  i8o^  '^A,  etc. ,  noue  aurons 

—  cos  A  =  cos  B  cos  C —  sin  B  sin  Ccos  a. . .   (5). 

Éliminons  b  de  Féqu.  (3)  :  d'abord  mettons  pour  sin  ^  ^ 
1  ^sii 
sin^ 


leur  =5 -, — "2 —  ;  puis  remplaçons  a  et  -<^  par  belB,  dans  (3); 


d'où  cos  b  c=:  cos  a  cos  c  +  sii^  ^  sin  c  cos  B. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (3) ,  puis  i  —  sin*c  pour  cDsV; 
enfin  divisant  tout  par  le  facteur  commun  sin  a  sin  c ,  on  a 

sîn  c  cot  a  =  cos  c  oos  B  +  sin  5.cot  A.\  .  r  (6)*>i)  i . . 

Les  équ.  3,4?^^^  ^^^^  ^^  fondement  de  toute  la  Trigonor 


TRIGONOMÉTRIE   SPHÉRIQUE.  205 

i^trie  et  sufiOisent  à  la  résolution  de  tous  les  triangles ,  sous  la 
ndition  d'y  échanger  les  lettres  A ,  B.^,  les  unes  en  les  autres. 

Résolution  des  Triangles  sphériques  rectangles. 

60 1 .  Désignons  par  A  l'angle  droit ,  par  a  l'hypoténuse  (fig.  7); 
û$  faisons  ji  =  90^  dans  les  équ.  3 ^  4>  ^  ^^  ^^  nous  aurons 

cos  a  =  cos  b  00^  c. .  •  •  (pi), 
^în.  b  =  sin  a  sin  B,., .  (n) , 
cos  a  =  cot  B  cot  C.  • .  -(p), 
tang  c  =  tang  a  cos  B,^.,  (q)  ; 

I  il  est  permis  de  changer  ^  en  ^,  et  6  en  a,  et  réciproqne- 
BBti^ns  les  équ.  5  et  6,  sans  qu'elles  cessent  d'être  yraies  pour 
I  triangle  quelconque  :  faisant  ensuite  Azzzqo^,  il  vient 

oos  B  =  sin  C  cos  &•  ••  •  (r), 
cot  B  =  cdt  b  sin  c. .  • ,  («); 

s  six  équ.  suffisent  pour  traiter  tous  les  cas  de  la  résolution 
»  triangles  rectangles  :  des  cinq  élémens  a,  h^  c^  B ,  G,  deux 
nt  donnêsj  et  Von  cherche  Vun  quelconque  des  trois  autres, 
es  questions  de  ce  genre  comprennent'  trois  élémens ,-  dont 
1  înconnn  ;  on  dénommera  les  angles  du  triangle  par  A,  B,-  C, 
;  étant  à  l'angle  droit,  pitis  on  cherchera  celle 'des  éqd.  ci-^iies- 
isqui  comprend  les  trois  élémens  dont  il^àgit.  Seulement  on 
ara  quelquefois  obligé,' pour  trôurer  cette  équ. ,  de  changer  de 
lace  lés  lettres  B  et  CTôut  problème  reli&tif  i' là  résolution  ^es 
riangles  rectangles  contient  trois  élément,  deÀi  «  donné»  istiun 
nminu.  Voici  tous  les  cas  qui  peuTènt  se  présenter  :    .'■   .  ■.". 

iet  denx  angles  B,  C »  preniez  rëqù.  \p)\ 
'  '           f  le  côte  b^&ppoté:\'^ («)•,'  " 
°°*"8'^^*^'-i  le  côté  c  «dirent......  (9),     •    ', 
Us  tmt$  càtés au  ib f  e ..,,.t.^..  (>»)».    ■       '\ 

:iin  QÔté  h  de  4'an2le  dra^t  et^le»  angles  Mf  C%*  «^ (0  » 

denx  côles  & ,  c  de  cet  angle  et  un  angle  B  opposé. ...(«).'  '  '  ' 

•W-âr^quept  usag^d^^  c^s  formules  T^V^^  indispensable  d^~ 
tvQÎrs^ns  çesse.nréçeutes.à  la, mémoire,  ce  qui  est  assez  i 
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€Île|  parce  que  plusieurs  ne  sont  pas  sjmétriqiies.  Mfsudiiit'fl 
ilonné  uD  moyen  empirique  assez  commode  de  les  retrourer.  tÊÊ 
comparant  les  trois  élémens  qui  entrent  dans  le  problème  II 
l'ordre  o&  ils  se  présentent  dans  là  figure^  Iorsqu\)n  ^iile  tour 
du  triangle ,  on  reconnaît  que ,  si  Ton  ne  compte  pas  l'angle  droite 
CCS  trois  arcs  spnt  eîa  successifs  ou  cdternadfs.  Or ,  pourvu  qa'oiL 
change  les  côtés  de  Fangle  droit  en  leur  complément,  on  a^diÉt 
tous  les  cas  ^  ces  deax  équations  : 


tos*  arc  m 


, ,.   .  j  '^  S  cl^9  sinus  des  arcs  AJJTVssn. 

mterméaimre=i  produit  {     ,  • 

(  aes  cot  des  arcs  contigus. 


Il  est  en  effet  facile  de  yoir  que  ces  deux  conditions  reproduisent 
les  six  équ.  précécïentes. 

Nos  équ.  démontrent  diteirses  pfopidétés  générâtes  qu'il  tM^ 
utile  de  remarquer  dans  tous  les  triangles  réfqtangleis. 

x^.  De  l'équ.  {m)  on  conclut  que  f  un  des  trois  cdtés  est 
^  ou  ^  90®  y  selon  que  les  deux  autres  côtés  sont  d'espèces  seat^ 
Uableb  oudifférentes.  Cela  résultede  ce  que  les  cos.  des  arcs  ^  go* 
sont  natifs. 

a^<i  ]L'équ.  (p)  montre  que  si  l'on  compare  l'hypoténuse  aux 

deuâL  angles  adjacens  B^Cy  Tun  de  ces  trois  arcs  est  ^  ou  ^  go^i 

3éV>n  que  leadeux  autrea  sont  d'espèces  semblables  ou  différentes. 

dp.'  Les  équ.  (-r  ou»  s  )  prouvent  que  chacun  des  angles  ^  et  ^ 

99t  tonj/(M0s  de  même,  espèce  que  le  côté  opposé. 

4^^  De  l'équ.  (j[).on  conclut  que  l'hypoténuse  et  un  côté  sont 
démette  espèce  quand  l'angle  compris  est  aigu^  et  d'espèces  dif- 
Jéventes  quflaad  il  est  .obtus. 

5^.  EnGnysile  côté^del'anglç  droit  =:9o%  savoir  cos  &=0|; 
les  équ.  (7»  et  r)  donnent  cos  a  =  p ,  cos  ^  =  o ,  les  côtés  CA^ 
CB  sont  donc  égaux  à  90^  et  perpend.  sur  AB  \  le  triangle  est 
îsoscèle  bi*rectangle  f  C  est  le  pôle  de  l'arc  AB  (fig  .7). 

Ces  théb^mes  reçoivent  leur  application ,  lorsqu'on  décom-, 
pose  en  deux  triangles  rectangles  tin  triangle  donnée  par  un  arc 
perpend.  à  sa  base. 

602.  Quoique  ces  formules  résolvent  tous  les  ctfs^  iléonviënt 
de  remarquer  qu'elles  tnànc[tlerâient  àe'IptMtàoùf  si  FinooMM 


h  fort  petiM  et  âonakée  pu*  un  eos^  ou  pvës  de  90^  et  domiée 
va  smns.  (i^  1. 1,  p.  87 1.)  Voici  comment  on  devrait  opérer 


t,j.  .  .  .       co»« 


^  I  +  cos  JP  '^         '^  ' 

Hrti  changer  les  cos  en  tang  i*  Par  ex^^  i^/pouF  troaTcr*  l'kj- 
Ménuse a,  étant  donnés  les  angles  Bel  C,  Féqu.  (p)  deyient 

^  ,  I  —  cot  B  cot  C sin  B  sin  C—  cos  B  cos  C 

Ung  î  «  =,  ^  eo*  £1  ccrt  C~  sin  J?  sin  C-f^éosBém  €' 

Ik  ooncltrf  cle  cette*  équ.  que  Arsomm#  des  cte)aM  tailles  B  et  C 

fi^  toujours  ^  90%  pour  que  le  2®  membre  soit  positif. 

I    2^  i)e  même^  pour  avoir  un  côté  b  de  Pangle  droit,  connais - 

itoMUÉteii^  et  C,  Péqti.  (f^dèttnécos  ô= 22L-u  î-^  !îB*ï    en 
^^  T        -^ .  sm  C      sia  C  ' 

X  =  90®  —  B  \  d'où  (  équ.  citée ,  et  n®  36o) 

,.       siMiC — sino:       taneiCC-— a:) 
•  sin  G  +  sin  x      tàng  î  (C  -po?)  ' 

KCoitAMfsanA  l'bjqfiôténuse  aet  un  oôtée,  poriir  avoir  Fangle 
it  ^ ,  féqt.  (^)  donne 

/   . /„       i^^XAtsç(dé(Std      éosc sin tf^ — hiÂccoia 

laniE^ -/>:=: 2 =  , 

^  *  i+taogccotai    co»c  sin-a>*f- sinccosa 


tu^ 


sinjo-c} 


mrefâiWi^erd  que  les  rftt  de  a  —  <}  et  il  +  ^  Stritënt  É!?re  de 
phnc  signes ,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'imaginaires  ;  ainsi  qriàÂJ 
«+ïJ  >  iài^,  Phypotéûtfsè  a  est  <  c.  Oiir'^it  qiié  qtfaiia  le 
Iriuigle  a  des  angles  obtus ,  l'hypoténuse  n'est  pas  le  plus 
pud  06^  :  G^eH  ati  resté  et  qut  ser»  évident  ..par  1»  fig.  to 
et  le  n*  607. 
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4*.  Enfin ,  Péqu.  {m)  donne  oos  c  = 7 ,  d*où 

tang*|c  =  tang^(a4-^)*tangi(a — b)...  (11).        i 

5^.  Enfin,  si  Ton- clierclie  on  oôté  b ,  connaissant  l'angle  op- 
posé b  et  l'hypoténuse  a,  au  lieu  de  l'équ.  (ji) ,  quand  b  est  fik 
de  90®,  Toici  oe  qu'on  fera  :  posez  *"  < 

6  =  90®  —  2iE,     tang  o?  =  sin  a  sin  J?. 

L'équ.  (»)  rerient  à  oos  su  =  tàng  x ,  fou  (équ.  citée) 

d'où    .    tang(45»  — ift)=l/tang(45*— x)...   (12) 

L'arc  X  s'obtiendra  par  l'équ.  ci  «  dessus^  et  par  suite  01 
aura  b, 

.Nous  mettrons  ici  un  triangle  d'épreuve  pour  s'exercer  m 
calculs. 


(.     . 

' 

1 1^_ 

Êlemens. 

Logtin. 

Logoos. 

LogHtaag. 

a  =3    71»  34'  3o* 
b  =  i4®~  53.  40 
c  =  114.   i5.  54 
^=s  i38.   i5.  45 
C  =  io5.  53.  3g 

1 — zs. — 

1.9767335 
i.8ooot34 
T.95983o3 
1.8333900 
î. 9831068 

£.5035475  + 
1.8897607  — 
r.6137969  — 
7.8738570  — 

r.  4370867  — 

0.4731759  + 
1. 9103636  — 
0.3460333  — 

1.9604341  — 

0.5460301  -^ 

Triangles  oblîquangles. 

6o3.  Prenons  les  diyers  cas  que  cette  tiiéorîe  peut  offrir. 
1**^  CA&m  ^J^tçmt  donnés  les  trois  côtés  a,  b^  c,..  tromper  i 

L'^u.  (3)  ^  p.  .2p3 ,  lorsqu'on  y  met  pour  cos^^^)  sa  yalei 
I  7^2  sin*i^,. devient  .,  ,,    .         . 

CDSà  aas,cos.(6  —  c)  —  2  sin  b  sine  sin^î'i/. .  •   (^f).  .  .. 
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Cette  équ.    est  d!ua . Iréquent  usage.  On  en  tire,  par  Féqu. 
^  la  note  n®  36o  qui  exprime  cos  ^  —  cos^^ 

a  sin  6  sîn  c  sin*  |>^  ==  cos  (6  —  c)  —  cosa 

=  a  sin  J  (a+b  —  c) ,  sinj  (a+c — b)  (*). 

?4Dette  équ. ,  propre  au  calcul  des  log. ,  fait  connaître  ^,  par  a,  b 
'^c.  Faisant^  pour  abréger, 

■  !^p=sia+b  +  Cf 


OQa 


sin 


sin  0  sm  c 


Se  même  «  en  mettant  2  cos^  |  ^  —  i  pour  cos  A ,  dans  Féqua-" 
tjon(3),ona 

sm  o  sm  c 

^*  OIS.  Étant  donnés  les  trois  angles  A,  B,  G ,  trouver  un 

a? 
La  propriété  du  triangle  supplémentaire  (n®  ^99)  >  appli- 

anx  formules  qu'on  Tient  de  trouyer,  donne  par  la  subs- 

ion-  des  Talcurs  (|)  p.  2o3  ^ 

—  cos  P  cos(P  —  >0  ' 


i.n 


sm'î^a 


sin  17.  sin  C 


cos(P— iî)cos(P  — C) 

cos*~a=  — p    .   V>  ^« 

sin  j9  .  sin  C 

3*  CAS.  Etant  donnés  deux  côtés  a  «^  b,  et  l'angle  compris 
i^trouffer  le  3*  côté  c. 
L'éqn.  (3)^  p.  263',  peut  servir  sous  la  forme 

.  eosG  =  oosacos6(i +tangatang&cos  C). 


T*— 


Gomme  le  i*>^  membre  esc  essentiellement  positif,  on  doit  avoir  à  la 
le  9^9  e^<r-f>&  avec  e^ 6 --a;  puisqu'il  serait  absurde  de  pr^ 
qMt  le  contraire  de  e^  rdations  existe.  On  a  done  de  noomani  i« 
70.,page2oa.  ...  .      f 

2.  4 
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lette  formule  ne  se  prête  p«s  au  calcul  des  log. ,  non  f\vLs  que 
El  suiyante;  nous  retiendroiis  bientôt  sur  ces  problèmes 

4*  CAS.  Étant  donnés  deux  angles  Ç  et  R|  et  U  çM  udjar 
enttifjroui^r  le  3*  angle  À-? 

L'équ.  (5,  n*  6oo)  donne  ,^ 

cos^  =  cosj9cosC(tang  i?  tang  Ccosa  — •  i),  , 

5*  CAS.  De  deux  côtés  et  les  angles  opposé^ ,  connaissant  trois 
Le  ces  parties ,  trouver  la  4*-  Employez  la  règle  (4)  des  quatre 
innSyn^'Goo.       __  . 

604.  Excepté  lorsqu'on  donne  les  trois  côtés  et  les  trois  an- 
;les9  tôttt  ppoUème  de  Trigonométrie  ^liérlqne  comprend  tfll 
ours  dans  les  données  un  angle  et  un  côté  adjacent  (  que  non 
lommerons  ^  et  6  dans  ce^qoi  suit')  1  outre  un  3*  élément.  E 
Jbaissant  de  l'un  des  angles,  tel  qœC  (fig.  2  bis)  y  un  arc  CDipet 
)en4iculaire  sur  ,Ie  côté,  opposé  p^,  çç  câté.vaffra  ^ooi^  ^m^  dso 
egmens  ç  et  ^\  et  l'angle  C  en  deux  angles  0  et  6\  sayofr^  v\r 

nen  entendu  que  V  une  de  6es  parties  serait  négatiVe  Âans  cham 
squation  y  si  la  perpendiculaire  tônibàit  nôrs  du  triangle;  ôr^c 
Miit  que  c^est  ce  qui  arrive  quand i*yn  des^'^mgles  A  ^^  B  à 
hase  est  aigu  j  et  Vautra  obtus  ;  elle  tombe  au  contraire  1 
dedans  quand  ces  angles  sont  de  même  "  espèce.  En  effet ,  1 
triangles  AÇDy  BCD  donnent  (équ.  p.  2o5) 

tAng  C^:=^taiig  A  sin^sss  tâng  7^  sin  qf. 

Les  sinus  sont  essentiellement  jpositifs  ici  ;  dppi^  tane  A 
tang  B  sont  de  mêmes  signes,  ou  A. et  B  de.  mépsie  espèce.  $i 
perpendiculaire  tombe  dans  le  triangle ,  A,e\^B  son(s  1^  ^nâl 
&  la  base;  mais  si  elle  tombe  en  dehors,  comme  pour  letrianj 
ACB\  ^  ;est  ici  le  supplément  de  Tatrf^e^CiS^'dBptrîangL 
Deltti-oi  est  donc  alors  d'espèce  différente  de  -A,  ce  qui  jnsti 
notre  théorème.  .  ,  ^      ,,1  >  o' 

D'aptes  pet  expp«é«  on  voit  que  le  triasgle  proposé  éuM  i 
TOmposé^en deux  autres,  qii^on  peUttnÀtor 'séfAvéfii«A«4)èé^ 
trouver  les  élémens  demandés.  •  *  '  »  aiuéioa 
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6o5.  Au  reste  ;  oïl  peut  comprendre  tous  les  cas  dans  les  |br<- 
lules  suiyaDtes  :  (i)  et  (2)  se  déduisent  des  éqn.  Qi  et  jp)  ; 
y  6,  7  et  8  se  trcmtent  en.  tirant  de  chaque  triangle  rectangle 
Elg.  a  àis)y  par  les  éqa*  (m^r,  s  et  g) ,  les  yaleurs  de  l'arc  për- 
endictdaice  CD ,  et  les  égalant  deux  a  denx ,  saToir, 


ang  p  =  tang  b  cosA,,  .(i) 

c  =  9+V ...(3) 

cos  a     _   cos  y^ 

00s  ^      '  cos  ç 

tog  A        sin  ^' 

\k^  B~^  sin  p 


(5) 

(7) 


cot  ô    =  tang  A  cos  é-.. .  (î) 

c  =  ô  +  ô' ..*.{4) 

cos  B  ~  SmT ••••W 

^"^^    .....   .(8> 


tang  a 
tang  6 


sin  A       sinB      sinC 


sm  a 


-sin  b 


8in  c 


cos  8 


(9)- 


Se^onles  caa,  on  tire  f  pa  9  des  équ.  (i)  et  (2)  ^  en  ayimt  égard 
[  «I  signes  des  lignes  trigonométriques ,  ces  arcs  ^  et  ô  recevront 
îm  signe  déterminé >  et  Ton  en  introduira  les  valeurs  dans  les 
in.  sdivantes ,  en  y  copserr ant  ce  sïgoe. 
^'^«feî  le  détail  des  ^Kvers  cas  : 
'''0ùêrelê8donnée8heiA.y 

I*.  Si  l'on  connaît  c  (deux  côtés  et  V angle  compris j  b/C^  A); 
réqiL  (t)  donne  ^,  (3)  ^',  qui  peut  être  négatif ,  (5)  a,  (7)  B^ 
(9)  ^,  dont  l'espèce  est  d'ailleurs  connue  (n**  6o4)«    ..    . 

2*.  Si  l'on  a  C  (deux  angles  et  le  côté  adjacent^  A^  C^b')^ 
Nqu.  (2)  donne  é,  ^4)'^  î«^  P^"*  é*^^  négatif  ,'(6)  B^  (8) a, 
(|D«,  d'espèce  connue. 

3*.  Qçiand  on  a  a  {^àeus.  côtés  et  un  angle  oppàêé,  h^  a.  A)  f 
Ihp.  (0  donne  ç ,  (5)  (p',  (3)  c ,  (7)  et  (9)  ^  et  G     .  ; 

Oi^  bien ,  (2)  donne  fl^  (8)  9',  (4)  C,  (6  et  9)  B  etc. 

Le  problème  a,  en  général >  deux  solutions;,  car  q>'  ou  d' 
t  calculé  par  son  cos. ,  l'arc  a  le  double  signe  db  :  c  et  C 
SBtdonc  deux  valeurs,  à  moins  qu'on  ne^soit  conduit  à  re- 
i$Bt  Fnne  comme  négative,  ç'  et  If  entrent  dans  (7  et  6)  par 
lu»  siniu,  ce  qid  oomiwrte  denx  va)e^r#  de  Bi  d^  ml^e 
foorCetc. 

i4-«^' 


f  1 2  AK ÂlYSB   k   tROTâ   Dlttl^HSIOUft. 

4^.  Si  l'on  a  B  {deux  angles  et  un  côté  opposé j  A^  fi,  l)) 
[*équ.  (0  donne  ^,  (7)  ?',  (3)  c,  (5  et  g)  a  et  C 

Ou  bien ,  (2)  donne  é ,  (6)  é',  (4)  C^  (8  et  9)  a  et  e. 

On  a  encore  deux  solutions  ^  car  ç'  ou  é'  est  donné  par  va 
jinus;  l'arc  a  deux  valeurs  supplémentaires  :  ainsi  c  dan8'(3yj 
Hi  a  dans  (8)^  reçoit  deux  valeurs;  de  même  pour  a  mC 
làns  (5et  4)>  etc.... 

Observez  que  dans  cbacun  de  ces  cas  on  n'a  besoin  Sm^ 
ployer  que  des  équ.  vde  n®'  soit  pairs  >  soit  impairs  :  quand  OM 
e  choix  de  l'un  des  systèmes ,  on  doit  préférer  celai  qui  eo» 
lait  à  des  opérations  plus  simples. 

606.  Voici  plusieurs  conséquences  importantes: 

«  »>r       ,Ms  ^  cos^— cosa      cos^  — cos^' 

I^  L'equ.  (5)  donne  - — r—; = i— : ^, 

^     ^  '  cosb  +  cosa      cos ^  +  cos  ç> 

H  /6B  Tertu  -des^qu.  de  3a  note  n^  36o',  comme  c=:  ^  -f-  p\ 
ang  i  (^'  —  ^)  =  tang  5  (^  +  ^)  tang  i(<ï  —  6)  cot  J  c . . .  (10). 

■    ■ .  .  ■  •  ■    ,  ■  , 

Connaissant  les  twis  côtés,  cette  équ.  donne  la  différenei 
les  segmens^  et  par  suite  ces  segmens  eux-mêmes,  puis  la 
tngles  ^  et  ^^  en  résolvant  les  triangles  rectangles  ACP\ 
BCD, 

I 

'Icc^  ud  zsL  tang4)  cot  b^     cos  B  =  tang  ç>'  oota, .  •  (1 1). 

a\  L'équ.  €^  traitée  de  même,  donne 

ang  i  (f—J)  =1  tang  K^  +  ^)  tang  {  {A^B)  tepg  ^  C..(w> 

Lorsque  les  trois  angles  çont  donnés^  cette  équ.  fait  cof 
t$itre  I  et  é'  ;  on  ^a  ensuite  les  côtés  a  eti  dans  les  triapglei 
^CD,ACD, 

coab=  coiBvàlA,     oo8a  =  cot  6'cot-fl.» .   (i3). 
3^.  L'équ.  8  donne  de  même 

«   ■      tatagK*'— O^^S^^ÎeotlC...  04). 

Connaissant  deux  colis  a,by  «^  If  angle  compris  Cj  Km  9iên 
et  #',  puis  ^  et  i^  par  les  équ.  (i3). 
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!      4^  Enfin ,  Véqa.  (7)  donne 

Quand  an  a  deux  angles  A  »  B,  et  lé  côté  adjxicent  c,  cette- 
bpi.  donne  p  et  p\  et  les  équ.  (11)  font  connaître  a  et  6. 

Les  équ.  que  nous  Tenons  de  trouTcr  seryent  surtout  à  dé- 
montrer  les  analogies  de  Néper.  Égalons  les  yalenrs  10  et  i5, 
et  ansai  12  et  1 4  (c'est  comme  si  l'on  élimmait  f  et  f '  entre 
S  et  7  ;  ou  0  et  S'  entre  6  et  8)3  nous  aurons ,  à  cause  de 
•in  2«  =  2  sîn  Acos  «^ 

^i(a  +  ft)tangKa~&)= tang-^.  siniU+B)  co^iU+Ty 

taogi(^+Z?Hangi(^-Z?)=cof  iC.^Î"tî"T  S^'lî"  TÎ^ 

Ot;  l'équ.  (g)  donne 

sina  -f"  sin  6      sin ^  +  siU'^ 
sin  a  — -  sin  b      sin  A  -^  sin  i9  ^ 

#(A  toP8K^  +  &)_tangl(^  +  ^) 

tangi(«-^)~tangH^  — ^)* 

Multipliant  et  diyisant  membre  k  membre  chacune  des  deux 
éqn.  ci-dessus  par  cette  dernière ,  tous  les  facteurs  qui  ne  sont 
pas  détruits  sont  au  carré  :  en  prenant  la  racine ,  il  yient  les 
iffBL  suiyantes;  comme  si  Ton  eût  décomposé  chacune  des  x*^** 
cadeux  fecteurs, 

Ung  i(a  +  .)  =  Ung  ic.gîi^:^!  C). 

t.f  1.N         »         1     sin  »  (-^  —  ^) 

t.»g  5(«  -  b)  =  tang  -c-^^^jj-j-^y 


\ 


(*)  Comme  tang  f  c.cos{  (^  —  B)  est  une  qaaniitë  positive ,  il  faot  qas 
tang  1(0^5)  etcos^(^+'0)  aient  mêmes  signes .  Donc  la  demi-tomme 
^àuuc  angles  quelconques  est  toujours  de  même  esp^e  que  celle  des 
^^tit  opposés  f  et  réciproquemenU 
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tang  K^-B)  =  cot  i  C.  gf^j. 

Telles  sont  les  fameuses  analogies  de 'Néper.  On  i^en  loi 
principalement  pour  obtenir  à  la  fois  deux  côtés  ou  deux  ok  * 
jgles  d'un  triangle  ;  dont  on  connaît  deux  angfes  et  le  c6tô  a^  i 
cent,  ou  deux  côtés  et  l'angle  compris.  •  •' 

Triangles  isoscèles.  Soient  C  et  B  les  angles  égau:^ ,  c  et  0  lei  ^ 
côtés  égaux ^  A  l'angle  du  sommet ,  a  la  base;  rare  AD^ qui ia  i 
au  milieu  de  BC ,  donne  deux  trianglèi  rectâàgfet  éfutl 
(n®  5g8 ,  5^) ,  dans  lesquels  on  a 

sîn  ^  a  =  sin  ^  A  sia^è. . . .   (n) , 
tang  I  a  =  tang  h cos  B. , , .   (^) , 
cos  b  =  cot^cotj^.  ..   (/>), 
cos ^^  =  C03 1 a  sin i5^.  ...  (r) . 

Ces  relations  sont  formées  des  combinaisons  3  à  3  des  quatre* 
élémens  A,  B,a^  b-j  elles  feront  connaître  l'nii  quelconque  è^ 
ces  arcs^  lorsqu'on  en  donnera  deux  autres.  Ainsi ^  deçà 
quatre  choses^  Vangîe  A  du  sommet  d^un  triangle  isoscèU,  k 
base  a,  l'arc  b  des  côtés  égaux ,  l'fLrc,  B  des  angles  égaujfj  àm^ 
étant  données,  on  sait  toujours  trouver  les  deux  autres. 

Cas  douteux  des  Triangles  sphérique^. 

607.  Ces  triangles  résultent  de  la  section  d'une  s{Aère  par 
trois  plans  qui  passent  par  le  centre.  La  fig.  10  a  pour  base  k 
grand  cerclé  MKmf,  et  représente  un  hémisphère  prpduit-par 
l'un  de  ces  plans  ;  les  deux  autres  sont  ACa  et  BC ,  qui  se  coa- 
peut  selon  le  rayon  CO,  et  déterminent  le  triangle  AB-C,  Tottt 
plan^  tel  que  ACtiy  coupe  cet  hémisphère  selon  une  demi-cir- 
conférence ,  et  les  arcs  CA  y  CW  sont  -supplémentaires  :  l'angle 
Az=:  m  est  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  ia  base.  Eln  menant  k 
plan  MCm  par  le  rayon  CO  y  et  perpendiculaire  à  la  base 


MKm,  puis  prenant  MA'  sa  Mji  de  part  et  d'autre  de  ce 
y\m,  ou  obtient  un  2®  plan  A'Cù!  symétrique  k  AC<ty  et 
l'on  a 


r 


Si  l'on  fait  tourner  le  pIan^C«t  autour  du  rayon  CO,  ce  plan 
feira  perpendic.  en  M  Cm,  puis  prendrstdivejpses  inclinaisons  sur 
k  basej  en  B,  ^^  K..,^  formai. deuqt;  angles  9upplénieptaii;es 
^nn  côté  et  de  l'autre.  Les  arcs  CB^  CA^  CK».j  vont  en  crois^ 
tant  à  mesure  qu'Usi  s'écartent  de  l'arc  perpendicuL  Cif  =;  ^s 
gai  est  le  plus  petit  de  tous^  jusqu'à  Cm ,  qui  est  le  plus 
crand}  car  le  triangle  rectangle  ACM ^  pu  CA^ssi  b,  donne 
moêAÛH  =  cot  ^  tang  4  >  ^^  le  facteur  tang  4  ^st  conatant. 
Quand  l'angle  ACM  est  deyenu  4rQit,  comme  pour  l'arc  CK^ 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  M  Cm ,  on .  a  cot  &  =  o ,  et 
Tare  CK  est  de  90^.  Le  plan  continuant  de  tourner^  cos  ACM 
(deyient  négatif  >  et  croit  ainsi  que  cot  é;  donc  l'arc  CA,  CK^ 
Çd  continue  de  croître. 

En  tournant  ainsi ,  le  plan  coupant  s'incline  de  plus  en  plus 
svr  la  base ,  en  prenant  les  positions  CB^  ^^1.  C/iC...  ^  car  le 
Iriangle  rectangle  ACM  donne  enoore  .   . 

sin  43=sin  6sin^.  4 .   (16), 

équ.  où  le  i*'  membre  est  constant  et  où  sin  b  va  d'abord  eçi 
croissant,  comme  on  vient  de  le  yoir;  donc  stn^^  décroit  en 
même  temps.  Mais  dès  que  b  atteint  90^,  l'arc  ayant  la  posi* 
lion  CK  perpendiculaire  &  CM ^  sin  6  diminue;  donc  sin  ^ 
croit,  l'angle  A^  aigu  à  la  base,  a  pris  sa  moindre  .  valeur  it, 
et  recommence  à  augmenter.  Ce  point  K  est  le, pôle  de  Parc 
UCm\  on  a  CK^  MK=,MK!^^Qr  (n*»  60 1, 5«.) ,  l'angle  K  est 
J^esuré  par  CM^  ou  X  =  4  d'un  côté,  par  Cm  ou  /Il  :ç=i8(o"— «4 
de  l'autre  côté  du  plaix  CK  perpendiculairer  à  CM» 

On  Toit  donc  que  tous  les  arcs  partant  de  C  pour  aboutir  en 
.quelque  point  du  demi*cercle  KMK^  sont  <  90®;  le^ 
de  /^  en  771,  K\  sont  ^  90®;  le  moindre  de  tous  est  i 
le, ]^Lu;b  grand  est  Cm  :=  180°  —  4>  ^^  ^^^^  ^^  ^-^ 
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est  compris  entre  ces  limites.  Fias  un  arc  approcbe  de  CMf 
plus  il  est  petit  ;  le  contraire  arrÎTC  pour  Cm  :  Parc  interné^' 
dîaire  CK  est  de  90*. 

L'inclinaison  des  plans  sur  la  base,  de  90*  qu'elle  est  en 
CMf  diminue  en  prenant  les  positions  successives  CB ,  Cji,,, 
jusqu'en  CKy  où,  elle  devient  K^s-^-j  puis  elle  croit  de  noufen 
au-delà  de  K,  jusqu'à  devenir  de  go^  en  Cm.  Les  angles  obtus, 
du  côté  opposé  du  plan,  supplémens  des  i'%  ont  180**— 4 
pour  limite.  L'angle  est  aigu  quand  il  r^arde  le  petit  un 
perpendiculaire  CM,  et  obtus  quand  il  est  tourné  vers  Cm» 

D'après  cela,  il  est  facile  de  voir  si,  pour  un  triangle  qu^' 
conque  BCA^  l'arc  perpendiculaire  à  la  base  AB  tombe  ai 
dedans  ou  au  dehors  du  triangle  (voyez  le  n®  6o4)}  et  Pon  vé^ 
rifie  les  corollaires  donnés  n^  601,  sur  les  relations  de  grandeur  - 
des  côtés  et  des  angles  des  triangles  rectangles.  ' 

608.  Les  problèmes  qui  donnent  lieu  à  des  solutions  doubles 
sont  ceux  où  un  angle  et  le  côté  opposé  entrent  parmi  les 
données. 

Supposons  qu'on  donne  cUux  côtés  sl  eth  et  l'angle  opposé  JL 
Coupez  Fhémispbère  MKmf^ar  un  plan  A  Cet  passant  parle  , 
centre  O ,  et  incliné  de  A  sur  la  base,  et  prenez u^C=i,  C 
sera  le  sommet  du  triangle,  qnefe^rmera  un  arc  CB=  a.  Exa* 
minons  ces  circonstances. 

Si  6  <  90*»,  et  A  aigu,  CA  l'un  des  côtés  =ft,  le  côté  ter- 
minal  a  pourra  tomber  dans   l'espace  A'CA    (  en    faisant 
MA^=  MA')  y  pourvu  qu'on  ait  a  <  ^  ;  alors  il  y  aura  dewt 
solutions j  telles  que  ACB  et  ACBf  :  et  si  Pangle  A  est  obtus ^ 
h  étant  toujours  <C  90**  ^  il  7  aura   encore  deux  solutions, 
■pourvu  que  a  soit >  Cet'  ou  C«=  180°  —  h ,  attendu  que  deux 
arcs  a  égaux  se  placeront  entre  Cet  et  €at.  Maiis  il  n'y  aura 
qn* une  solution  si  l'arc  a  tombe  dans  l'espace  ttCA'  ou  JCA y 
<j[uc  A  soit  aigu  ou   obtus;  ce  qui  arrivera   quand  la  lon- 
cgueilr  de  l'arc  a  sera  intermédiaire  entre  Cet  et  CA\  savoir^ 
h  et  i8o»— -i. 

Prenons  maintenant  h  >  go®,  tel  que  l'arc  C*,  nous  verrons 
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même  cpi'il  j  a  deux  solutions  quand  le  o6t^  terminal  a 
nbe  dans  l'un  des  espaces  A*CA  ouaCJy  et  une  seule  ^^a^ni  il 
&be  dans  t^CA'  on  JCà.  :  ce  dernier  cas  exige  qne  a  soit  encore 
tre  h  et  180®-*- 6.  On  Toit  en  outre  quedës  qae  le  côté  ter- 
nal  a  tombe  dans  ces  derniers  espaces ,  l'angle  ^  est  de  même 
)èoe  que  le  côté  b  qui  lui  est  opposé. 

Condnons  de  \k  que  si  Pon  donne  deux  côtés  b  et  a,  aifec  un 
pir  cpposé  Af  il  y  a  en  général  deux  solutions;  mais  qu'une 
lie  est  admissible  lorsque  a  est  compris  entre  h  et  180*— -b  •* 
ors  ^  et  ^  sont  de  même  espèce.  Or,  on  sait  (n®  6o4)  que  la 
rpendiculaire  abaissée  du  sommet  C  sur  la  base  c  tombe  dans 
itérieur  du  triangle ,  quand  les  angles  A  et  B  sont  de  même 
fkce,  et  en  debors  dans  le  cas  contraire.  On  saura  donc  si  la 
le  c  est  p+^\  ou  ç — c'y  et  si  Cest  9+fl'>  ou  9 — 9'.  L'ana- 
ie du  3*  cas  du  n^  6o5  est  complétée  par  cette  considération, 
li  décide  quelle  solution  on  doit  préférer. 
Donc  y  lorsqu'on  devra  résoudre  un  triangle  dont  on  connaît 
fb  et  A  y  il  y  aura  en  général  deux  solutions;  mais  on  compa- 
ra le  côté  a  aux  arcs  b  et  180^— é  ;  et  si  a  est  intermédiaire 
itre  ces  valeurs,  on  n'aura  qu'une  solution;  B  et  b  sont  de 
éme  espèce  y  et  l'on  sait  comment  tombe  l'arc  perpendiculaire 
tr  la  base. 

n  se  peut  encore  que  les  données  ne  se  prêtent  à  former 
icoa  triangle;  si  le  côté  CA  ou  Ctt  ùit  un  angle  aigu  A  avec 
.  base ,  le  côté  terminal  doit  nécessairement  surpasser  CM^s-^ , 
;  ne  pas  excéder  Cm,  puisqu'il  devrait  passer  de  l'autre  côté 
B  plan  ACtty  et  l'angle  aigu  A  n'en  ferait  plus  partie;  et  si  A 
itobtus;  le  côté  a  ne  peut  être  ^b  par  la  même  raison,  ni 
èpasser  CM=^  180®— ^'^  On  détermine  d'ailleurs  4  par  l'équa- 
OB  (16).  Donc  le  triangle  est  impossible j  quand  on  a 

A  ^90^  avec  a  ^4  ^^  ^  celui  des  arcs  b  et  180* — b  qui  est  obtus, 
B  A^  900  avec  a  ^  180* — «|^  ou  ^  celui  des  arcs  h  et  180®— b  qui  est  aigu* 

LU  reste,  ces  circonstances  n'exigent  aucun  calcul  spécial,  et 
impossibilité  se  manifeste  d'elle-même  par  les  opérations. 

609.  Venous-en  au  cas  où  l'on  donne  deux  angles  A  etB  ù 


l^  côté  oppçsé  I^  Apri^  aTQÎr  coupé  l'héiokphëfe  (fig»io)  par  ù 
plan  ACt^  incliné  de  ^  sur  la  base»  ob  prend  i^^C  «m  «Cssi; 
pui^  par  le  poin^  C  on  mène  un  Autre  pldià  i^C  inèUné  de  A  atf 
la  base^  lequel  ferme  le  triangle»  £xj9iiiiinons< lea-dmr»  oaa»  .  > 
■  Quand  le  côté  t<îi[i»iiDaI  a  tomba  dto^  Vb/o^  fiCA\  il  pui 
être  placé  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  plaiî  A' Ç/ii^  eomine  jQf 
etrC^>  parce  qy'iky  a  des  deux  parta  dea  pians 'foraMst  àVec 
la  base  le  m^me  angle  B  \  c-'e^t  ce  qui  produit  lesrdtexxlpaai|^ 
fCAjf'CA  :  et  au  contraire  i^i  le  côté  a  toaabe.jdaiis.ràli^ 
ACA\  il  n'y  a  qu'une  solution.  Eu  raisonnant  comnoie  oi 
on  reconnaît  que  l'angle  ^.étant  aigu  ou  bbtas^.qÂe  t^ 
^  ou  ^go**,  c'est.quand  le  côté  a  tombe  dans  les  aiqj^iiifftf 
çua  aCA  qu'il  y  a  deux  solutions  :  tandis  que  datwlei.jaaglQi«A^ 
ou  ACA\  il  n'y  çn  a  qu'une-,  ce  qtdi  est  le  coiitnûtefd»  cefv 
arrivait  précédemment.  Mais  il  est  Tistbk'que  l'anj^e. ^ >i||l 
intermédiaire  entre  A  et  i8o**— h<^,  quand  il  xif  ^lè^iw^f 
solution. 

Donc  9  ai  Von  dorme  deux  angles  Bel  A,  avec  le  côti  oppoié.h, 
ily  a  en  générai  deux  solutions  ;  maig  iine  eeuleest  admMUh 
quand  B  est  compris  entre  A.  et  i.8o^-^  A  y  alors  le  oôté  inooniniit 
est  de  même  espèce  que  A  ;  l'arc  perpendiculaire  abaissé  <bi 
sommet  C  sur  la  base,*  tombe  au  dedans  ou  au  dehors. du  trtangfe 
(n°  604)9  selon  que^et^  sont  de  même  espèce  ou  d'espèoes  diffé* 
rentes  :  on  sait  donc  choisir  les  signes  des  cz=::çdz^ç^'y.C=s:âd&tl* 

Ain^i,  lorsqu'on  youdra  résoudre  un  triangle  iAA,  'B  et  fr 
seront  connus,  on  comparera  B  k  «4^,et  «  »i^?-^.^>.j^tteDdo 
que  si  B  est  intermédiaire.,. il  n'y: aura  qu'une  seule ^solutian^^ 
A  et  a  seront.de  même  e^ce,  ce  qui  apprendra  oommeat 
tombe  l'arc  perpendiculaire  sur  la  base. 

Il  y  a  aussi  des  cas  pb  le  triangle  est  impossible^  et.l'oft.  tem;> 
comme  ci-devant,  que  cela  arrive  quand  qq  a        . 

b  <  ^^  aUec  B  <  4  »  *"*  1^  ^^  P^"*  grand  des  ares  A  et  iSo®  — *A , 
ou  b  3>  90**  flpcc  B  >  180»  —  -^j  ou  ^le  moindre  des  arcs  A  et  180" — ^A. 

Au  reste,  le  calcul  même  met  en  évidence  l'ab^rdité^  en  doir' 
nant  des  sinu9  ou  cosinus  ^  i ,  et  il  n  est  pas  nécessaire  à^ 


re  un  calcul  spécial  pour  reconnaître  si  ^otà  présent  a  Inîu. 

Sia  Quand  le  triangle  proposé  est  rectangle^  Fun  des  côtés 
;  tdqte  CM  ou  G^^  et  si  l'on  donne  ^un  angle  et  un  cdté 
iposé,  îl  7  a  deux  solutions,  -réductibles  en  <:ertains.  jcas  à 
k^ seule.  <:  71 

l*«  Ét^t  dpnnés  l'hypoténuse  a  et  un  côté  6,  trouyer  l'angle 
(méiSj  ou  Réciproquement?  L'équ.  n  (n^  601)  donne  b  an  B 
K^sû;|Mft9:qutr4p9tid|à:deiix  alo^èè  :swf»plâiien^*res.  Ce- 
Pl^t  j0^  n'a  jamais  qu'une  soluJLioni  p^^cey^ue  les^deux 
es  CA  ou  Cj^  qui  ferment  le  triangle  CM  A  <m  ÇMji\  mxd  ' 
métriques.  Ainsi  ^  et  ^  sont  de  même  espèce  (n^  601 , 3°.) ,  et  ' 
■l^t;  plus,  d'indécision* 

io^  Étant  donnés  uû  côté  $.  de  P^Uigle  droit  et  l'angle  ôp- 
MB^Isl  3®  partie  cliérchée  admet  deux  valeurs;  car  si  l'on 
Qlande  l'iijpôténuse  a,  l'équ.  (n)  donne  sin â :  si  )'on  clferche 
3'  côté  ç^  Féqu.  (s)  donne  sin  c  ;  enfin,  pour  avoir  Pangle  C 
jaôent  au  côté  donné  b ,  l'équ.  (r)  dôhne  sin  C.  Ainsi  l'in- 
tmue  reçoit  deux  valeurs  supplémentaires  pour  l'angle  cor- 
qpondant  à  ce  sinus. 

Su.  Voici  quelques  applications  nilttîéri^esi  - 

L  Soient  a=  iSS^^ig',     b  =  5f2&,    uéf  =45«23'j 

riangle  est  impossible,  ^ui^ue  a  surpasse!  80^     b-   -122^32^, 

nA  est  un  angle  aigu. 
1  faut  en  dire  autant  si  l'on  a  j/==:t2p**^  jS-==5i°,  &=Ï6î*J  ; 
on  trbuve  que  É  <  180**^— u^  où  66^',  avec  i  >  90*. 

IL  Soient  i=s 40 Vio\   a=sfio«tQ'3oV  ><=42«i«'t4^; 

*y  a qb'une  seule  solution,  attendu  <ïue  Jt,B\sth  sont  <Côo*; 
lerpcm^.  tomb^  davis  le  triangle,  ,f  et  :<p'  $onjt  posîtifst^  .et  c 
la  8^>i«ie  de  oes#ros<  ..;::; 


»;  *" 


Dg  i.  .  . 

•  A.., 

1 .9^38563 
r 8693330 

cota...   1. 8064817 
cos^...  1.9391471 

4»  =  Si'"5o'  46*^ 

»g  ♦•  •  • 

7.7931893 

— cosè...  r.884a363 

e  =  ,f     - 

coiV"*  1. 85 1 3935 

* 

3S0  kVkVïBE   k   TBOIS.  DlMBlfSIOllS. 

.  Pour  trouTer  Pangle  C  do  sommet 

COS&...  7. 8840363  nmg^...  T.gaSBSO  è  ^  S5*  ^Bf. 

UDg^...  i.9S83o5S  cocu...  T.gniiSa  ê^  s=  6&.96.ii^i: 

eote...r.84a54ai  cet ft . . .  Û7567851  Csi^TiS^ii'» 

coid'...  7.6017596  f 

.   Enfin  9  la  rëgle  des  quatre  sinus  donne  B  z=z  34*  iS^S'^. 

IV.  Pour  ^  =  4a«i5'i4%^=:iai*3e'ao',ftBBi6o»io'3ofî: 
on  a  deux  solutions ,  attendu  que  B^  180  —  ^  ou  58^23^4^^ 
i  étant  ^go^ 

cot&...  7.8064817  cof^...  7.8693330  nuh..,  r.885369i 

tang^...  o. ai 08864—        tin  6. ..  T. 8406969—        un^f...  1.930174S 

cot  e . . .  0.0173681-       eo»^«»-7.7i9388o-       •InB. . .  K 8976371 

6  ==  —  43051^6*         fmO^..  7.9905711—       tin  a  sa  1.9880004 
a'rs     78.6.19    oa  loio  53.41  a  =  76* 35^38* 

C=     34.15.  3    on    58.    2.95  ®"  =103.94.94 

tang&. ..  0.0788818  cotB. ...  0.0416956 

cos^. ..  1. 7 193874  *—  tang^....  0.9108873  — 

~~r"T~  lin^.....  i.795qqo5  — 

ung^. ..  1.7989699—  ^  /  ^^^nr^ 

^  =— 39*8'5o*  tin  ^ 7.9785734  -f- 

^=s     79.9.  o    on  1070 5i'  o*' 

c  =s     4<>*o*to    oa    75.49. 10 

L'une  de  ces  deux  solutions  reproduit  le  triangle  de  Fex.  III  ;. 
c^est  pour  VunefCA^  dans  notre  fig.  10,  pour  l'autre  f'CA'. 

Nous  donnerons  ici ,  pour  exercer  à  ce  genre  de  calcul  ^  tous 
les  élémens  d'un  triangle  sphérique>  angles  ^  côtés  et  s^mens. 

On  pourra  yarier  les  questions ,  en  prenant  pour  données  les 
diyers  arcs  qui  se  rapportent  aux  cas  que  nous  avons  distingués 
sucoessiyement. 
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ââf 


Arcs. 

1 

Log  SÎB.^ 

Logcos. 

Logumg. 

i=  iîn«36ri9"«i 

r.93oa747 

1.7193874  — 

0.2108873  -* 

j9=    4a.  i5.  1^,66 

I .8376379 

1.8693336      . 

i.9583o44 

€=:     34.15.    3,76 

i.75o3664 

1.9173860 

i.833o8o4 

at=    76.85,36,o 

1:9880008 

i.365aa79 

0.6337729 

b  =    5o«io.3o,o 

1.8853636 

7.8064817 

0.0788819 

C  SS     <4^*    OuIOyO 

T. 8080996 

i.884a363 

1.9338563       ' 

f  s= — ^32..  8.5o,o   , 

i»  7^59905  -r 

1.9377312 

1.798369a  — 

^'=    7a.  9.  0,0 

U9785741 

1.4864674 

0.4931067 

'  B  =— 43.51.  i6,a 

T.84o6a6a  — 

7.858ooi3 

1.9836249  — 

S'  as    78.  6.19,0 

1 .9905733 

i;3i4io56 

0.6764677 

On  a  pour  Vuvc  fierpendicalaîre 

P  =s   4o.5i.  3,0       r.8i56385 

1.8787600     • 

7.9368734 

n.  SURFACES  ET  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 


Principes  généraux. 

612.  Pour  fixer  (fig.  1 1)  la  position  d*an  point  M  dans  Fes- 
pace,  on  conçoit  trois  axes  AXf  Ay,  A%y  que  nous  suj^posei^Otts 
rectangulaires  pour  plus  de  facnlité^  et  les  plans  bAx^  %Ay^  ^-^y» 
qui  passent  par  ces  lignes;  puis  on  donne  la  distance  PM^  ou 
sssc^  de  ce  point  à  sa  projection  P  sur  l'un  de  ces  plans, 
ainsi  que  cette  projection ,  et  par  conséqueot  les  coordonnées 
ANf  AS  du  point  P,  ou  «=a^  y=^b  :  les  données  a, ^  et  c 
BS.sont.^utre  chose  que  les  distances  MQ,  MR,  MP  à  ces 
trois  plans;  ces  droites  acfaëTent  le  parallélépipède  QN. 

En  considérant  qu'outre  l'angle  trièdce  zAxy^  les  trois  plans 
coordonnés  forment  sept  autres  trièdres,  on  yerra  bientôt. que 
la  position  absolue  du  point'  M  dans  l'espace  n'est  fixée  par  les 
longueurs  de  a,  6>  c,  qifàutant  qu'on  introduira  les  notions 
sur  les  signes  (n®  34o).  Ainsi ,  au-dessous  du  plan  xAy^  conçu 
danssonélnidneind^nie,  les  t  sont'négatii£i)  si  le  point  est 
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k  gauche  du  plan  »^yt  retB  x'^  :r  est  négatif;  y  Pest  en  arriërn,^ 
du  plan  AZJif. 

6i3.  Imaginons  une  éqn.  entre  tes'trôîS'coordonnées  x^  y,  A 
lielle  que  f[Xj  y^%)^ss.o\  elle  sera  indéterminée.  IVenons,  pov'f 
deux  de  ces  Tarîables^  des  yaleurs  queIcon<jues  a:=a  =  j|^  I 
jr  =  is=PiV(fig.  Il);  notre  éqn.  donnera,  pour  %\  au  moiii  \ 
nne  racine  s=c.  Si  c  est  réel,  on  élèvera  en  P  la  perpen^   ' 
PM^=c  an  plan  yj^x,  et  le  point  ilf  deTespace  sera  ainsi  d^^ 
ierminé.  Gbangeant  de  Taleurs  pour  les  arbitraires  xétyy  c4ea. 
prenant  à  yolonté  d^  points  P  sur  Je  plan  xAy,  p^  tirera  4^ 
Féqu.  autant  de  Talenrs  de  s  y  tous  l&  points  M,  ainsi  obtenuSi 
feront  sur  une  surface ,  qu'on  forme  en  les  unissant  par  la  pa||^ 
fée ,  et  établissant  entre  eux  la  ooiitinnité  :  cette  'anrfaoe  senii 
par  ex.,  un  cône,  un  cylindre,  uneflpbëre;  fix,  y,  9)=  0  sert 
Véqxmtiexi  de-kL  turfacMj  parce  qi^^eUe  en  distingue  les  diwi 
points  de  tous  ceux  de  l'espace.  Si  2  a  plusieurs  racines  réeOes, 
la  suriisÈce  aura  plusieurs  nappes;  et  si  2  est  imaginaire >  la  per- 
pend,  indéfinie  élevée  en  P  au  plan  xy  ne  la  rencontrera  pas. 

Si ,  après  aToir  pris  une  valeur  fixe  de  y^  telle  que  y:=ib=^8y 
on  fait  varier  x,  l'ordonnée  PJii:=r8.  ^^  mouvra  suivant  SP 
parallèle  au  plan  xz ,  et  les  variations  correspondantes  qu'elle 
éprouvera  seront  déterminées  par  fÇt,  è,  flf)  =  o,  qui  est  par 
«Conséquent  Véqu;  de  l'intersection  de  ta  strrfaœ  par  le  plaut^Jf  ^ 
eîAtre  les  deux  coordonnées  xetz,  comptées  dans  le  igiûn  QMPS, 
De  même,  en  faisant  x=:a,  ou  s=c,  on  a  les  intersectiotû 
de  la  surface  par  des'plàns  MN,  ou  QR,  parallèles  mxx.  yk  oa 
anxo^.  *  • 

2 s o  est  visiblement  Féqu.  du  plan  xy,xssc  celle d*nn  plan 
qui  lui  est  parallèle,  et  en  est  distant  de  la  quantité  c;  j?=o 
est  l'équ.  du  plan  ySfXssia  est  celle  du  plan  qui  lui  est  paraî- 
tre, mené  à  la  distance  a* 

6i4-  Le  triangle  rectangle  AMP  donne  «*  +  AP^  =  AiP  j 
et  comme  on  tire  de  APN^  AP^  =  x*  -f-  y^^  on  a 

jon  faisant  AMssM,  Donc,  i^  la  distance  d'un  point  à.l'origîiii 
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mit  la  racine  des  earrés  des  trois  coordonnées  de  ce  ponit.  2^  Si 
^j  y  et  SB  sont  Tariables,  cette  équ.  caractérisera  tons  les  point» 
éit  Fespace  dont  la  distance  à  Forigine  est  la  même  et=sR: 
^tart  donc  f  équation  de  la  sphère  qui  a  jR  pour  rayon  et  le 
«attce  à  l'origine. 

.  Smnt  deux  pdints^  l'un  JV  (x,  y^  z) ,  l'autre  M  {x\jr\  z') 
^  .la),  »  et  m  leiH's  projections  sûr  le  plan a?^^,  n^n  est  celle 
di'k  ligne  i#i^?=  R.  Or  {rfi  Z^^) ,  on  a 

De  plus  y  MP  y  parallèle  À  77t/i,  forme  le  tit*ian^e  MNP  rec- 
tsngle  en  P;  d'où  M]>P=:MP^+PIP—mn''+PIP',  et  comme 
PiVrii  JV»  — ilf7»  =  ii — s'i  on  a 

difltnœ  entre  les  points  (a;,  ^,  «),  (j/,  y,  2?)  (*)  ;  et  si 

rœ,  y,  z  comme  des  variables,  cette  équation  es£  celle 

twne  ,sphère  dé  rayon  R,  et  dont  le  centre  est  situé  au  point 

6Î5.  Concevons  une  surface  cylindrique  droite  à  base  quel- 
ôoAquQ  (n°  ^07)^  cette  base  est  une  courbe  donnée  sur  le  plan 
xy  par  son  équ./  (x,  j)  =  o.  En  attribuant  à  a;  et  j' des  Valeurs 

L*  satisfassent  à  cette  équ^^  le  point  du  plan  xy  que  ces.CQor- 
nées  dètern^inent  ^  est  uurde  oeux.de  la  courte  qui  sert  de 
lose  au  Cylindre  ;  la  peirpend.  z  indéfini^,,  éleviée  en.ce  ppint 
1^  plan  xy  x  ^^  V^^'^  g^ératrice  de  ce  cojrpjt;  ainsi,  quelque  va* 
leur  qu'on  a^ibue  à  s^  l'extrémité  de  cette  pe/*peqd.  sera  sur  la 


^ï 


t^     ri  ■■  '      I     irr^ltii».  l'f  'vini.  mi  tm  i!'t 


if*)  €iommefAB,  nC  (fig.  la)  parallèlèfl  h  Ay,  doiinent  JÏC==  x  •*-  »'=r  là 
piifection  àeMNua  l'ase  dei  |ry  «n  n^i  que  /a  langueur  .^une  ligne 
dloof  Ve^paciB. ^tJ^  racine  ^(urrée  de, la  soaufie  de$  earréê^.dc  ses  projec- 
tions sur  les  troîs^axes. 

On  a  anssi  MP  =  MlY.coêJVMP ;  donc  la  projection  mn  est  le  prbd'uit 
de  la  longnenr  projetée  par  le  ces.  de  rinclinaiaon  ;  et  réciproqaement  nnc 
%ne  dans  Peypace  est  le  qaotientde  sa  pirojection  snr  un  pUyi  diyisd  par  le 
cosinns  de  Tangle  qilVflé  iaft  avec  ce  plan.  Cet  théorèiuies  s'Àehdent  aiùsi  aux 
siteifianés4kiiiééf^àh^P4i)^e.^^4>>r^rn<>^S.')       '.  '^ 
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surface  do  cylindre,  en  quelque  point  qu'on  la  termine.  I 
Inéquation  de  la  surface  d^un  cylindre  droit  est  celle  de  sa 
ou£(a:,^)  =  o. 

Si  la  génératrice  du  cylindre  droit  est  perpend.  au  plan  d 
l'équ.  de  cette  surface  est  celle  de  la  base  tracée  sur  ce  plai 

lie  même  raisonnement  prouve  que  Péqu.  d'un  plan  pei 
à  l'un  des  plans  ooordonnés  est  celle  de  sa  Trace  sur  cet 
c.-à-d.  de  la  ligne  d'intersection  de  ces  deux  plans.  Soîi 
AB  =  «  (fîg.  i3) f  a  =  tang  CBJ,  x^^az  +  m^  qui  est 
de  la  ligne  BC  sur  le  plan  zAx ,  est  aussi  celle  du  plan  F. 
perpend.  à  zAx  y  et  menée  suirant  BC. 

616.  Soient  M=o,  N=o,  les  éq.  de  deux  surfaces  quelco: 
chacune  de  ces  équ.  distingue  en  particulier  ceux  des  poi 
l'espace  qui  appartienneht  à  l'une  des  surfaces;  ainsi  leu 
tence  simultanée  appartient  à  la  ligne  suivant  laquelle  c 
faces  se  coupent  Donc.^  un  point  est  déterminé  par  trois 
tiens  entre  X ,  y  >  £  y  qui  sont  les  coordonnées  de  ce  poin 
surface  par  une  seule  équation  ^  une  courbe  en  a  deux  j  q 
cçUes  des  surfaces  qui^  par  leur  intersection^  déterminer 
ligne.  Comme  il  y  a  une  infinité  de  surfaces  qui  passe 
une  ligne  donnée  •  on  sent  qu'une  même  courbe  dans  1' 
a  une  infinité  d'équations. 

Si  l'on  élimine  a  entre  ilf  =  o,  iV=  o,  on  trouvera  ui 
P  =  o  en  x  et  y  ;  ce  sera  celle  d'un  cylindre  droit  ^  qui 
nos  deux  surfaces  suivant  la  courbe  dont  il  s'agit ,  et  aussi 
dé  U  projectiott' (n*  a72)  de  cette  courbe  sur  le  plan  j 
méme>  en  élimîtiànt  y^  on  aura  l^équ.  Q=:  o  de  la  proj 
sur  le  plan  xs ,  on  du  cylindre  projetant.  P  =  o,  Q  =  c 
Içft^équ.  de  nés.  deux  cylindrçs,  qu'on  pei;^t  substituer  au 
Irojbs  données^t  ce  sont  les  éqH.^des  projections  de  notre  ce 
et  celles  de  la-covrrbe  même  idonCf  on  peut  prendre  pou 
d'une  courbe  les .  équ.  de  ses  projections  sur  deux  plam 

617.  appliquons,  xfes  principes  à  la  ligne  droite.  Nous 
drons  pour  ces  équ.  celles  de  ileox  pUois  quelconques  4 
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^tiennent;  mais  il  sera  conyenable  de  préférer  ceux  qui  four- 
soent  des  résultats  plus  simples.  L'axe  des  2  a  pour  équations 
=  0,  ^  =  0^  qui  sont  celles  des  plans  j^z  et  xz.  De  même 
^a^yz^fi,  sont  les  équ.  d'une  droite  PM  (fig.  ii)  parai-, 
le  aux  Zf  et  dont  le  pied  P ,  sur  le  plan  xy,  a  pour  coor-, 
kmiiées  x=:  a  fy'=  fi.  On  raisonnera  de  même  pour  les  autres 

te;  ors^s  0  9  £  =  o  sont  les  équ.  de  celui  des  y  y  etc 

h  &ît  une  droite  quelconque  EF,  dans  Tespace  (fig.  i3};  con« 
Ktond  un  plan  FEBC  perpendiculaire  au  plan  xz-y  BC  en 
VM  la  projection  sur  ce  plan  (n"  272).  De  même  on  proje,t- 
%!t9iEF en  HG  sur  le  plan  yz  ;  les  équ.  de  ces  projections^  ou 
4ei  plans  projetans  y  sont  celles  de  la  droite  EFy  ou 

n  sera  aisé  de  yoir  que  a  et  fi  sont  les  coordonnées  AS  y  AG ,  du 
poiat  J?  où  la  droite  EF  rencontre  le  plan  xyy  et  que  a  et  6  sont 
leitangentes  des  angles  que  ses  projections  BCy  HGy  font  avec 
Kte  Az*  En  éliminant  z  y  on  obtient  l'équ.  de  la  projection  sur 
Kplanxy> 

ay  :=ibx^afi  —  btu 

618.  Si  la  droite  £F  (fig.  i3)  passe  par  un  point  donné 
F{p/^  y^  t!)  y  les  projections  C  et  fl  de  ce  point  sont  situées  sur 
cdles  de  la  droite  ;  donc  les  équ.  sont  (n^  369}^ 

X  —  ce'  =  a{z  —  z') , 

On  tronrera  aisément  les  Taleurs  de  a  et  6  lorsque  la  droite 
ioà,  passer  par  un  second  point  {xf^  y" y  s^. 
Quand  la  droite  passe  par  l'origine  ^^  ses  équations  sont 

x^=iaz  y   y  zzzbz, 

n  est  aisé  de  yoir  que  les  projections  de  deux  droites  parai- 
lUes  sur  le  même  plan  y  sont  parallèles  (n°  268)  ;  donc  les  équ. 
de  loes  lignes  doiyent  ayoir  pour  z  les  mêmes  coeffîciens  i 
et  dilérer  seulement  par  les  valeurs  des  constantes  «  et 

%.  ti 
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Équations  du  Plan^  du  Cjrlindre,  du  Cône^  etc. 

619.  Quelles  que  soient  les  conditions  qui  déterminent  h 
nature  d'une  surface ,  elles  se  réduisent  toujours ,  en  dernière 
analyse  ^  à  donner  la  loi  de  sa  génération ,  qui  consiste  en  01 
qu'une  courbe  Génératrice ,  Tariable  ou  constante  de  forniBy 
glisse  le  long  d'une  ou  plusieurs  lignes  données ,  qu'on  nomne 
Directrices,  L'équ.  de  la  surface  engendrée  s*obtient  en  raisoBp 
nant  ici  comme  au  n^  4^2  ;  nous  allons  en  donner  divers  exeoir 
pies  9  en  commençant  par  le  plan. 

Un  plan  DC  (fig.  i4)  est  engendré  par  une  droite  EF ,  qwi 
glisse  sur  deux  autres  qui  se  croisent  :  les  traces  BC^  BD  de  ce 
plan  sur  ceux  de  0:2  ^^s^  se  rencontrent  en  B  sur  l'axe  des  Sy 
et  ont  pour  équations ,  savoir  , 

BD...x-=o^     z  =  By  +  C (0, 

en  faisant  AB  =  C  La  trace  BC,  glissant  parallèlement  le  loif 
de  BDf  engendre  ce  plan  BDC-^  c'est  ce  qu'il  s'agit  d'exprimer 
par  l'analyse. 

Soit  EF  une  parallèle  quelconque  k  BC,  dans  l'espace  ;  le 
plan  projetant  EJSIF  sera  parallèle  à  zx  y  HI  le  sera  k  Ax,  La 
projection  de  EF  sur  le  plan  zx  le  sera  k  BC,  en  sorte  <|ue  bi 
équations  de  EF  seront 

y=it,    zr=zAx  +  fi...  (2). 

Pour  avoir  le  lieu  E  de  l'intersection  de  EF  avec  la  directrice 
BD ,  éliminons  x,  y  et  z  «ntre  les  quatre  équations  (1)  et  (a)^ 
il  viendra  l'équation  de  condition 

qui  exprime  que  les  lignes  BD  et  EF  se  coupeilt.  Si  donc  on 
donne  k  a  et  fi  des  valeurs  qui  y  satisfassent ,  on  sera  sûr  que 
les  équ.  (2)  seront  celles  de  la  génératrice  dans  unei  de  SU 
positions.  Concevons  donc  qu'on  mette  dans  (2)  pour  fi  stkf^è 
leur  Bctrh  Ci  ^^^  ^9^*  seront  celles  d'une  géaévfttrioe  <[«ek 
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oonque ,  dont  la  position  dépendra  de  la  râleur  qu'on  attribuera 
i  l'arbitraire  ce.  On  en  conclut  que,  si  l'on  élimine  et  entre  elles  ^ 
fii-i-d.  «  et  jS  entre  les  trois  équ.  (2)  et  (3) ,  l'équ.  résultante 

ttt celle  du  plan,  puisque  x,  y  ei  z  représentent  les  cobrdon- 
flées  des  divers  points  d'une  génératrice  quelconque. 

C  est  le  s  à  l'origine ,  ou  j4B  \  A  ^\B  sont  les  tangentes  des 
alignes  que  font  arec  les  axes  des  x  et  des  y  les  traces  BC^  BD 
èa  plan ,  sur  ceux  des  xz  et  des  yz. 

Si  Fon  fait  varier  C  seul^  le  plan  se  meut  parallèlement^ 
parce  que  ses^aces  demeurent  parallèles  (n*  268).   Donc 

I*.  Tonte  équation  du  i^^  degré  est  celle  d'un  plan  ; 

2*.  Deux  équations  quelconques  du  i^  degré  sont  celles  d'une 
ligne  droite; 

3*.  Lorsque l'cqu.  d'un  plan  est  donnée^  on  obtient  les  équ.  des 
traces  sur  les  plans  des  xz ,  j^2  et  oiry ,  en  faisant  successivement 
y  =  0;X=ro^  z=:  o;  ce  sont  les  équ.  de  ces  plans.  Ainsi^ 
Ax  +  By  +  C  =  o  est  l'équ.  de  la  trace  du  plan  sur  celui 
des  xy. 

On  aurait  pu  prendre  une  droite  quelconque  dans  _l!espace 
pour  génératrice  ^  et  la  faire  glisser  sur  les  traces  ;  ce  calcul 
pins  compliqué  y  auquel  on  pourra  s'exercer  ^  aurait  conduit 
ia  mAme  résultat. 

620*  Le  même  raisonnement  sert  à  trouver  l'équation  du 
Cylindre,  Soient  M  =  o ,  2V  =  o  ,  les  équ.  d'une  courbe  quel- 
eonqne  donnée  dans  l'espace ,  sur  laquelle  doit  glis^^r  la  droite 
fEaératrice ,  en  restant  parallèle  à  elle-même  (o^  287).  Dési- 
gnons par 

Opssaz-^et,    yzssbZ'^^fir.^    (l), 

les  équ.  d'une  parallèle  k  la  génératrice ,  a  et  &  étant  donnés, 
•  et  /S  dépendant  de  la  position  de  cette  drpite.  Or,  pour  qu'elle 
coupe  la  directrice,  il  faut  que  ces  quatre  équ.  puissent 
exister  ;  c.-à-d.  que,  si  l'on  élimine  x,  y  et  z  entre  èlIeSiL 
f  doivent  être  tels ,  que  l'équ.  finale  fi  =  Fa  soit  ^atiifti^ 
Fon  met  dans  (i)  F«  pour  0  ^  ces  deux  équ.  seront  Aomé  a 

i5.. 
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d'une  géliératrîoe  quelconque  >  dont  la  position  dépendra  de  h 
Takur  dé  ce;  et  si  l'on  élimine  ensuite  m  entre- elles ,  on  aun 
une  relation  entre  x,  y  et  z^  qui  aura  lieu  pour  une  génératrics 
quelconque  \  ce  sera  par  conséquent  l'équ.  cherchée. 

Concluons  de  là  que  pour  trouver  l'équ.  d'une  surface  cylin- 
drique^ il  faut  éliminer  x,  ^  et  s  entre  les  équ.  (i)  et  celles 
il/=:o ,  iV'=  o ,  de  la  courbe  directrice  \  puis  >  dans  l'équ.  de 
^ndition  ^.=  Ftt ,  qui  eu  résulte ,  mettre  x  —  a&  pour  «, et  ' 
y  —  hz  pour  /S  ;  l'équation  du  cylindre  est  donc  de  la  forme  \ 
y  —  ii&=  F(a:  — -  a«),  la  forme  (*)  de  la  fonction  F  dépaidant 
de  la  nature  de  la  directrice.  {,Voy.  n®"  506  et  879.) 

Si ,  par  ex.  y  la  base  est  un  cercle  de  rajon  r ,  tracé  dans  le 
pli^n:;ry,  et  placé  comme  l'est  celni  de  la  fig.  18,  le  diamètre  AZ 
sur  l'a:xe  des  x  et  l'origine  en  A ,  les  équ.  de  la  directrice  soot 
y*  +  a:*  =  2rj?,  z  •=  o  ;  éliminant  r,  j^  et  a  par  les  équ.  (i), 
il  v^rit  i8*  +  «•  =  an» ,  pour  l'équ.  de  condition  (**).  Ainsi 

(y  —  h£f  'k'{x  —  aa)*  =  ar(x  —  a*) 

est  Vèqù.  du  cylindre  oblique  à  base  circulaire;  la  direction  iç 
l'axe  donne  les  valeurs  de  a  et  b.  Si  cet  axe  est  dans  le  plan  xz, 
on  a  6  =  0 , 

y*  +  (x  —  aa)*  ==  2r{x —  àz"). 

Enfin ,  si  le  centre  du  cercle  est  situé  à  l'origine,  il  suffit  de 
remplacer  le  2*  membre  par  r*. 


(^)  Les  tigoes  Fx,  Jx,  ^r . , .  servent  à  dcisigner  des  fonctions  difiërento  - 
dex\  ils  indignent  des  formules  dans  lesqnelles  la  même  que^ntitë  x  eEtie»   _ 
mais  bbiiibihëe  de  diverseà  Inanièréé  avec  les  dohiides.  Au  contraire, yx^fs 
sont  la  même  fonction  de  deux  quantités  différentes  x  et  z  i  en  sorte  qae  é  : 
Ton  changeait  z  en:x  daps  celle-ci ,.  on  reproduirait  identiquement  Tantre. 

'''     .  ■  ■'  rasap,  ces  fonctions  deviendraient  identiques,  et  =£r. 

(**)  Cela  est  visible  de  soi-même,  puisque  «  et  /S  sont  les  coordonnées  dtf 
pied  de  la  génératrice.  Même  remarque  pour  le  cône. 

On  ]^nrrait  trouver  l'équ.  du  plan  ,  en  It  considérant  comme  nn  cylindre 
dfMifia  base  est  ane  ligne  lïroite.  ■  i 


\ 
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6511.  Soient      M=:a,    iV=o (i), 

les  équations  d.e  la  directrice  quelconque  d'une  surface  QoniqujÊ 
(n®  289).  Les  coordonnées  du  sommet  étant  a,bjCf  toute  droite 
qui  passe  par  ce  point  a  pour  équ.  (n®  618), 

X  —  a  =  rt(2i  — c),     jf — b=fi(z  —  c)...   (2). 

Si  cette  droite  rencontre  la  courbe ,  elle  sera  une  génératrice; 
âiminons  donc  x,  y  et  z  entre  ces  quatre  équ. ,  et  à  l'aide  des 
fqn.  (2) ,  éliminons  «  et  â  de  l'équ.  fin^  fi  ==  Ftt,  nous  ai^rQpi 
pour  le  cône  une  équation  telle  quç 

jr b 

Z 


—  ç  \^  —  C/ 


La  forme  de  la  fonction  F,  dépendant  de  la  courbe  directrice^ 
est  donnée  par .  le  calcul  même  que  nous  yenons  d'exposer. 
(Foy.  n**«  705  et  879.) 

Par  ex*»  si  la  base  est  le  cercle  j^JE  (fig.  18),  ces  équ.  sont 
z=  o;^  j^*  -I7  a?*  =  arx;  l'origine  est  à  l'extrémité  Jl  du  dia- 
mètre, lequel  est  çoucbé  sur  l'axe  dea  x;  Téqu.  de  condition 
t  =  Fm  est  ici 

(a  —  McY^  (b  —  ficy  =  tir(a  —  mcyj 
d'où.  (ojt  —  ex)*  +  (bz  —  cyy^ = ar(z  —  c)  {az  —  ex) . 

Tdle  est  Véqu,  du  cône  oblique  à  la  base  circulaire j  le  sommet  S 
étant  au  point  (a,  bj  c).  Si  nous  voulons  que  l'axe  SC  soit  dan^ 
le  plan  xzy  comnie  on  le  voit  (fig.  i8]|y  on  fera  6  =  0,  et 
il  Tiendra 

Ç*(x* + j^)  +  2c(r— a)  xzri-.aÇa — î2r)  a*+2ac7«— 2c*fïc=E:o. 

Enfin,  quand  le  cône  est  droit  a  =  r.  Il  est  alcnrs  plus  commode 
ie  prendre  l'axe  des  z  pour  celui  du  cône ,  et  l'on  .trouve  9  pour 
l'équ.  de  cette  surface  ainsi  disposée^ 

c*(x*  +  ^)  =  r»(z— c)%     ou     a^  +  y  =  m*{z  —  cy, 

en  nommant  m  la  tangente  de  l'angle  formé  par  l'axe  et  la  gé- 
l^ératrice,  ou  posant  7ncz=z  r. 

Si  le  cercle  de  la  base  n'était  pas  tracé  dans  le  plan  xy, 
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mais  dans  un  plan  incliné  sur  les  xy,  et  perpend»  aux  xz,  A 
étant  la  taçg.  de  l'angle  que  cette  base  fait  ayec  le  plan  xy^  il 
£siudrait  remplacer  les  équ.  (i)  par  a  ==  Ax  et  a;*  +  j'* + a* = f** 

622.  On  peut  conccToir  toute  surface  de  rèyolution  comme 
engendrée  (n®  286)  par  le  mouyement  d'un  cercle  BDCÇBg.  i5), 
dont  le  plan  est  perpend.  à  un  axe  Az ,  le  centre  /  étant  sur 
cet  axe  ^  et  le  rayon  IC  tel ,  que  ce  cercle  coupe  toujours  une 
courbe  quelconque  donnée  CAB.  Nous  ne  traiterons  f  abori 
que  le  cas  où  Taxe  est  pris  pour  celui  des  z.  Tout  cercle  BDC 
dont  le  plan  est  parallèle  aux  xy,  a  pour  équ.  celles  de  soâ 
plan  et  de  son  cylindre  projetant,  ou 

a  =  iS,    et    a?*+^*  =  «»...  (Oj 

en  faisant  AI  =  0,  et\e  rayon  IC:=iA* 
Les  équ.  de  la  directrice  donnée  CAB  étant 

ilf  =  o,     IVssio...  (2), 

pour  que  ces  courbes  se  rencontrent ,  il  faut  qu'en  éliminant 
x^y  et  z  eptre  ces  quatre  équ. ,  la  relation  jS  =:  Fm ,  à  laquelle 
on  parviendra,  soit  satisfaite.  Si  l'on  met  Fn  pour  |S  dans  (i)» 
ces  équ.  seront  alors  celles  du  cercle  générateur  dans  une  de  ses 
positions  dépendante  de  cfc  ;  et  si  l'on  élimine  ensuite  u ,  on  aura 
réqu.  demandée.  Ainsi,  on  éliminera  a?,  yetz  des  quatre  équ.  (i) 
et  (2)  ;  puis  dans  Téqu.  finale  /3  =  F«,  on  mettra  z  pour  fij  et 
^(ac*  -j-  y^)  pour  et  j  l'équ*  de  la  surface  de  la  révolution  a  donc 
la  forme  z  =  F(x*  +  y^)  :  celle  de  la  fonction  F  dépend  de  la 
nature  de  la  courbe  directrice,  et  est  donnée  par  le  calcul  que 
nous  venons  d'exposer. 

I.  Soit  d'abord  pris  pour  directrice  un  cercle  dans  le  plan 
ors,  et  dont  le  centre  soit  à  l'origine;  on  a,  pour  les  équ.  (s)» 
yssso,  ap*  +  a*  r=  r*,  et  pour  l'équ.  de  condition  et*  -f»  /8*  =  1*, 
ce  qui  est  d'ailleurs  évident  par  soi-même;  donc,  remettant 
x*  +  y^  pour  «%  et  z  pour  jS ,  on  a  x*+  jy*  +  a*  =  r*  pour  l'équ. 
de  la  spbëre  (n°  61 4). 

II.  Traçons  dans  le  plan  xz  une  parabole  située  comme  on 
le  voit  fig.  i5;  ses  équations  seront  jr  =0,0:*  =  2/72;  d'o& 
n*  =  spji»  et 


•  ^  , 
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éqn.  du  Paraboîàide  de  réifoïution  autour  de  Parc  des  2. 

III.  De  méme^  l'équ.  de  V Ellipsoïde  et  de  VHyperboldide 
éh  répolution,  dont  le  i*'  axe  ji  se  confoDd  ayee  celui  des 
if  est 

A*  (**  +  y^)  dzB^z^  =  ±.  A'B^  ; 

le  signe  supérieur  a  lieu  pour  Tellipsoïde. 

lY.  Supposons  qu'une  droite  quelconque  tourne  autour  de 
Paie  des z;  cherchons  la  surface  deréyolution  qu'elle  engendre» 
Les  équ.  de  cette  droite  mobile ,  qui  est  la  directrice^  sont 

d'où  {afi  4-  uO*  +  (W  +  ^)*  =  *S 

pour  équ.  de  condition.  Celle  de  la  surface  est  donc 

**  +  y^=  (a*  +  t*)«»4-2  (^a  + J?t)z  +  ^»  +  B\ 

En  faisant  jr  =  p^  on  trouTe  (n^  4^o)  que  l'intersection  par  le 
plan  yz  est  une  hyperbole;  comme  x  et  y  n'entrent  ici  qu'as- 
semblés en  binôme  :^^y*,z  est  une  fonction  de  âp*  +  y*,  et  la 
ior£ace  engendrée  est  un  hyperboloïde  de  rérolution. 

Cependant  si  la  droite  génératrice  coupe  l'axe  des  z ,  ses  deux 
Equ. doiyent être satisfiûtes en  faisant s  =  j^=:oetjS3=c;  d'oit 
As^'-^ocyB  =— bc\  donc  on  a 

pii  appartient  à  un  cône  droit  (n^  621). 

P6ur  trouver  l'équ.  d'une  surface  de  rérolution  dont  l'axe  a 
■M  sHuatlon  quelconque,  il  faut  ou  recourir  li  une  transforma- 
tion de  coordonnées  (  n®  636  )»  ou  traiter  directement  le  pro- 
blème d'une  manière  analogue  à  la  précédente.  (  Voyez  n®  62g.) 

Problèmes  sur  le  pïan  et  la  ligne  droite. 

6a3.  Remarquons,  comme  au  n^  SyS ,  qu'on  peut  se  propo* 
ler  deux  genres  de  problèmes  sur  les  surfaces.  Tantôt  il  s'agit 
de  déterminer  les  points  qui  jonisient  de  eertaines  propriétés. 
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tantôt  de  donner  à  la  surface  une  position  ou  des  dimensiou 
telles ,  qu'elle  remplisse  des  conditions  demandées.  Dam  b 
I*''  cas,  X,  y^  %  sont  les  inconnues  ;  dans  le  a*,  il  faut  déterminer 
quelques  constantes  de  l'équ.  d'une  manièire  conyeoablei 
conditions  données  doivent,  dans  tous  les  cas^  oondoire  à 
tant  d'équ.  que  d'inconnues ,  sans  quoi  le  problème  serait  indi» 
terminé  ou  absurde.  Nous  allons  appliquer  ces  considération) 
générales  au  plan. 

624*   Trouver  les  projectioT^  de  l'intersection  de  dfu»pl(fin 
donnés  par  leurs  équations 

z  =  Jx  +  £y  +  C,     zz^A^x  +  B^y^  C 
£n  éliminant  js  ,  on  a  la  projection  sur  le  plan  sey, 

De  même  chassant  x  ou  y , 

{B'  —  B)z  +  {A'B  —  AB')x  +  BC—B'C  =  o, 
lont  les  équ.  des  projections  sur  les  plans  des  ^is  et  des  xft> 

625.  Faire  passer  un  plan  par  unj  deux  ou  trois  points  dm" 
nés,  L'équ.  de  ce  plan  é\»,Tk'iz=zAx  + By  +  C  ^  s'il  passe  par 
le  point  (/  y  y,  /),  on  a  %'  ^s^Ax  +  By'  +  C;  et  retrandiant, 
il  vient 

z^z'^A{x  —  x')  +  B{y  —  yy, 

c'est  l'équ.  du  plan  qui  passe  par  le  point  (x' ,  y  ,  «').  Le  pro-. 
bli^e  resterait  indéterminé  si  les  constantes  ^  et  B  n'étai^t 
pas  données ,  à  moins  qu'elles  ne  fussent  liées  par  deux  équa^ 
tions  d'oii  il  faudrait  les  déduire.  Si,  par  exemple,  le  plan  doit 
être  parallèle  à  un  autre,  z  ===  Afx  +  B'y  +  <7,  on  aura 

A  =  A,     B  =  B'. 

Quand  le  plan  doit  passer  par  un  a'  point  (x*,  y',  s*),  on  i 
^  ;pzAx'  +  By"  +  C;  ce  qui  laisse  une  constante  arbitraire,  et 
permet  de  faire  passer  le  plan  par  un  3* point ,  etc.  {Voy.  n®  SÔQr 

626.  Tro%L\ftr  le  point  d'intersection  de  deu^  droites. 
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équ.  de  la  i'*. . ..  x  =  az  -^et,    y=sbz  +fi, 
équ.delaa*....   a?  =  a'«+flt',    ^s=Vz  +  /f. 

Pour  le  paint  cherché ,x,  ^  et  z  satisfont  à  ces  quatre  équa- 
tiaos;  éliminaDt ,  on  trouve  l'équation  de  condition 

(ce  ^  tf')  (6  —  y)  s=  08  — /s')  (a  —  a'). 

Si  elle  n'est  pas  satisfaite,  les  lignes  ne  se  coupent  pas  ;  et  si  elle 
f est^  le  point  d'intersection  a  pour  coordonnées 

^  —  a'-^^V^'     ""—    a'  — a    '    ^~    b'^b  ' 

627.  Trouper  les  conditions  pour  qu'une  droite  et  un  plan 
coïncident  ou  soient  parallèles.  Soient  les  équ.  du  plan  et  de  la 
droite 

x=;az  +  m,    jr=:bz'\*fi: 

eA  substituant  az-^-  aeibz  +  fi  pour  x  eijr  dans  la  1'%  on  à 

z  (Ja  +  £b  —  i)  +  ^a  +  Bfi  +  C=  o. 

Si  la  droite  et  le  plan  n'avaient  qu'un  point  de  commun,  on 
en  trbayeraît  ainsi  les  coordonnées;  mais  pour  qu'elle  soit  en- 
tièrement située  dans  le  plan,  il  faut  satis&ire  à  cette  équ.  quel 
que  soit  z  5  d'oà  (o?  676) , 

Ja  +  Bb  =  i,    ^(t+B&+C=o-, 

ce  sont  les  équ.  de  condition  cherchées. 

Si  la  droite  est  simplement  parallèle  au  plan ,  il  faut  qu'en  les 
transportant  parallèlement  jusqu'à  l'origine^  la  droite  et  le  plan 
coïncident;  ainsi ,  ces  équ.  doivent  être  satisfaites  en  y  suppo- 
sant «,  /3  et  C  nuls  ;  d'où 

j4a  +  ^6  —  1  =:  a 

628.  exprimer  qu^une  droite  est  perpend,  à  un  plan.  Le  plan 
projetant  la  droite  sur  les  xy  est  à  la  fois  perpend.  au  plan 
donné  età  celui  des  xy  \  ces  deux  derniers  se  coupent  donc  suivant 
vne  perpend.  au  plan  projetant  (n***  272  et  278)  \  cw-à-d.  qut  la 
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trace  du  plan  donné  sur  les  xy  est  perpend.  à  tonte  droite 
le  plan  projetant ,  et  par  saite  à  la  projection  snr  le  plan  i 
la  droite  donnée.  Donc ,  lorsqu'une  ligne  est  perpendic, 
planj  les  traces  de  ce  plan  et  les  projecdons  de  la  lignes^ 
angle  droit.  Diaprés  cela ,  les  équ.  du  plan  et  de  la  droite 
les  mêmes  qu'au  numéro  qui  précède,  celles  des  traa 
plan  sur  les  xz  eiyz,  sont 

%:ssAx+C,    z=By  +  C, 
/  i         C  i         C 

la  relation  connue  (n*  870 ,  équ.  4)  donne 

Cette  équ.  détermine  deux  des  constantes  du  plan  ou 
droite  qui  lui  est  perpendiculaire.  Les  autres  constantes  de 
être  données^  ou  assujetties  à  d'autres  conditions. 

629.  Lorsque  Fon  yeut  mener  un  plan  perpendic.  à  la  < 
donnée ,  l'équ.  de  ce  plan  est  donc 

Les  coordonnées  du  pied  de  la  droite  sur  le  plai 
sont  «  et  iS  ;  la  splière ,  dont  le  centre  est  en  oe  point;  a 
équation  (n^  6i4); 

Ces  deux  dernières  équ.  appartiennent  donc  à  un  cercle  è 
plan  est  perpend.  à  la  droite  donnée;  le  rayon  de  ce  cerdi 
situation  absolue  dépendent  de  r  et  de  C. 

Soient  Msno,Nz=:  o^  les  équ.  d'une  courbe;  pour1 
coupe  notre  cercle ,  il  faut  que  ces  quatre  équ.  puisse 
exister;  en  éliminant  a?,  ^  et  s,  on  a  une  équ.  de  con 
r=sF  (C) ,  et  remettant 

z+ax+bjrfonr  C, et  j/ Z{x—my  +  (j  —  /3)*4" «'']  F 

^1  aura  l'équ.  de  la  surfaice  engendrée  par  la  réyolutiou 
oourbe  donnée  autour  de  l'axe  quelconque. 
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630.  Si  au  oontraire  le  plan  est  donné ,  et  si  l'on  y  eut  que  la 
droite  lui  soit  perpendiculaire,  et  passe  par  un  point  donné 
{/y  y  y  2^)1  on  a  pour  les  équ.  de  la  droite , 

63 1.  On  en  déduit  la  distance  du  point  au  plan;  car,  met- 
tons réqu.  du  plan  sous  la  forme 

cnfeîsant  L  =  C—z'  +  jtx'  +  By', 

puis  éliminons  les  coordonnées  x,  y^  %  du  pied  de  la  perpend., 
ilyient 

L  _  ,_    ^AL         _  ,_    ^BL 

Donc  (n®  61 4)  la  distance  ^  entre  les  extrémités  est 

1= ^__ 

y{i+A^  +  B^y 

632.  Trouver  la  distance  d* un  point  à  une  droite.  Les  équ. 
de  la  droite  étant  toujours  comme  n*  627 ,  le  plan  perpendicu- 
laire, mené  par  le  point  donné  (a/  ,y ,  z') ,  a  pour  équation 

Éliminant  Xj  y  et  zi,  l'aide  des  équ.  de  la  droite,  t>n  trouye, 
pour  les  coordonnées  du  point  de  rencontre, 

_        aJU  bM        ,  ^      _        M 

en^Biisant        lf=a(«'  — *)  +  6(/— i3)4-/. 

La  distance  P  entre  les  points  (x,  y  ^  st)^  (j^'  »y  $  O*  *ont  cal- 
cul fait,  est  donnée  par 

P-z=:{jf-Ay+(y-^^+^*—      ^* 


633.  TVom^^r  Pan^  À.  que  Jbrmeni  deux  droites»  Menons, 
par  l'origine,  des  parallèles  à  ces  lignes;  l'ange  de  œs  deux 
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parallèles  est  ce  qa'on  appelle  l'angle  des  droites  «  qa'ellii 
ooupent  ou  non.  Soient  donc  les  équ.  de  ces  parallèles 

il  faut  troufer  A  en  fonction  de  a,  b^a  et  V.  QinoefOiis 
sphère  dont  Iç  centre  serait  à  l'origine  >  et  qui  aurait  Pi 
pour  rayon;  on  aura  les  coordonnées  des  points  oji  elle 
nos  droites,  en  éliminant  a:,  y  et  z  entre  leurs  équ*  respectii 
et  celle  de  la"  sphère ,  qui  est  x*+^* «4"  **=  >•  On  trouie.. J 
(a*+^'4"  i)«*=  ly  d'où,  l'on  tirç  «,  puis  x  et^  par 
équ.  (i)  ;  on  accentue  ensuite  aetb  pour  ayoir  / ,  a/  ety*, 

I  a  h      . 


La  distance  D  de  ces  points  est  donnée  par 

D^={x  —  x'Y  +  C:/—yT  etc.  =  a  —  7.{xx'  +yy'  +  m'), 
à  cause  de  a:'*+y*-f-/*=  x,  a:*+y  +  a*=  i.  On  a,  dam  ' 
l'espace,  un  triangle  isoscèle  dont  les  tr.ois  c4tés  sont  x ,  i  etl>)  | 
l'angle  A  est  opposé  à  ce  dernier;  l'équ.  ÇJD^  n^  3$5)  doimi 
pour  cet  angle  cos-^  =:  i  —  lD^z=zooa/  'j-yy'+  zJ  ^  ou 

1**.  Pour  en  déduire  les  angles  JC,  F,  Z,  qu'une  droite  foit 
aTec  les  axes  des  Xyj  et  js,  il  faut  donner  à  la  2*  ligne  tour  à 
tour  la  situation  de  chacun  de  ces  axes,  pui^  mettre  ici  les  tr- 
ieurs de  ci  et  V  correspondantes.  Par  ex. ,  x  =  o ,  jr  =  o ,  «ont 
les  équ.  de  l'axe  des  z  :  pour  que  les  équ.  (2)  deviennent  celles-d» 
il  faut  poser  a!z=iV  ^s=,o.  Si  l'on  introduit  ces  valeurs  dans 
notre  forihule,  on  aura 


cosZ 


Faisons  tourner  la  droite  autour  de  l'origine  pour  l'appliquer 
sur  le  plan  des  xz^  sans  sortir  du  plan  projetant;  l'angle  dojit 
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0it  la  tangente  diminuera ,  et  deviendra  nul:  ainsi  il  faut 
xeb'-^o,  pour  ayoir  l'angle  qu'une  droite  dans  l'espace  fait 
ec  une  autre  située  dans  le  plan  des  xs;  ce  qui  réduit  lé  nu** 
brateur  h  i-^aa,  et  le  second  radical  à  V/(i  +a'*).  Et  si 
tte 2*  droite  se  rapproche  de  l'axe  des  x,a'  croit ,  et  deyient 
Bai  lorsqu'elle  coïncide  avec  cet  axe.  Alors  i  disparait  {*) 


[*)  Soit  la  fractioa   i/  »^JV  *^    '  >  ^"®  ^^^^  P^**^  écrire   ainsi.... 

r/Af_t.7ir _,  '     (>  en  supposant  que  a  et  m  sont  les  moindres  exposans 

a  dans  les  deux  termes.  Il  se  présente  trois  cas. 

1^.  Si  m ^ a,  les  facteurs  x*^,  x^  se  de'truisent  ;  pins  x  décroît ,  et  plus  la 

u4  .  ',  '"    ' 

iction  approche  de  jrz ,  qni  est  1»  limiCe  répondant  à  a:  =  o. 

ifi.  Si  m'^^a,  on  a    m-alM^/^—^m'   \>  ^^^^  l'infki  «t' tîsiblement 

limite  j  la  firaction  croit  donc  sans  'Bornes  quan^  x  diminue.        '    '    ' 
3o.  Enfin ,  si  m<^a,  la  limite  est  xéta:  Cette' niànière  dé  prendre  la  limite 
ce  qu'on  appelle ^ire  x  infinimfint  petit. 
Si  là  exposans  a  et  m  sont,  au  contraire ,  les  pins  ëlevés  dans  les  denx 


met,  la  fraction  se  met  sous  la  fontae'  ■       Ar  '  "^«Orplns 

pî*  r^ -f- -rj^î-K  •  •  A 

B        2V 
nroh,  et  pins  les  termes  -rij,  — zi  •   •  »  «PP^ocheiit  de  ze'ro,  qui  répond 

:  infini;  en  sorte  que  si  a  =  ti^  ,  1»  limite  est  jr^i  si  a^m ,  U  fraction  deVieqt 

--J —  V'^,  qni  est  infinie  ayec  ar;  enfiil  »  si  a  <V«V  la  limite  est  ^ëro. 
Jn.'\'*  -  • . 

i  appelle  cette  opération  faire  x  infiniment  grand»  — - 

D  est  facile  de  yoir  que  le  raisonnement  ne  porte  que  snr  (e  i«r  terme  dn  no* 

iiàléiu'  et  du  dénominateur,  en  sorte  qu'on  aurait  pu  d*abord  réduire  la  frac- 

'JE  *v€^  '  •       «     t  r  «  « 

n  à  -=7 —  U  en  serait  de  même  de  conte  autre  fonction  algébrique,  ce  qu'on 

montrerait  par  un  raisonnement  analogne.  GoncliiODa  donc  que ,  pour 
ire  X  infini  dans  une  fonction ,  il  faut  n'y  conserver  que  les  termes  ok 
tte  lettre  porte  les  exposans  les  plus  éleués  :  au  contraire^  pour  faire  x 
finiment  petite  U  faut  supprimer  tous  les  termes  y  excepté  ceux  qui  ont 
9  wîoindres  puissances  de  X. 

Cest«nnqae,qnandx=«o,  ——^^—^seréd^nk  X- 
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deTant  cui  et  ci^y  ce  qui  réduit  le  numérateur  à  oof  lètiei 
radioal  à  \/ci^  ou  ci\  leur  quotient  étant  a,  on  a  pour  Fi 
X  qu'une  droite   dans  Pespace  fait  ayee  Taxe   des  a:,.^ 

En  Cedaant  de  même  afsso,  b'ssu oo , on  trouve  obe  Y.  Tkmf\ 
les  cosinus  des  angles  qu'une  droite  fait  ayec  les  axes,  sont 

cosX= 


cosF  = 


cosZ  = 


b 

V/(i+a»  +  i*)' 
I 


2^  Ces  valeurs  sont  aussi  celles  des  ^inus  des  angles  que  k 
droite  fait  avec  les  plans  desyss,  x%  et  xy^  puisque  ces  SDglei 
sont  visiblement  les  complémens  à^X^Y  el  Z. 

3^.  Ajoutons  les  carrés  de  ces  cosinus;  il  vient 

cos»X+ cos*  F+ cos»  Z  =  I. 

On  peut  donc  mener  dans  l'espace  une  droite  qui  formej 
avec  les  axes  des  x  et  des  y^  des  angles  donnes  X  et  F;  mais  i 
est  déterminé.  C'çst  ce  qui  d'ailleurs  est  visible.  Ç,f^cy.  n®  ôSj- 

4^.  Prenons  une  longueur  quelconque  iR/iV(iig.  12),  sur  ni* 
droite,  qui  fait  dans  l'espace  les  angles  X^  Y ^  Z  avec  les  axe0 
et  projetons»la  sur  les  x  et  lesj^;  les  projections  sont 

BC^MN.cx>»X,    et    MN.cofiY. 

Mais  mn  ou  MP.^  eSt  la  projection  de  MN  sur  le  plan  xy 
mn= MN ,  sinZ;  et  projetant  de  nouveau  mn  sur  les  s  et  k 
y,  ces  projections  sont  BCi=mn .  cos9  et  mn  .  sinA,  S  étan 
Pahgle  que  fait  mn  avec  les  x;  donc  nos  projections  son 
JBCs=:  MN,  sînZ .  cos  fl ,  et  MN.  sin  Z .  sin  fl  ;  égalant  les  valeur 
des  mêmes  projections  >  il  vient 

cosX=sinZ.  cos9,    cos  F  =  sin  Z  •  sin  9. 
Au  lieu  de  détô^ninér  une  diradion  dans  l'espace;  par  les  troi 
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gles  X,Yf  Z  qu'elle  fait  a^ec  les  axes^  il  suffît  de  donner 
ngle  qu'elle  fait  ayee  sa  projection  sur  le  plan  xy  (complé- 
9Dt  de  l'angle  Z)^  et  l'angle  6  de  cette  projection  ayec  Taxe 
BXjet  réciproquement. 
En  ajoutant  les  carrés  de  ces  deux  équ. ,  on  a 

cos^X  +  cos»  F=s  sin*  2;±=  i  —  co«*Z , 

lation  déjà  trouyée  (3°.)' 

5^  Mettant  les  valeurs  décos  X,  X^^  Y. . .  dans  cos  A^-p,  236, 

cos  ^=cos  X cos^  +  cos  Fcos  F'  +  cos  Z cos  Z'; 

mgle  des  decix  droites  est  exprimé  en  fonction  des  ang^  que 
lacune  d'elles  fait  ayec  les  trois  axes. 

6^  Si  les  deux  lignes  sont  perpendiculaires  ^  cos  ^  =  o ,  et 
on  a ,  pour  l'équation  qm  exprime  cette  condition , 

pa       cosXqos^+eosrcosK'+cosZoosZ'saio. 
634.  Trotu^er  l'angle  8  de  deua:  plans.  Leurs  équ.  étant 

fAiPorIgine  on  abaissé  des  perpencl.  sur  ces  plans,  Panglé  de 

ft  lignes  sera  égal  à  celui  dies  plans.  Soient  donca;=:as^ 

iihsj  les  équ.  d'une  droite  menée  par  l'origine  ;  pour  qu'elle 

id.  au  i**^  plan,  il  faut  qu'on  ait  (11^628) ,  ^4*^=0^. 

'}= o.  Les  équ.  des  perpend.  sont  donc 

n,le  cosinus  de  Fangle  de  ceB  droites,  et  par  conséquent 
ddes  plans  est 

i+jJA'+BB'. 

- .   ^       i/(i + ^* + ^*)  »/(!  +^'^ + B'^y 

1*.  Si  l'on  fait  prendre  au  2"  plan  la  situation  de  celui  des  xz^ 
jrso  est  son  équ.f  il  faut  donc  faire  ^=  (7pb o,  et  B'sssco  ^ 
'  fni  ayoir  l'angle  T  qu'un  plan  fait  ayeô  celui  des  xz.  On  a  de 
Bitme  les  angles  U  et  1^  qu'il  fait  ayeo  letys  el  les  xy.  Dim0 
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B 


00»  r= 


oos  U=z 


A 


coer= 


^ \_ i 

d'pi  co$*  r+  C0S*.Ï7  rf-  COS*  7^:^  I , 

cl      co8fl=cos  ycosT^+co8  t7cos  ï/  +  «>»/^cos/^,      1 

pour  le  cosinus  de  Tangle  de  deux  plans  en  fonction  de  cen 
qu'ils  forment  respeétivement  a^ec  les  plans  coordonnés.         \ 
2^.  Si  les  plans  sont  à  angle  droit 

ou        008  Tcosr'+cos£7co8Z7  +  cos>p'ci»s  ^  =  0. 

635.  Trowver  Vsongle  9  d*une  droite  et  d'un  plan.  Soient    ' 
zzszAx'^'By^Ç    et    xzszaz-^-iif    y=sbm+0, 

leurs  équ.  L/angle  chercbé  est  celui  que  la  droite  fait  ayec  fl 
.projection  sur  le  plan  (n^  272);  si  l'on  abaisse  d'un  point  del 
droite  une  perpend.  sur  ce  plan,  l'angle  de  ces  deux,  lignes  S6f 
donc  complénient  de  9.  De  l'origine  >  menons  une  droite  que) 
conque,  x=:a'z,  y=ib'z\  pour  qu'elle  soit  perpend.  au  piaf 
il  faut  Cn*»  62Ô),  qu'on  ait  a'=— ^,  b's=:-^B.  L'ang 
qu'elle  forme  avec  la  ligne  donnée  a  pour  cosinus  la  xaleur  d( 
ternâinée  p.  236  ;  donc 

i^^Aa — Bb 
""" " ~  \/(i-fa'+^^)   \^{i  +  A-  +  B^y 

n  sera  aisé  d'en  conclure  que  les  angles  que  la  droite  fait  a? 
les  plans  coordonnés  des  xz^  yz  et  xy^  ont  pour  sinus  re 
pectifs 
~  b ,    a_ I 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  (n°  633  ^  2*.). 
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Transformation  des  coordonnées. 

Î36.  Pour  transporter  l'origine  au  point  (jaty  ë^y),  sans 
nger  la  direction  des  axes,  qu'on  suppose  d'ailleurs  quel* 
ique,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n^  38a^  on 
ra  qu'il  faut  faire 

{  axes  primitifs  x^y  yZ  sont  parallèles  aux  nouTeaux  :xfyy,  z\ 
îbque  soient  les  angles  qu'ils  forment  entre  eux;  on  doit  d'ail- 
irs  attribuer  aux  coordonnées  «e, /S,  y  de  la  nouvelle  origine 
signes  qui  dépendent  de  sa  position  (n®  612).  Si  elle  est  si- 
^  sur  le  plan  xy^  y=  o  ;  si  elle  est  sur  l'axe  des  z^ti  et  iS 
it  nuls  y  etc. 

687.  Pour  changer  la  direction  des  axes,  en  conseryant  la 
ime  origine,  imaginons  trois  nouveaux  axes  Ax  ^  A  y ,  At!  ; 
1 1*^  axes  seront  ici  supposés  rectangulaires,  et  les  nouveaux 
es,  dé  direction  donnée  arbitraire.  Prenons  un  point  qucl- 
D^e,  puis  menons  les  coordonnées  x\  y' y  J  de  ce  point,  et 
ojetons-les  sur  l'axe  des  x\  l'abscisse  x  sera,  comme  n°  383 , 
somme  de  ces  3  projections.  Désignons  par  {xx)  l'angle  s!Ax 
rmé  par  les  axes  des  x  et  x',  par  \^y'  y)  Tangle  ^Ay^  etc. 
«s  aurons  ^ 

4r=*'cos(/*)+y«>s(y*)+«'cos(a'*)  \ 

y—  «'cos(»'y)  +y  cos(/jr)4-«'  cosC/j')  l . . .  .(^. 

a  =  «'cos(ya)+j/cos(y«)-j-«'cos(/*)  J 

s  deux  dernières  équ.  se  trouvent  en  projetant  les  x' ^y'  et  t! 
t  l'axe  des  y ,  et  ensuite  sur  celui  des  2. 
Telles  sont  les  relations  qui  servent  à  changer  la  direction 
a  axes.  Gomme  (oJ'a:),  (x'y),  {x%)  sont  les  angles  que 
vmela  droite  Aoi  avec  les  axes  rectangulaires  des  Xyy^  *,  on 
(n«  633 ,  3^) 

cos*(jp'x)  +  cos*  (x'j)  4-  cos*(x'a)= 1  ) 

e  même      cos*(y  x)  +  cos*  \y  y)  +  co8*(  y'z)  =1  V {B). 

cos\  Jx)  +  cos"(a>)  4  cos»(Va)t=  1  j 

2.  16 
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Les  angles  que  les  nouveaux  axes  forment  entre  eux 
(n»  633, 50.) 

cos(xy)=iS,    cos(jpV)  =  r,    cos(/a')  =  17. . . 

en  faisant,  ponr  abréger, 

Ssss  C0s(x'x)c08(yx)-f-C0s(x'j^)C05(yj^)  +  C0S(j/a)c 

T=  cos(x'x)  co8(  zx)  -f-  cos(  x'y)  cos(  z'y)  4-cos(x'a)  c 
U=  cos(yx)  cos(  z'x) + cos(yy)cos(5  jf)  -|-  cosCy*)  ( 

Si  les  noùrelles  coordonnées  sont  rectangulaires ,  on 
iS=o,      T=o,     Uz=o....{D). 

Leséq.  (^)9(^)>(0>  (^)^  contiennent  les  neuf  angles 
les  axes  *',y,  «',  ayee  les  «,  j^,  «.  On  voit  que  loraqi 
choisir  un  nouveau  système  de  coordonnées ,  ces  neuf  ; 
forment  que  six  arbitraires,  parce  que  les  équ.  {B)  1 
minent  trois;  et  même,  quand  ce  système  est  aussi  1 
laire,  les  équ.  (D),  qui  expriment  cette  condition,  m 
plus  que  trois  arbitraires*  L'axe  des  x'  fait  avec  les  « ,  ^ 
angles,  dont  deux  sont  quelconques,  et  le  3*  s'ensi 
desy  serait  dans  le  même  cas  s'il  ne  devait  pas  être 
aux  x^',  mais  cette  condition  ne  laisse  réellement  qu'i 
traire;  ce  qui  fait  3  en  tout,  puisque  ces  données  fixen 
tfon  de  l'axe  des  /,  perpeud.  au  plan  x'y. 

638.  Au  lieu  de  déterminer  la  position  des  nouvc 
rectangles,  par  les  angles  qu'ils  forment  avec  les  près 
peut  prendre  les  données  suivantes  (Mècan.  cèL^  1. 1 .  p 

Un  plan  CAy'x  (lig.  16)  est  incliné  de  fl  sur  xAy  qi 
selon^C  ;  cette  trace  AC  fait  avec  Ax  l'angle  CAx'=^\ 
plan  CAy  ^  déterminé  par  0  et  4^,  traçons  les  deux  axes  1 
Aoi y  Ay'  :  le  1"  faisant  avec  la  trace  AC  l'angle  C 
Les  nouveaux  axes  sont  ainsi  fixés  par  les  angles  0 ,  '^ 
donnent  l'inclinaison  sur  le  plan  jy  du  plan  j/y,  la 
de  la  trace  AC  et  celle  de  Ax'  dans  ce  plan  x'y^  aii 
miné;  Taxe  y,  dans  ce  plan,  fait  l'angle  x'Af  de  90* 
J  est  perpend.  à  ce  même  plan.  Pour  transformer  le 


« 
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sste  h  exprimer  les  angles  afx,  yx. . . .  ^  qui  entrent  dans  les 
ju  A  y  en  fonction  des  données  d  ^  ^)/  et  ^. 

Les  droites  Axy  Ax!  eX,  AC  forment  un  triëdre  dont  on  con- 
adtdeux  anjgles  plans  ^  et  '^,  ainsi  que  Vangle  dièdre  compris  0* 
.])pljquons  ici  la  formule  (3,pag.  2o3)  de  la  Trigonométrie 

iliérique;  faisons c  =  (/x) ,  C  =  fl,a=4',  à=z<p,  ' 

<• 

cos(j;'x)  =  cos%|/  cos^  +  sin^)/  sinf  cosO. 

1  est  clair  que  pour  l'angle  xjy  ^  il  suffit  d'opérer  de  même  le 
•îèdre  a^ACjTy  dont  les  angles-plans  sont  (xy)j  C</y=:9o**-f-4'> 
L  CAx' ^=^  :  et  iponv  y'Ay^  on^prend  le  trièdre  j^'j^Cy,  où 
^jy  =  go* 4-  ç^  et  CAy  =  90*  +  '^'i  donc 

oot  {yx)  =  —  008^)/  sin ^  -f*  sin-4^  cosf  cosO, 
CO8  (j/j^)  =:-*  sin4^  cosf -f*  cos^  sinf  CDsOi 
co8(yj')=      sîn^slnf  +  cosç  cos^'cosS* 

Itssidéroiis  là  triëdre  z'AxC  ;  Paxe  ji%'  fait  avec  ACnn  angle 
nit  (n®  a66)  ainsi  qu'ayec  le  plan  ÇAy  ]  l'angle  des  pland  xjr 
i  iAC  est  90®  -f"  ^  9  61^  supposant  le  plan  CAy  situé  au-dessus 
e  odtti  des  xy^  Faisons,  dans  l'équ*  (3)  p.  aoS» 

c—{y^),  C=9o«  +  a,  û=9o%  6  =  4; 

eus  aurons  cos  (%^x) = -7-  sin  %{/  sin  d. 

)e  même  le  triëdre  JACy  donne 

cos  {Jy)  =;?— -  cos  4^  sin  9 , 

n  augmentant  4  de  90^.  Enfin,  l'angle  zAC  étant  dussi  drôil, 
t  l'angle  dièdre  zACxf  :=iQo^ — f,  le  triëdre  zACxf  donne 

00s  {xfz)  =  sin  ^  sin  9, 
Po&  cos  [y' si)  =  cos  ^  sin  S  ; 

enfin ,  cos  (z'z  )  =  cos  0. 

On  a  ainsi  les  valeurs  des  neuf  coefficiens  des  équations  {A), 
Les  équ«  de  conditions  B  et  D  sont  satisfaites  d'ellefr-mémefl 
Ittr  ces  Taleurs,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer. 

164. 
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Lbs  angles  que  les  nouveaux  axea  forment  entre  eni 
(n°633,5',) 

en  faUaut,  pour  ahréger,  ^ 

osCx'x)co8(yx)+cos(a;'^)cos(y^)+cos(:c'2) 
ûsC^  r)  ™s(  ='x)  +  cos(  x'j)  cos(  z'y)  +cosCx'^) 
ï7=cosCyj:)cos(a'j:)  +  cos(yy)cos(s3')  +  c>s(ya) 

Si  les  nouTclIea  coordonnées  sont  rectangulaires ,  oi 
5=0,      T^o,      U=o (D). 

Leséq.  (jY),(/i),(C),  (O),  contiennent,  les  neuf  angle, 
les  axes*', y,  a',  avec  les  *,  ^,  2.  On  voit  que  lorsq 
choisir  un  nouveau  sysifeme  de  coordonnées ,  ces  neuf 
forment  que  siï  arbitraires,  parce  que  les  équ.  (5) 
rainent  trois-,  et  même,  quand  ce  système  est  aussi 
laire,  les  équ.  (Z*) ,  qui  expriment  cette  condition  ,  r 
plus  que  trois  arbitraires.  L'axe  des  x'  fait  avec  les  jc  ,  ^ 
angles,  dont  deux  sont  quelconques,  et  le  3'  s'ens 
desy  serait  dans  le  même  cas  s'il  ne  devait  pas  Être 
aux*';  mais  celle  condition  ne  laisse  réellement  qu' 
traire;  ce  qui  fait  3  en  tout,  puisque  ces  données  fixen 
tfon  de  l'axe  des  a',  perpeud.  au  plan  x y  . 

638.  Au  lieu  de  déterminer  la  position  des  : 
rectangles,  par  les  angles  qu'ils  forment  avec  le*  J 
peut  prendre  les  données  suivantes  {AIccaa.  cil.,  | 

Un  plan  CAy'x  (iig.  i6)  est  incliné  de  S  sur  a 
selon  jiC;  cette  trace  jiC  fait  avec  .^j:  l'angleC 
plan  Cj^y,  déterminé  par  0  et  4'r  traçons  les  Jeux  d 
Ax ,  Ay   ;  le  i"'  faisant  avec  la  trace  .i^C  l'aog 
Les  nouveaux  axes  soat  ainsi  fisÈi  pur  lei  aogl«s  j 
donoent  l'inclinaison  sur  le  pUri     -  in  plan  x' 
de  la  trace  AC  et  celle  ^ 
miné-,l'axey,  dan 
î!  esl  porpend- 


1  exprimer  les  angle»  3*x,  fi:.  . . .,  i|ul  eutrotil  aUnt  lc> 
4 ,  en  fonction  de»  dunnéot  9 ,  ■^Q\.p. 
droites  Ax,  Aif  et  AC  fornietit  un  Iriràlre  dont  im  ouii* 
■usangle^plansf  cl«l',  Biniii(|iio  l'nngln  dindr^  ni)lri[trlt9. 
plions  ici  la  formule  (  3,  |iag,  ao3)  de  la  'IVi^'^numélriO 
que;  faisons c^  C*'-^)»  C  =  9,o^=4'»  ^  =  #' 
om(x'x)^cck4'CO*9  +  )ia*^  tÏMf  cot9. 

irqaepoar  l'angle  x./^^,  il  luilit  d'opérer  dn  m^ro^  M 

:V0'»  *»t  •«•  ai»gl«i-i>l»  m  vm\  (/y),  C//>=ï^+4  , 

/«'  ^f  ;  «t  poor  j/Ay,  <>n  prend  1«  IriÀ^rc  J  ACy,  oil 

•M(yxj ^—  tm^ mmf  -f-  *m4 «)«#  tmit 

ï' ^B3  ^  ^M«e  fe  pbii  C:»^  i  raM«f«  «w  ^W*f  yr 
iiJ«atgfl^+^>  «a  ippiM— tteytaw  ^>«t^  Miné  au-ieMM 


.-4.- 


îACy  AaeaK 
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Des  Intersections  planes. 


13» 

F 


689.  Lorsque  l'intersection  des  deux  surfaces  est  une  cooiie 
plane,  il  est  plus  commode^  pour  en  connaître  les  propriété!} 
de  la  rapporter  à  des  coordonnées  prises  dans  ce  plan  DOC 
(fig.  1 7) ,  déterminé  par  l'angle  0 ,  qu'il  forme  avec  le  plan  jy\  \,i 
et  par  l'angle  i|^  que  &it  aTCC  Ox  l'intersection  OC  de  cci 
plans  ;  nous  prendrons  celte  ligne  OC  pour  axe  des  jf  :  lape^ 
pend.  OAf  menée  sur  OC,  dans  le  plan  coupant  D.OCfSen 
l'axe  des  j^.  | 

Gomme  il  s'agit  d'ayoir  en  c/y  Péqu.  de  la  courbe  d'interseo*  ! 
tion  des  surfaces  >  il  est  clair  qu'après  aToir  fait  la  transforma-  ! 
tion  (^)  pour  rapporter  l'une  de  ces  surfaces  aux  axes  a/,  y,  /, 
il  suffira  de  faire  ensuite  /  =  o ,  et  l'on  aura  son  intersection  > 
avec  le  plan  a/Oy.  Il  est  préférable  >  dans  un  cas  aussi  simple, 
de  faire  z'  =:o  dans  les  équ.  {A) ,  et  de  cbercber  directemeot 
les  cosinus  de  (x'x) ,  {y'x)  •  •  •  Dans  le  trièdre  AOCB ,  on  cod-  '', 
naît  les  angles  plans  a  ==  4^  >  ^  =  90**?  et  l'angle  dièdre  comprii 
C=;  ê  :  donc ,  Téqu.  (3 ,  p.  ao3)  devient 

co8(ya?)=sin4'COsfl,        cos0^y)=— oos^'cosfl.         r 

De  plus 

(x  x)  =  4^  >     00s  (x'y)  =  sin  4^1     (Jî'«)  =90**. 

Enfin  ^  le  plan  odOy,  qu'on  suppose  élevé  au-dessus  de  celui  i 
des  ary,fait  avec  l'axe  Oz  l'angle  {y'z)=z^o^  —  fl.  Ainsi;  les  '  ' 
équations  {A)  donnent 

x=:a:^co8i|^ -|-j^sini|^  cosS  ] 

^  =  0/ siu'J' — ^cos4  cosfl  \ {E).  T 

a=j^sin*  J 

On  serait  aussi  parvenu  à  ces  résultats ,  en  se  servant  des  équ.  da 


n* 


638. 


640.  Appliquons  ces  équ.  au  cône  oblique  dont  la  base  est 
un  cercle.  Le  plan  zAx  (fig.  18)  perpend.  au  plan  coupant  AB3 
et  mené  par  l'axe  SC ,  sera  celui  des 0:2  j  la  section  AB  de  ces  dent 
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plans  ;  ou  taxe  de  la  courbe^  coupe  celle-ci  au  sommée  A.  y  qui 
sera  pris  pour  origine  des  coordonnées  :  le  plan  xj4jr ,  parallèle 
à  la  base  circulaire  du  cône ,  sera  celui  des  xy  ;  il  coupe  le  cône 
•don  un  cerde  j^E^  de  rayon  r,  qu'on  peut  r^arder  comme 
la  directrice  même  (n**62i);  ainsi,  notre  cône,  dont  le  sommet 
B  pour  coordonnées  a  y  o  ^  c^  dont  l'axe  est  dans  le  plan  xz ,  et  la 
base ,  sur  le  plan  ay,  a  pour  équ.  c*(x*+j^)+2c(r— a)x«...=o , 
Domme  p.  22g;  le  plan  coupant  AB  étant  perpend.  aux  xx^ 
eonpe  le  plan  xy  selon  Taxe  Ay,  et  il  fatut  poser  ^'^go^  dans 
les  équ.  (£)  ;  d*oii 

a:=:j/cos8,     ys=:,x\    ac=^' sinfl. . . .  (i), 
y'*[c»  cos*  fl + 7£{r—'a)  sin  8  cos  6  +  (a* — %ar)  sîn*  fl] 

+  c*x''  +  DLCry{a sin ^  — c  cosO  =  o . . .   (2). 

Telle  est  l'éqû.  de  la  courbe ,  qui  peut  d'ailleurs  représenter 
toutes  les  sections  du  cône  oblique  (excepté  les  parallèles  à  la 
base),  en  faisant  varier  a,  c,  r  ettf;  les  x'  sont  comptées  sur 
Ay  ^  les  y  suF  AB.  Il  est  aisé  de  discuter  cette  équ.  (n**  4^0), 
et  de  reconnaître  que  les  courbes  sont  de  même  espèce  que  pour 
le  cône  droit. 

Si  l'on  veut  que  la  section  soit  un  cercle ,  les  cofficiens  de 
x'*  et  y^  seront  égaux  (n®  44^)  >  ^'^^  ir 

(c*  +  2ar— a*)  tang'8  =  2c(r— a)tangft.  • 

taDg  0  =  0  reproduit  la  base  AE  du  cône.  Quant  à  l'autre  ya* 
leor  de  tang  0,  pour  l'interpréter,  nous  avons 

o  ^r^         ^^      ^  «.in        c— atanedi 

En  mettant  pour  tang  8  notre  2*  racine,  il  vient,  toute  réduction 
fiiîte, 

.  c^+  g'c  c      _       SD 

^^8  2aV  —  e^+  ac^r  —  ûc**^2r — a       "^  PE * 

ou  tang  SAB  =  —  tang  SED  =  tang  SE  A. . 


•  -  t 


.iffi 


La  station  est  donc  encore  un  cercle  ^  quand  1^  ;2LngIes  SAB^^ 
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SEAj  formés  ayec  les  génératrices  opposées^  sont  ^ 
plan  oonpant  j^^j9  étant  comparé  au  cercle  AE  de  la  ba 
ce  qu'on  appelle  des  sêciiona  soua^ontraireê. 

Pour  obtenir  les  sections  planes  du  cône  droit ,  il  s 
poser  a  =  r  dans  Féquation  (a), 

y*(c*co$»*— r»sîn**)  +  c*x''»+  acry'(r8Înâ— ccosl] 

cette  équ.  retient  à  celle  du  n^  4^o.  Du  reste ,  on  ne  pc 
rendre  égaux,  de  deux  manières,  les  focteurs  de  a/*  et 
en  efiët ,  les  deux  sections  sous-contraires  ooïncideut  al< 

64i.  Le  cjlindre  oblique ,  dont  la  base  est  un  cerc 
comme  pour  le  cône  ci-dessus ,  et  l'axe  dans  le  plaz 
pour  équ.  (p  228) 

y*  +'  (jv  —  azy=^r(x  —  a»)  : 

en  y  introduisant  les  râleurs  (i),  le  plan  coupant  étant  j 
slvlxxh,  on  a* 

/*(cos»  e + a»  sin*6  —  2aa  sin  9  cos  6) + x  *=  2ry'(cos9 — 

• 

X<a  section  est  une  ellipse  qui  se  réduit  au  cercle  quand  si 
ce  qui  reproduit  la  base  du  cylindre ,  et  quand 

(a*.—  1)  tang  ^  =  aa,     ou    tang  ^  =  — -  tang  ad 

(équ.  Zy  359)1  ^  étant  l'angle  que  l'axe  du  cylindre  fait 
z  :  donc  9  tat  le  supplément  de  ace. 

Surfaces  du  second  ordre. 

643.  L'équation  générale  du  2"  degré  est 

«Pour  diacuter  cette  équ. ,  c-à-d.  déterminer  la  nature  { 
sition  des  surfaces  qu'elle  représente^  simplifions-la 
traÀisformation  de  coordonnées  qui  chasse  les  termes  ei 
et  yz\  les  axes  9  de  rectangulaires  quils  sont,  seront 
obliques,  en  substituant  les  valeurs  (^),  p*  241;  et 
angles  qui  y  entrent  étant  assujettis  aux  conditions  {fi) 
six  arbitraires  dont  on  peut  disposer  d'une  infinité  de  m 
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jE^lons  à  zéro  les  ooeffîciens  des  termes  en  a//,  a/z'  et  y^z\ 
Mais  si  l'on  rent  que  la  direction  des  nouveaux  axes  soit 
aussi  rectangulaire  y  comme  cette  condition  est  exprimée  par 
les  trois  relations  (!>)»  les  six  arbitraires  sont  réduites  à  trois ^ 
que  nos  trois  coefficiens,  égalés  à  zéro,  suffisent  pour  faire  oon* 
oaitre^et  le  problème  devient  déterminé. 

Ce  calcul  sera  rendu  plus  facile  par  le  procédé  suivant*  Soient 
r=  mx,  y^ssifizles  équ.  de  l'axe  des  af'^  en  faisant,  pour  abr^er, 

cos  {xfx)  =  /«,     cos  {x'y)  =  /jg ,     cos  (x'z)  =  /. 

En  raisonnant  de  même  pour  les  équ.  x  =  m^z,  y  =  jg's  de  l'axe 
des  y',  et  enfin ,  pour  l'axe  des  z%  on  a 

cos  Cy'x)  =5=  /*',    cos  (yy)  =  fS>'>    cos  (y'*)  =  ^» 
cos  (ax)  =  PeL%   cos  Izy]  =  e^\   cos  (s'a)  =  T, 

Les  éqo.  (^A)  de  la  transformation  deviennent 

X  =  Ua^  +  ïJy'  4-  ^*V, 
y  ^l^od  ^  r^y  +  VffJ, 

z  =  io(f  +  ry   +  FJ. 

Les  neuf  angles  du  problème  sont  remplacés  par  les  six  inconnues 
ce,  a',  dfy  P,  |g',  j3%  attendu  que  les  équ.  {B)  se  trouvent  satisfaites 
d'elles-mêmes. 

Substituons  donc  ces  valeurs  de  x^  y^z  dans  l'équ.  générale 
du  1*  d^ré,  et  égalons  k  zéro  les  cœffîciens  de  xfy'j  o/z  et  y'z  : 

(OM  +dfi  +e)J+(cU  +bfi  +f)e^+em  +fi  +c=o. . .  x'/ , 

(o-'+rf^'+o- +(rf«''+6r+/j^'+^*''+yp'+^==o. . .  y/. 

I/une  de  ces  équ.  peut  s'obtenir  seule,  et  sans  faire  la  substitu- 
tion en  entier  ;  de  plus ,  d'après  la  symétrie  du  calcul ,  il  suffit 
de  trouyer  une  de  ces  équ.  pour  en  déduire  les  deux  autres . 
Éliminons  métfi^  entre  la  i'"  et  les  équ.  X'=::mz^  ysszflz  de 
Taxe  des  y  ;  il  viendra  cette  équ.,  qui  est  ceUe  d^nuplan^  ^ 

(a«-f-rf/8+e)x+(^«+ii8+yjj^+(«i-J-yîS4'^)s====o...  (a). 
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Or,  la  i'*  équ.  est  la  condition  qui  chasse  le  terme  x'^  :  en  tant 
qu'on  n'a  égard  qu'à  clle^  dh  peut  prendre  a^fifA^^k  yolonté, 
pouryu  qu'elle  soit  satisfaite  :  il  suffira  donc  que  l'axe  des  y'  soît 
tracé  dans  le  plan  dont  nous  venons  de  donner  l'équ* ,  pour  que 
la  transformée  n*ait  pas  de  terme  en  x'y\ 

De  même ,  en  éliminant  ai*"  et  p^  de  la  2*  équ. ,  i  l'aide  i» 
équ.  de  l'axe  des  Jj  x=a^z  ,  y  =:=  ^"s,  on  aura  un  plan  tel ,  que 
si  l'on  prend  pour  axe  des  z  toute  droite  qu'on  j  tracerait ,  k 
transformée  sera  privée  du  terme  en  afz\  Mais^  d'après  k 
forme  des  deux  i*"  équ. ,  il  est  clair  que  ce  second  plan  est  le 
même  que  le  premier  :  donc ,  si  l'on  y  trace  les  axes  des  / 
et  /  à  volonté,  ce  plan  sera  celui  des  Y  et  z\  et  la  transformée 
n'aura  pas  de  termes  en  x'^y  ni  en  orV.  La  direction  de  œs  axes, 
dans  ce  plan  étant  quelconque ,  on  a  une  infinité  de  systèmes  qui 
atteignent  ce  but  ;  l'équ.  (2)  sera,  comme  on  voit,  celle  d'un  pkn 
parallèle  à  celui  qui  coupe  par  moitié  toutes  les  parallèles  aux  x, 
et  qu'on  nomme  Plan  diamétraL  Si ,  en  outre ,  on  veut  que  le 
terme  en  y'z'  disparaisse ,  la  3*  équ.  devra  faire  connaître  «  et 
J3';  et  l'on  voit  qu'il  y  a  une  infinité  d'axes  obliques  qui  remplis- 
sent les  trois  conditions  imposées. 

643.  Mais  admettons  que  les  x',  y'  et  /  doivent  être  rectan- 
gulaires ;  l'axe  des  a:'  devra  être  perpend.  an  plan  des  yz  doni 
BOUS  avous  trouvé  l'équ.;  et  pour  que  x  z=l  az y  y  ^=2  fiz  soient 
les  équ.  d'une  perpend..  à  ce  plan  (2),  il  faut  que  (n**  628) 

ûwt  4-  ^i8  +  «  =  (c*  4"  y?  +  0**  •  •   (3), 
dA  -^  bg,  4.  /  =  («a  +  yî2  +  c)  iS.  . .   (4). 

Substituant  dans  (3)  la  valeur  de;  a  tirée  de  (4)  >  on  trouve 

{ia^b)fe  +  {f--e-)d}e?, 
+  î(a  —  ô)  (c  —  b)e  -f  (ad*—/*—  e^)e  +  (2c  —  a  —  è)^^* 
4.  [(c  —  x2)  (c  -1  b)d  4.  (2^*—/*—  d^)d  4-  (26  —  a  —  c)fey , 
+     (a  — c)/d4.(/»-û?)*=o. 

Cette  équ.  du  3"  degré  donne  pour  /3  au  moins  une  racin( 
réelle;  l'équ.  (4)  en  donne  ensuite  une  pour  a\  ainsi  l'axe  de 
x'  est  déterminé  de  manière  à  être  perpend.  au  plan  yz\  et  J 


SUBFACES   DU   8EG0IID   OBDEE*  2^^ 

priver  Tëqu.  des  ternies  en  xV  et  x'y'.  Il  reste  à  tracer,  dans  ce 
plan  y^,  les  axes  à  angle  droit ,  et  tels  que  le  terme  ya^  dis- 
paraisse ;  mais  il  est  évident  qu'on  trouvera  de  même  un  plan 
des  x'«'»  tel  que  l'axe  des  y  lui  soit  perpend. ,  et  que  les  termes 
x[y',  «y  soient  chassés.  Or,  il  arrive  que  les  conditions  qui  ex- 
priment que  l'axe  desy  est  perpend.  à  ce  plan  sont  encore  (3)  et 
(4),  en  sorte  que  la  même  équ.  du  3*  degré  doit  encore  donner  ff, 
D  en  est  de  même  pour  Taxe  des  /•  Donc  les  trois  racines  de 
Péqu.  en  fi  sont  réelles ,  et  sont  les  valeurs  de  fi ,  fi'  et  yS';  par 
suite  A,  et'  et  a."  sont  données  par  l'équ.  (4).  //  nfy  a  donc 
qu^un  système  d^axes  rectangulaires  qui  délivre  Vèqu.  des  termes 
en  x'y,  xV,  yV,  et  il  en  existe  un  dans  tous  les  cas;  notre  cçlIcuI 
enseigne  à  trouçer  ces  axes. 

Ce  système  prend  le  terme  S  Axes  principaux  de  la  sur^ 
face. 

644-  Analysons  les  cas  que  peut  ofirir  l'équ.  du  3*  degré  en  /8. 

1^  Si  l'on  a    {a  —  b)fe  +  (/*  —  i?»)  Jsso , 

l'équ.  est  privée  du  i"  terme;  on  sait  qu'alors  une  des  racines 
de  fi  est  infinie,  aussi  bien  que  «,  qui,  d'après  l'équ.  (4),  se  réduit 
i  em  -^^ffi  :=:  o  ;  les  angles  correspondans  sont  droits  :  l'un  des 
axes,  celui  des  J^  par  ex.,  se  trouve  dans  le  plan  xy^  et  l'on 
obtient  son  équ.  en  éliminant  «  et  jg  à  l'aide  de  a?  s=  tfz ,  jf'  =  /3s  ; 
cette  équ.  est  ex  +Jy  =  o.  Les  directions  des^  et  s^  sont  don« 
nées  par  notre  équ.  en  jS,  réduite  au  a*  degré. 

2^  Si,  outre  ce  i''  coefficient,  le  2*  est  aussi  ss  o ,  tirant  b 
de  l'équ.  ci-dessus,  pour  substituer  dans  le  facteur  de  jS*,  il  se 
réduit  au  dernier  terme  de  l'équ.  en  fi  : 

Ces  deux  équ.  expriment  la  condition  dont  il  s'agit  Or ,  le 
coefficient  de  fi  se  déduit  de  celui  de  fi^y  en  changeant  &  en  c, 
eiden  «,  et  il  en  est  de  même  pour  le  i*'  et  le  dernier  terme 
de  l'équ.  en  fi  ;  donc  l'équ.  du  3*  degré  est  satisfaite  d'elle- 
même.  Il  existe  donc  alors  ime  infinité  de  systèmes  d'axes  rec- 
tangulaires ,  qui  chassent  les  termes  en  x'y\  x%  et  j^'a;'.  Éli- 
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minant  a  et  b  des  éqn.  (3)  et  (4),  à  l'aide  des  deux  éqa.  ée  ï^ 
condition  ci-dessus,  on  troure  qu'elles  sont  le  produit  àefit^)  *^ 
et  tfjS  —  <{  par  le  facteur  commun  edm^^fd/i  +fi.  Ces  ÙJcAma 
sont  donc  nuls;  et  éliminant  «  et  /S ,  on  troure 

fxzrzdzf     eysszdzf     edx+fdy  -^-fex^^o. 

Les  deux  i'"  sont  les  équ.  de  l'un  des  axes;  la  3*,  celle  f^k 
plan  qui  lui  est  perpend.  y  et  dans  lequel  sont  tracés  les  dn| 
autres  axes  sous  des  directions  arbitraires.  Ce  plan  coupera  k 
surface  selon  une  courbe  oii  tous  les  axes  à  angle  droit 
principaux  y  qui  est  par  conséquent  un  cercle,  seule  des  oouitel 
du  2"  d^é  qui  jouisse  de  cette  propriété.  La  surface  est  akxi 
de  résolution  autour  de  l'axe  dont  nous  yenons  de  donner  lai 
équ.;  c'est  ce  qu'on  reconnaît  bientôt  en  transportant  l'origias 
au  centre  du  cercle.  (Voy.  Annales  de  Math.^  t«  II,  deux  beau  i 
Mémoires  de  M.  Bret.) 

645.  L'équ. ,  une  fois  dégagée  des  trois  rectangles ,  est  telk 
que 

ita*  +  ^^*+'MP*  +  î*  +  îV  +  S'''^  =  ^«- •   (5)« 
Cbassons  les  termes  de  première  dimension ,  en  transpoT"  , 
tant  l'origine  (  n°  636  )  :  il  est  clair  que  ce  calcul  sera  pos-  . 
sîble,  excepté  si  Péqu.  manque  de  l'un  àe^  carrés  a:*,  ^,  «*: 
nous  examinerons  ces  cas  à  part  ;  il  s'agit  d'abord  de  discuter 
l'équ. 

it«*4-wiy*  +  /jar*  =  A...   (6). 

Toute  droite  passant  par  Porigine ,  coupe  la  surface  en  deux  ' 
points  I  à  égales  distances  des  deux  parts ,  puisque  l'équ.  reste  ' 
la  même  après  avoir  changé  les  signes  de  or, ^  et  %i  l'origine 
étant  au  milieu  de  toutes  les  cordes  menées  par  ce  point ,  est  ' 
un  Centre;  la  surface  jouit  donc  de  la  propriété  d'avoir  tf»  ' 
centre j  toutes  les  fois  que  la  transformée  ne  manque  d^aucu^  '' 
des  carrés  des  variables. 

Nous  prendrons  toujours  n  positif:  il  reste  à  examiner  les  cas 
oxik  dm  sont  positifs»  ou  négatifs ,  ou  de  signes différens. 

646.  Si  ;  dans  l'équ.  {Gi)^h^meXn  sont  positifs ,  il  faut  que 
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h  le  60Ît  aussi ,  sans  quoi  Péqu.  serait  absurde  et  ne  repriaenta^ 
mit  rien;  et  si  A  est  nul  yOnax=50»jr=3oetx  =  oàla  fois 
(a^  1 1 2) ,  et  la  surfaee  n'est  qu'u»  9€ul  point. 

Mais  quand  h  est  positif ,  en  faisant  séparément  x^  y  ou  # 
nul  f  <m  trouye  des  équ.  k  l'ellipse ,  courbes  qui  résultent  de 
la  sec^tion  de  notre  surface  par  les  trois  plans  coordonnés.  Tout 
|dan  parallèle  à  ceux-ci  donne  aussi  des  ellipses ,  et  il  serait  aisé 
le  Toir  qu'il  en  est  de  même  de  toutes  les  sections  planes 
^n*  689  )  :  c'est  pour  cela  que  ce  corps  a  le  nom  SEUipaoïde* 
Les  longueurs  A^  B^  C  des  trois  axes  principeaix  s'obtiennent 
en  cberebant  les  sections  de  la  surjface  par  les  axes  des  x^y  eXZy 
satToir,  hC^  r=:  A,  mB*^  =  h  y  nA*  =  h  ;  éliminant  A  ^  m  et  n  de 

telle  est  Féqu.  de  ^ellipsoïde  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  trois 
axes  principaux.  On  peut  conceroir  cette  surface  engendrée  par 
une  ellipse  tracée  dans  le  plan  xy ,  mobile  parallèlement  à  elle- 
même,  pendant  que  se^  deux  axes  Tarient,  cette  courbe  glis- 
sant le  long  d'une  autre  ellipse  tracée  dans  le  plan  xs.  Si  deux 
des  quantités  A^  B^  C  sont  égales ,  on  a  une  eDipsoide  de  ré- 
solution; si  A-=:i  B=CfOnsL  une  splière. 

647*  Supposons  k  n^atif ,  m  et  h  positifs ,  ou 

Ari*  —  my*  —  «a:* = —  ^ 

£n  posant  x  aay  nul ,  on  reconnaît  que  les  sections  par  les 
jdans  de  yx  et  xx  sont  des  hyperboles ,  dont  l'axe  des  z  est 
le  2*  axe  :  les  plans  menés  par  l'axe  des  x  donnent  cette  même 
courbe;  on  dit  que  la  surface  est  un  hyperboloîde.  Les  sections 
parallèles  au  plan  de  xy  sont  toujours  des  ellipses  réelles  oii 
Aj  B,  C 1/—- 1  dé^gnant  les  longueurs  comprises  sur  les  axes. 
Il  partir  de  Torigine ,  l'équ.  est  la  même  que  ci-dessus ,  au  signe 
piis  du  i*'  terme ,  qui  derient  ici  négatif. 

648.  Enfin,  quand  k  et  h  sont  négatifs, 

—  kx*  +  my*+  nx*  =  —  hf 
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tous  les  plans  qui  sont  menés  par  l'axe  des  %  coupent  la  surface 
selon  des  hyperboles ,  dont  l'axe  des  s  est  le  premier  aie-,  k 
plan  xy  ne  rencontre  pas  la  surface ,  et  êes  paralIHes ,  pasié 
deux  limites  opposées,  donnent  des  ellipses.  On  a  un  hyper- 
boldïde  à  deux  nappeê  autour  de  l'axe  des  s.  L'éfu.  en  Af 
Bf  C  est  encore  la  même  que  ci  «dessus,  excepté  que  le  terar  g 
en  s*  est  seul  positif. 

649.  Lorsque  A=Oy  on  a,  dans  ces  deux  cas,  £s^^=ifiy*«fn^» 
équ.  dfun  cônej  qui  est  à  nos  hyperboloïdes  ce  que  les  asymptotei 
étaient  à  l'hyperbole,  (^o^.  p.  329.) 

Il  resterait  k  traiter  le  cas  de  i&  et  m  n^atifs  ;  mais  il  se  réduit 
à  une  simple  inversion  dans  les  axes ,  pour  le  ramener  aux  dea 
précédens.  L'hyperboloïde  est  à  une  ou  deux  nappes  autour  ds  \ 
l'axe  des  x^  selon  que  h  est  n^atif  ou  positif.  L 

1 

650.  Quand  l'équ.  (5)  est  privée  de  l'un  des  carrés,  de  â?*  par  f 
ex.,  en  transportant  l'origine,  on  peut  dégager  cette  équ.  dn  ^ 
terme  constant,  et  de  la  i'*  puissance  de j^  et  de  s,  savoir, 

Les  sections  par  les  plans  des  xz  et  xy  sont  des  paraboles  tou^ 
nées  dans  un  sens,  ou  dans  le  sens  opposé,  selon  les  signes  de 
k^  771  et  A;  les  plans  parallèles  à  ceux-ci  donnent  aussi  des  pa- 
raboles. Les  plans  parallèles  aux ^2  donnent  des  ellipses,  ou  des 
hyperboles,  selon  le  signe  de  771.  La  surface  est  un  parabohïdt 
elliptique  dans  un  cas,  hyperbolique  dans  l'autre  ikz=im  lors- 
que le  paraboloïde  est  de  révolution. 

65 1 .  Quand  A  =  o ,  Téqu.  a  la  forme  aV  di  b*y^  =  o ,  selon 
les  signes  de  h  et  m.  Dans  un  cas  ,onaz  =  oetjf^=o,  quel 
que  soit  a:,  la  surface  se  réduit  à  Taxe  des  x  \  dans  l'autre, 
[a%  +  by) .  {az  —  hy)  =  o  indique  qu'on  peut  rendre  à  volonté 
chaque  facteur  nul  :  ainsi,  l'on  a  le  système  de  deux  plans  qui 
se  croisent  selon  l'axe  des  x. 


652.  Lorsque  l'équ.  (5)  est  privée  de  deux  carrés,  par 


ex» 
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et^^  en  transportant  l'origine  parallèlement  au  m,  on 
a  réqn.  k 

estions  par  les  plans  menés  selon  l'axe  des  s  sont  des 

)les.  Le  plan  xy  et  ses  parallèles  donnent  des  droites  qui 

arallëles  entre  elles.  La  surface  est  donc  ua-eylindre  à  base 

clique  (n^  620). 

38  trois  carrés  manquaient  dans  l'équ.  (5)^  elle  serait  celle 

ilan. 

•  n  est  bien  aisé  de  reconnaître  le  cas  o&  la  proposée  (i) 
oomposable  en  deux  facteurs  rationnels;  ceux  o&  elle  est 
e  de  carrés  positifs ,  qui  se  résoWent  en  deux  éqn.,  repré- 
it  la  section  de  deux  plans;  enfin  ceux  oii ,  étant  formée  de 
parties  essentiellement  positives ,  elle  est  absurde.  Tout 
t  analogue  à  ce  qu'on  k  dît  n^'  4^^  ^^  4^ 
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Définitions  y  Théorème  de  Tajrlor. 

654*  Plus  une  branclie  de  connaissances  embrasse  d*dl^ 
et  reçoit  d'applications  diverses  ^  et  pins  il  est  di£5(ûie  d'en  don- 
ner une  définition  exacte  qui  permette  d'en  conoeroir  toaH  \ 
l'étendue ,  et  comprenne  tous  les  sujets  que  l'on  peut  y  rattir  | 
cher.  Cette  partie  de  la  haute  analyse,  qu'on  nomme  Cakvl  \ 
différentiel ,  s'applique  à  des  questions  si  yariées  j  que  nous  i 
n'en  pouvons  exposer  la  nature,  sans  faire  d'abord  quelques  ob-  4 
servations  préliminaires. 

Étant  donnée  une  équation  y  =  /*(^)  entre  deux  TariaUei  , 
X  ety ,  qu'on  peut  regarder  comme  représentée  par  une  courbe  , 
plane  BMM'  (fig.  2?.)  rapportée  à  deux  axes  coordonnés  rectaif- 
gulaires  Axy  Ay^  on  comprend  que  si  l'on  attribue  à  l'abscissex  , 
une  suite  de  valeurs  quelconques ,  d'où  l'on  tirera  celles  désola  , 
données  correspondantes  y^  on  aura  une  série  de  points  M^  It  ^ 
de  la  courbe;  mais  que  ces  points  seront  séparés  les  uns  des  au- 
tres par  un  certain  interralle,  quelque  voisines  qu'on  supplose 
les  valeurs  de  x.  Ainsi ,  dans  cet  état ,  l'équation  y=z  fx  n^ex- 
prîme  pas  qu'il  y  ait  continuité  entre  les  points.  Cette  re- 
marque peut  être  faite  pour  toute  équation  entre  3 ,  4-  •  •  ^^ 
riables.  Voyons  si  l'analyse  ne  peut  pas  fournir  quelque  artifice 
propre  à  manifester  la  continuité  dans  les  fonctions. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  y  =ax^+ix*+c.  Si,après 
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rroir  considâré  le  point  M ,  qui  a  pour  coordonnées  x  et  j, 
Dous  Toaloos  prendre  un  autre  point  M'  pour  le  comparer  au 
i*',  en  nommant  x  +  A  et  y+i  ^e»  coordonnées  AP*^  P'Jâ!  ^ 
on  aura  jr  +  it  =  a(ar  +  A)'  +  ^C-^  +^)*+c,  et  développant 

^ + it  =  \aj? + ix* + c)+(3ax*  +  ^hx)h  +(2ax+6)/t»+a  A^. 

Or,  Z#  coefficient  de  la  i^*  puissance  de  h,  saroir  Zaxr^^^bXy 
C9t  déduit  de  la  fonction  proposée ,  en  porte  l'empreinte^  et  ne 
cimTÎent  qn'à  elle  seule  ;  de  plus  j  ce  coefficient  est  indépendant 
de  /i ,  qui  est  la  dktance  PP  des  extrémités  des  deux  abscisses , 
et  qui  pap  suite  mesure  Picteryalle  des  deux  points  de  la  courbe  : 
donc  ce  coefficient  est  composé  de  maniée  à  exprimer  qu'on 
considère  deux  points  de  la  courbe  aussi  rapprochés  qu'on  veut , 
et  par  conséquent  que  la  fonction  est  continue.  De  là  on  tire  que 
Iwtes  les  fois  qu'une  question  proposée ,  de  quelque  nature 
qa^elle  ecnt,  reposera  sur  la  notion  de  continuité^  c'est  le  coeffi- 
'eieot  de  la  i'*  puissance  de  h  dans  le  développement  de  cette 
iMMlion,  oii  X  est  remplacé  par  x  -f-  ^^  qui  >  con?enablement 
ewnbiné  et  analysé,  pourra  résoudre  le  pn^lème. 

Bataonnons^  même  sur  le  cas  général  ys=zf{x)  :  le.  signe  f 
leprésente  m  une  ^^^hc^îoti  quelconque  de  x.  (^*  la  note  p.  228) 
Si  Ton  remplace  X  parx  + A^et  j^  par^  +  ifr,  onaoraFoqua- 
tioB  jf  -f-  il  =  y  (x  -f-  A)  :  il  s'agit  maintenant  de  dérdopper 
/(r  -f-  h)  de  manière  à  mettre  en  évidence  les  termes  aiTectés 
des  différentes  puissances  de  ^  Ce  calcul  sera  soumis  à  la  na- 
ture, de  la  fonction  f^  et  nous  verrons  bientôt  comment  on  peut 
Fe£fectuer  pour  cbaqne  forme  de  f  :  contentiDOs-nous  de  faire 
remarquer  ici  que  si  l'on  prend  A  =  o  •  ce  qui  suppose  il  =:  o^ 
et  fait  coïncider  le  2*  point  avec  le  i**^,  tous  les  termes  où  h  est 
toeur  devront  disparaître  dans  le  développement  dont  il  s'agit 
de  f(fPOr^h)f  en  sorte  qu'il  ne  restera  que  le  seul  i^'  terme^qui 
ptr  conséquent  doit  être  y^  ou  /*(x).  On  voit  aussi  que  k  ne 
peut  être  affecté  d'aucun  exposant  négatif^  car  s'il  existait  dans 

/(r  -|-  A)  un  terme  tel  que  Mlc^  ^  lequel  équivaut  à  «r;;  ,  en 

disant  h  nul^  ce  terme  devenant  infini ,  on  ne  retrouverait  plus 


I 
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f(jT),  11  suit  de  là  que  f{x  +  h)  doit  se  dépelopper  de  cette  ma-  L 
nière  f(x  + 1^)  =  ^^  +  ^^^  suite  de  termes  liont  h  est  facteur  à  ^ 
différentes  puissances  positiçes*  > 

655.  Mais  on  peut  yoir  qu'en  général  | 

/(a:  +  A)=/(x)+yA  +  .A (i), 

savoir,  outre  le  terme yX|  dont  on  yient  de  prouver  Feiis* 
tence,  i^  un  terme  j^' A  contenant  la  i''"  puissance  de  h  multi- 
pliée par  une  fonction  de  x  seul ,  que  nous  désignons  par  / , 
et  2^.  un  ensemble  d'autres  termes  ou  h  entre  à  des  puissanoei 
supérieures  à  la  i'%  et  que  nous  désignons  par  «A;  a  étant  ftme- 
tion  de  x  et  de  A ,  et  admettant  encore  le  facteur  h  à  quelqna 
puissance  positive. 

Pour  prouver  cette  proposition,  qui  sert  de  base  à  tpntb 
calcul  différentiel ,  menons  une  tangente  T^Tau  point  ilf  (vC^y) 
de  la  courbe  BMM!  dont  l'équation  est  y  sa  fx.  On  sait  que 
cette  droite  s'obtient  en  menant  par  ce  point  M  une  ligne  qnd- 
conque  MM ,  appelée  sécante  j  et  la  faisant  tourner  autour  dif 
point  N  jusqu'à  ce  que  les  points  Met  JHir  de  section  comcideiit 
ensemble.  Faisoiis  par  analyse  cette  opération  géométrique.  Ea 
changeant  x  eux-^h,  et  jî^n  y  +  k,  pour  considérer  un  se- 
cond point  M'  de  la  courbe ,  nous  aurons  y  -^  t  z;=zf(jc  -f-  A) 
pour  l'ordonnée  FM  5  on  a  MQ  =i=  h ,  P'M  =  /(x  +  A), 
M'Qz=ik,  ou  k  =  P'M'^PMz=if{x+h)  —  f{xy,$o\i 
le  triangle  rectangle  MM'Q  donne 

langiHitt  V  — ^Ç_^^—  i 

Pour  en  déduire  la  direction  de  la  tangente  cbercbée  TM,  U 
faut  j  dans  cette  expression ,  faire  h  nul ,  afin  d'exprimer  que 
M^  se  rapproche  de  M  jusqu'à  coïncidence*  La  valeur  de 
tang  HMQ  est  donc  ce  que  devient  le  dernier  membre  ci-dessus» 
lorsqu'on  y  pose  h:=so,  £t  puisque  la  direction  cherchée  de 
la  tangente  dépend  du  point  M,  il  est  clair  qu'on  doit  trouver 
une  fonction  de  x  pour  résultat  ;  nommons-la  y. 
De  là  résulte  que  la  vaifeur  de  ce  dernier  membre  doit  être 
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lée  cle  deux  parties;  I^  da  terme  y ,  qui  est  indépen» 
t  de  A  ;  2,\  d'antres  termes  doDjt  h  est  facteur  i  dÎTerses 
sanceà  p(/sitîyes ,  et  qui  disparaissent  lorsqu'on  pose  A  s=s  o. 
gnons  ces  termes  ensemble  par  m,  qui  est  une  fonction  de 
de  h,  et  nous  aurons 

,&±az:^=y+.....«. 

tion  qui  revient  à  celle  ci-dessus  >  en  chassant  le  dénomina* 
A  et  transposant  fipc).  Pour  que  ce  raisonnement  ne  fût  pas 
t  »  il  faudrait  que  le  point  (jXy  y)  que  nous  avons  pris  sur  la 
be  n'eût  aucune  tangente,  ce  qui  ne  saurait  arriver  que  dans 
lins  cas  spéciaux ,  où  en  -effet  le  calcul  diiSerentiel  présente 
ésultats  obscurs  :  mais  tant  qu'on  se  tient  dans  des  généra- 
qui  laissent  x  quelconque^  on  ^t  assuré  que  l'équation  (t)  - 
nijours  vraie. 

6*  Quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  jy  on  est  donc 
in  que  l'expression  f{cù  +  A)  est  susceptible,  par  des  cal- 
convenables  ,  d'être  développée  en  plusieurs  termes ,  dont 
•  est  la  fonction  proposée  f{x)  ;  le  à*  un  terme  y' h  qui  ne 
traie  h  qu'à  la  i^*  puissance  et  en  facteur  d'une  fonction 
'y  enfin  d'autres  termes  compris  dans  la  forme  «A,  qui  tous 
ennent  le  facteur  h  à  quelque  puissance  plus  élevée  que  un  > 
à-dire  A  =  o  donnant  «&  =?  o. 

second  terme  y' h  a  pour  coefficient  j/  une  fonction  de  cr, 
st  essentiellement  résultante  de  la  proposée  j^,  ou  fx\  et 
[os,  comme  elle  est  indépendante  de  A,  elle  est  propre  à 
Imer  que  la  fonction  f  est  continue ,  puisqu'elle  provient 
I  qu'on  considère  à  la  fois  deux  points  d'une  courbe  aussi 
as  qu'on  veut.  Ce  facteur  y  de  la  i'*  puissance  de  h  est  ce 
i  appelle  la  dérivée  ou  le  coefficient  différentiel  de  la  fonc  - 
^  :  on  l'exprime  aussi  par  f\x). 

i fonction  et  est  elle-même  susceptible,  comme  on  va  bientôt 
re ,  de  ^e  développer  en  plusieurs  termes ,  procédant  selor 
aissances  de  A ,  et  dont  chaque  coefficient  peut ,  aussi  biefi 
y  y  exprimer  la  continuité  dans  y  :  mais  comme  on  verra  qœ 
a.  17 
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ce»  coefficiens  dépendent  de  y^  cette  remarque  n'affaiblit» 
rien  notre  conséquence;  seulement,  selon  les  problèmes , « 
peut  être  conduit  à  préférer  tel  ou  tel  de  ces  coefl&cieiis  pom 
cet  objet. 

667.  On  Toit^  dans  l'équation  (2),  que  plus  h  décroît,  etphè 
m  devient  petit  1  jusqu'à  être  nul  quand  h  derient  zéro  :  on  ^^ 
tire  cette  conséquence,  qui  donne  même  souTent  un  exoeUentpnf 
cédé  4e  calcul  pour  déduire  la  fonction  f\x)  de  /"(x) ,  qiie|| 
dériyée  y  d'une  fonction  y  est  ce  que  devient  le  i*'  membrett 
l'équation  (a)  lorsqu'on  rend  h  nul  ;  c'estnà-dire  que  la  ii^ 
ifie  y' y  ou  le  coefficient  différentiel  éP une  fonction  7,  <s^  £1% 
mite  du  rapport  de  Vaccroiesement  de  cette  fonction  à  cebUk 
la  variable  y  en  elGet ,  le  numérateur  f{x  +  A)  —  f{x)  qp 
l'excès  de  la  fonction  variée  sur  la  fonction  primitive  ^  et  lei% 
nominateur  est  l'accroissement  h  attribué  à  x*  {,Foy*  ce  qp'oi 
a  dit  n®  1 13  sur  les  limites.) 

658.  L'origine  du  mot  différentiel  est  ijitile  à  connaître.  Fni^ 

que  I  dans  l'équation  (a) ,  le  terme  m  est  aussi  petit  qu'oiMoi 

avec  h  y  tandis  que  y' y  qui  est  indépendant  de  h  y  reste  constastf 

il  est  clair  que  plus  h  sera  petit  »  plus  le  2^  membre  approdii|| 

de  se  réduire  ky'\  ainsi  la  différence  f[pc  +  A)  --  f{pS)  se  rédidi 

à  y  h  y  pour  des  valeurs  de  h  très  petites  ;  et  comme  ^h  eitli 

différence  entre  la  fonction  variée  et  la  fonction  primitive  1  li 

a  appelé  y\i  une  petite  différence  y  ou  une  différentielle  B 

même  Leibnitz ,  inventeur  de  ce  calcul  y  ayant  désigné  par  )f 

signe  d  un  accroissement  infiniment  petit  attribué  à  une  vtfill 

ble,  dy  et  dx  ont  été  des  symboles  destinés  à  remplacer  ksMk 

très  ^  et  A  ci-dessus,  et  l'on  a  exiy'dx  (au  lieu  de  y*K)  pour  II 

différentielle  de  y ,  savoir  dy  :=:y'dx.  Cette  notation  est  tf^ 

dans  le  genre  de  calcul  dont  nous  exposons  les  principes.  Jâ 

dérivée  ou  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  y  =  f(î) ,  m 

dy 
y',  ou  r(x)  youjj^'y  c'est  le  coefficient  du  2*  teime,  ou  de  la  \^ 

puissance  de  h  dan^  le  dépeloppement  de  la  fonction  vaM 
^x +b)  j  ou  la  liinite  4e  rapport  du  l'accroissement  du  lafiM 
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êon  {(x)  à  aelui  de  la  variable  x  ;  ou  enfin  le  coefficient  de  la 
iiffSrence  infiniment  petite  dy  ;?=  y'dx ,  qu'on  trouve  lorsque  x 
oroU  de  dx. 

En  attachant -an  mot  dl^rîi'^e  l'acception  précédente,  nous 
pouYons  définir  le  calcal  différentiel,  une  brcmçhe  de  haute  ana^ 
iyse^  dans  laquelle  on  recherché  les  dèrwées  de  toutes  les  fine- 
Uons  proposées^  on  assigne  leurs  propriétés  particulières  ^  et 
fon  €ipplique  ces  dérivées  aux  problèmes  dans  lesquels  la  con^ 
'i&nuiiê  des  fondions  est  une  des  conditions  essentielles. 

Regardons  l'expression  y  comme  connue ,  lorsque  fx  est 
donné  ;  puisque  y'  est  une  fonction  de  Xj  elle  est  susceptible  de 
varier ,  et  d'ayoir  à  son  tour  une  dérivée ,  que  nous  désignerons 
par  y  ;  de  même ,  la  dérivée  de  y^  sera  y" ,  celle  de  y^  sera 
y". . .  On  conçoit  donc  ce  qu'on  entend  par  les  dérivées  depre^ 
mter^  de  second^  dé  troisième  ordre. . . . 

GSg.  Nous  ne  savons  pas  enocMre  conunent  xeth  entrent  dans 
m  (équ.  2)  ;  voyons  à  développer  cette  fonction.  Représentons 
y  +  àt  par  P  f  cettp  équ.  deviendra 

f(x  +  h)^fx  +  Ph^y'^-Ph....{3). 

Posons  X  +  h  =  z,  d'où  h  =z  —  x,    fz^=iy^P  («  — x). 

OrP,  qui  était  fonction  de  a?  et  de  A,  l'est  actuellement  de 
X  et  s  ;  ces  variables  sont  indépendantes ,  puisque  leur  diff.  h 
^  arbitraire.  On  peut  donc  regarder  z  comme  un  nombre  cons- 
tant donn^  et  faire  varier  x  seul  (avec  yetP  qui  contiennent  x). 
tbângeons  donc  x  en  x  •■}-  i  dans  la  dernière  équ.  i®.  fz  ne 
changera  pas  ;  a*,  y  deviendra  y  +  y^i  -frfi  i't  3**-  P(fi  —  x)  se 
diian^a  en  (P  +  P'i  +  >0  (*  —  ^  —  0*  ^®  conservons  dans 
toute  l'éqn.  que  les  coeffîciens  des  termes  où  i  est  au  i*'  degré, 
moir  (K  n~  676  et  668.) 

P=y  +  P'(z  —  x)...  (4). 

Traitons  cette  équ.  comme  la  précédente  :  sans  reproduire  ici  le 
calcal ,  on  voit  de  suite  que  le  cbangement  de  a:  en  a:  -f-  £ 

donne 

17.. 
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!iiy  =  y  +  P'iz-x)...  (5); 
de  même  SP'=zy  +P*(*  —x)... 

^=y+P'''(z  —  x)elc... 

Éliminons  P,  P"  P^,...  des  équ.  (3),  (4),  (5>. .  •  puis  véïiJtà' 
sons  A  au  lîeti  de  s  ''^  a?  ^  et  tious  aurons 

c'est  la  formuK;  appelée  Théorème  de  Taylor,  du  nom'  du  o6- 
lèbrè  géomètre  qui  l'a  découverte. 

tar  le  théorème  (i),  toute  fonctions/je  était  déccnnpoaée  en 
y  ^  y/i  4-  flfiA,  la  3*  partie  tf%  renfermant  tous  les  termes  oà  h 
a  une  puissance  supérieure  à  la  première  :  maintenant  qqus  oon- 
naissons  la  formation  de  ces  termes. 

-il  estdonc  démontré  que ,  lorsqu'on  attiribue  k  xun  aoerds' 
«ement  A  dans  une  fonction  quelconque  fx,  la  série  {jii),  déve- 
loppement de  f{x  -4-  h),  n'a  que  des  pmeeanceg  entières  étph 
sitipes  de  h^  du  moins  quand  a;  oonserve  une  yaleur  indéterminée 
(n°  655).  Cette  série  {A)  sert  à  trouver  ce  déydoppementi  toutes 
les  fois  qu'on-sait-lirer  de^  les  dérivées  successives/^ip,  jf  V^, 

ou  y,/... 

Kir  ex.,  soit  y:=ix^y  on  en  tire  j^ sstimp™"*,  puisque  tel 

est  le  coefficient  de  A*  dans  le  développement  de  (cr  4~  ^)''*  ^ 
même  y"=:m{m — i)a:"'"",  y^i=im{m — i)Çm — 2)r""^,  etc. 
Donc  en  substituant  dans  l'équ.  (^),  f(x'^h)  devient  (a:-4"A)*î 
et  l'on  retrouve  la  série  de  Newton.  Il  suffît  donc  de  savoir  qac 
le  2®  terme  de  (ar+^)"*  est  ma:"*""* A,  pour  en  avoir  le  développe- 
ment total  y  quel  que  soit  l'exposant  m. 
'  Nous  avons  appris /page  169  et  suiv..,  à  développer  diverses 
fonctions  en  séries  :  comme  la  recherche  de  ces  expressions  est 
une  application  simple  des  principes  du  calcul  des  dérivations; 
nous  les  tirerons  de  la  formule  de  Taylor,  en  suivant, les  règles 
de  ce  calcul  :  nous  ne  ferons  donc  aucun  usage  de  ces  séries  ayasi 
de  les  avoir  démontrées  de  nouveau. 
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ïiègles  de  la  diffërentiatîondes  Fonctions  algébriques. 

660.  La  manière-  dont  la  dériyée  ^  est  composée  en  a?,  dé- 
pend de  la  fonctioa  prîmltive  j^,.et  en  porle  l'empreinte*  Il 
Ciat,  pour  chaque  fonction  propo$ée,5ayoii:  former  cette  déri- 
Tée  :  c'est  ce  qu'on  obtient  par  deux  procédés.  Le  i*'  résulte,  de 
la  définition  même  y  exprimée  par  l'équ.  (i). 

On  changera  x  en  x  -f-  h  dans  la  fonction  proposée  ^l^  et 
Fon  exécutera  len  calcula  nécessaires  pour  mettre  en  éffidenca  le 
terme  affecté,  de.  la  V* puissance  de  h:  le  cœff^ieni  de  ce  terme 
est  la  dérii^éé  cherchée  y' ,  ou  fx. . 

661.  Le  second  procédé  est  fondé  sur  la  propriété  de  limites 
dun5'657.  Apres  afoîr' 'changé  x  en  or  -f-  A;  on  retranchera  la 
ibnctîbn  proposée ,  et  Ton  dîyi'serà  par  h  ^  afin  de  composer  le 
rapport  y'  '{'^j  de  l'accroissement  dé  la  fonction  à  celui  dç  la 
variable  :  puis  faisant  décroître  h  indéfiniment ,  on  cherchera 
la  grandeur  yers  Iat|uelle  ce  rapport  tend  sans  cesse,  c^-à-d. 
qa'on  en  cherchera  la  Valeur  dans  le  cas  dé  A  =  o  ;  cette  limite 
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il . cernaient  décomposer  jdBsorègles  pour  chaque  espiee 
de  fonction,  afin  d'être  dispensé  d^a|»pliquer: directement  ces 
procédés,  dans  les  cUt6|^  exemples  qu^)^  rencontre  ;  ces  rëgles 
donnent  la  dérivée  pour  chaque  cas,  sans  qm'il  soit  nécessaire 
de  £aire  d^  raisonnemêns  spéeileiùx;  on  opM*é  alors  comme  lors- 
qu'on fait  une  multiplication,  une  «iJtructioa.dejFacines,  on 
tout  antre  calcul  algébrique. 

66^.  Soit  y:=iA  +  Bw^Ct...\  A f  B,  C,  étant  des 
èonstantes,  u,  /. .  •  des  fonctions  de  x»  Pour  obtenir  la  dérivée, 
appliquons  la^prem^ëre  règle.  En  mettant  x  +  h  pour  x.  Ane 
change  pas ,  Bu  devient  B{u  +  u'h  -|-  aïi)  ,  Ct  est  changé  en 
C(d+  /fA  +  i8A);  ainsi  la  fonction  variée /"(x  +  h)  est  ici 

X:=^(,A  +  Bu—  Ct. . 0  +  (JBu^  Ci'..  .)h+  Bmh  —  C^h... 

Donc,  y  =  Bu  — «  C/. .  »  La  diriifie  d^un  polynôme  est  la 
(onuiw  des  dériyées  de  tous  les  termes  j  en  nqpsen^ant  les  signes 
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et  les  coeffieiens  :  les  termes  constans  ont  %éro  pour  dirivti^ 
Ainsi,  j^  =z=  a* —  x*  donne  ^  =  —  ar. 

^s=i  +4^ — Sx— S^v^donney  ss&r-— S-bgi:'. 

663.  Pour yz=:zu^tyU  ^t étant  fonctions  de  x  :  mettanl 
x  +  h  pour  x ,  il  vîent/(x  +  K)  ou 

r=(tt4.  m'A  +  «A)  (^+  /A  +  i8A)  , 

Demèmey  y^zu.t.i^y  en  faisant  ^.^s=iK,  deTientjr=:i».s| 
d'où  y  =  i/s  -^  z«/:  maiâ  aussi  /  ^z/if+it^y  donc 

y'==  ^m'  +  ft«i''  +  ï*^^- 

Ainsi ,  /a  dêrwée  d^un  produit  est  la  somme  des  dêrwêes  p^it^ 
en  regardant  successipement  chaque  facteur  comme  seul  val^ 
riahle.  Notre  démonstration  s'étend  à  /^,S. ..  facteurs,  (^^ojfh' 
n»68o).  '^ 

^  =  (a+x)  (a — x)  donney=:(a— a:)i  —  (a+^)i9P^ 
que  +  I  et  —  I  sont  les  dériinées  des  £sicteurs;  ou  y'=  — *» 

ys=[a  +  bx)x?  donne  y  =  bo[?  +  3x*(a  +  bx).  '3 

664«  s  et  tf  étant  des  fonctions  identique»  de  X,  changeons  f 
en  X -{->  A  dans  s  =s  i«;  nous  aurons 

z  +  zh  -|*  «A  =  M  +  u'k  -f-  fih. 

Donc^'rst/  (n*576);  de  même,  on  a  /=5=w*,a*=M*,...- 

Donc,  deux  /onctions  identiques  ont  aussi*  leurs  dérivées  idenr^ 
tiques  pour  tous  les  ordres^  *  v^ 

665.  Soitj^r=-;  on  en  tire  ty^=^u\  d'où  y* -(•^^='*.? 

i      i/— y/'  /     lît^'^ui 

puis  y=    ^-^  ,  ou  y= — - — . 

lia  dérivée  d! une  fraction  est  égale  à  celle  du  déruiminateat 
moins  le  produit  de  la  fraction  proposée  par  la  dérivée  de  sO 
dénominateur,  cette  différence  divisée  par  ce  dénominateur.^ 

666.  Ou  Ynexkf'èÉt  égale  au  dénominateur  multiplié  par  / 
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él/wée  du  numérateur^  moins  le  numÀrateur  multiplié  par  la 
ièrivée  du  dénominateur  j  cette  différence  divieée par  lé>  carré  du 
dénominateur» 
On  peut  encore  tirer  ces  rëgles  en  efiectuant  la  division  de 


^ u  -f-  vlh  "4"  •A  ___  M      /w'—  tt/    , 

àmsi,       y  =  -  — ,  donne  y ,:^  t— ?7 — rrr^^^ 

^      a       I — X  ^        a       {i  —  xf 

^^  3  —  M  ''•''  "^  (3  —  ixy  ~    (3—  2;r)*    * 

667.  Si  le  numérateur  ziest  constant,  on  fera  u^so,  etTon 

uit  si 

aura  y'  == r  =  -*-'^  :  la  dérivée  aune  fraction  dont  le 

.  -^  t  -j  * ^       '        •'  ■  '    • , 

numérateur  est  constant^  est  jnoins  le  produit  du  numérateur 
par  la  dérivée  du  dénominateur  j  divisé  pai'  le  carré  de  r.è  déno» 
minateûr. 

n  4    J  /  4iî?  8 

Par  ex- ,       ysss--^  donne  y  =  —  -s-^r^  =:  —  —:; 


oH"  ar 


I  ,      3j^ 3 

66&.  Chercbons  mainîteiiànt  I9  dérivée  dés  puissances.    ^ 

t*.  Si  nïestentier  et  positif  daïisy^=j[f*f  Comme  x"*==a?.a^"^', 
h  dérivée  relatiye  au  i*'  facteur  est  1 .  of*""*  ;  d'aprës  la  r^le 
les  produits  9  il  en  faut  dire  autant  de  chacun  des  m  facteurs  ; 
donc  la  dérivée  est  3/  =  m*"**"'. 

£t  s'il  s'agit  de  y^=s^,  z  étant  une  fonction  de  x,  comme 
aPssz.a"*"*  la  dérivée  relative, au  i*'  facteur  est  J .z'^^^y  cha- 
eau  des  nk  facteurs  z  donne  cette  même  quantité.  Donc  la 
dérivée  est  y  = /»«^""* .«' . 

Par  ex.,  jc=^a+ôx-f  ca:0"*=»"*i  en  faisant 

«=a  +  te  +  ^^i 
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et  Ton  a 

Pour  j^=«^(a+  ^«*)i  en  faisant  a+&«*=«,  on  a  z'=z2bx: 
et  par  la  règle  n«  663 ,   y  =  3x^z  +  xV  =  a?»(3a+  5ôjc*). 
Enfin,jf  =  (a  +  éx)*j  onaj^=ss*  en  posant  a  +  i«  =  «, 

tfoi  z'z=zbj     y  =  aaz'  =  ai(a  +  ^^)* 

2^  Quand  m  ««^  entier  et  négatif,  ?»=:—-/»«  et  j^ 


on  a  V  =:  -;^  ;  tfoi  y  =s ^^       i®"*  vertu  delà  rëglen^667, 

et  de  ce  qu'on  vient  de  démontrer ^  i^ 

Ainsi,  y  =  —  F»»*"»""',  a' =  irez"""',  a'. 


a 


pa 


Poary«-,  onay  =  -j^-;. 

3®.  Quand  m  e«^  fractionnaire,  m  ="^,  on  ay  =  jb'î'  ,   d'où 

y9  ==  sPj  en  élevant  à  fa  puissance  q  :  prenons  les  dérivées  des 
deux  membres  qui  sont  des  fonctions  identiques  de  x  (nf  &^fà,) 
p  et  q  sont  ici  des  entiers  positifs  ou  négatifs  ;  il  suit  des  /deux 
cas  précédens  que  y^^*"'.  y  =i/)a^"'*«  «'  ;  comme  /»  zzzqm^  et 
j'  =  «"*,  on  .a  {voy.  n®  670) 

Çz^/  ^z^  so£/i  r exposant  m.,  z  étant  une  fonction  de  x^  la 
déripée  de  z^  est  donc  mz"^^\z%  %  étant  une  dérivée  qu'on  tire 
de  z^=fx*  Nous  ne  dispns  rien  des  exposans  irrationnels  oa 
imagiiïïiires  ^  qui  rentrent  dans  les  précédens.  (  Fby.  p.  i5.)  Aa 
reste ,  voici  une  démonstration  qui  embraie  tous  les  ca^  . 

66g.  Changeons  a?  en  a;  +^  dans  ^  =  a;"* ,  i 

r  =  (i;  + AJ"  =7- +yA  +  etc.  ; 

d'où     (^)"=(i+|)=(,+.r=,+^+el., 

en  divisant  tout  par  x"*,  et  faisant  A=xa.  Or,  (i  +2)*  est 
indépendant  de  x,  puisque,  A  étant  arbitraire,  z  est  quelconque» 
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i^me  quand  on  détermine  x  :  il  faut  donc  que  notre  dernier 

ftcmbre  suit  aussi  sans  x^  et  par  conséquent  le  second  terme  en 

y 
aurticulier;  d'où  -—::j  =  constante;  c-à-J.  que  y  doit  être 

imposé  en  :c,  de  manière  que^diyisé  par  x*""',  le  quotient  soit 
Kke  fonction  àem,  telle  que/m,  ou  y'  =x"*~'.jf/i». 
Déterminons /m.  Nous  ayons 

(a?  +  A)" — iïî"  +  Ax"^'  .  fm  +  etc. 
kMic^       :  (x  +  A)*=3:a:?  + Ax"""«  ..yî» +etc. 

(x  +  ;^)'"+»  =  a?"-*-»  +  kxT^^^  '  f{m+n)+...., 

n  changeant  m  en  t»  ,  et  ertm'\-  n.  Mais  en  -multipliant  les 
leux  i'*'  équ.,  on  trouve  pour  produit  la  3*  équ.,  excepté 
[u'il  y  a  jfw»  +  /'/i,  au  lieu  de  /*(/»+ w)  :  donc  (^notC;  p.  iaiS) 

En  consid^ant  n  comme  un  accroissement  de  m  ^  on  a 
f{m  +  n)  =fm  +  nf'tn  +  etc.;  partant jfn:=3inf'm'^été.  ; 
et  puisque  le  i*'  membre  est  indépendant  de  m ,  le  ^  doit  aussi 
Pêtre,savoir,/"'wi=  un  nombre  inconnuiz;  à^oiLf"=f"r==.^=io^ 

et  fn:=2anj    d'où    fnï  £=  dm, 

n  s'agit  de  déterminer  là  constante  numéK^ùë  a.  Or  y  dn  a 

(x  +  A)"»  =  x^  +  Zîa;'»"' a/T*  4- «  •  •  • 
Faisant         ii*s=i ,  aï-j-A=a?-f'Aa;î-d'oJb'^ss|3'i^        -• 

.  •  •  ■  ■  ' 

Ainsi ,  fin :;=  n» ,  et  la  dérivée  est  y  =5  tox"*""*  .      . 
Maintenant  pour  ys=zz^yoi\  z  est  fonction  de  x^  on  a  '   '  , 

••-.il.'.  .■'.'•',.'  ,     i^    ■  ,  .        •  •  .    1    ,it> 

i 

670.  VouT  y=i  \/zs=z  z^  y  on  a 


T 


ml/*"' 
c^est  la  formule  des  dérivée»  des  fonctions  radicales. 

Rmr  ;y5:5  K^(«4i  ôx*)*,  on  fait  «aaii'rf^*x»j'etrott^*i 
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^  =  «S  y  =  |  zi.s^=i  )/(a+baf)  .  a&r. 
De  même     y=  l/x^  doimeV=  =  a:        =a      &     ^       A^xA, 

Gomme  les  radicaux  du  2*  degré  se  renoontreatpliii 
on  forme  une  r^;le  pour  le  cas  de  m  :=  21  ;  yssa  ^§ 

y  :=  — J-:  ladirUfie  <Pun  radicalcarri  êêtjê  çuoêhniit^ 

dériçée  de  la  fonction  affectée  de  ce  radical  ^  dinneée  ff^\ 
double  de  ce  même  radical* 

Par  ex. ,  yzi^a  +  h^x ,     donney  ^^rj/î+J';' 

Pour  j^=(a«»  +  é)*4-2V^(a*  — *»).(«— i), 

on  a  y=6a«.(«^+A}  +  î5^^f^. 


a* 


Si  l'on  eût  multiplié  haut  et  bas  la  fraction  proposée  par  \ 
X  +  V/(a*  +  ^*)  >  on  aurait  eu  \ 

67 1 .  Étant  donnée  une  fonction  compliquée  y  :=  fc^  auppoiOD» 
qu'en  représentant  par  %  une  partie  de  cette  fonction,  ou  s  ss  Ai^ 
la  proposée  devienne  plus  simple  et  exprimée  en  %  seul,  y^=^P>*t 
on  a  ces  trois  équ.,  dont  la  i*^*  résulte  de  l'élimination  dess  entrr 
les  deux  autres  : 

(0  y=f^>    W  i5=F»,    (3)  y=ç«. 

Nous  allons  tirer  U  dérivée  y'  de  ces  deux  dernières ,  sans  notu^ 
servir  de  la  i'*.  Comme  il  y  a  deux  variables  or  et  £ ,  notre  nota- 
tion ne  sufiSt  pins  ;  car  j/  ne  désigne  pas  plus  la  dériyéè  de  la  x*^ 
éqn.  que  celle  de  la  3*  ;  cependant  x  est  variable  dans  l'une ,  s  danft  ; 


FOMiflÔifS   ALGÉBRIQUES.  àl&f 

Fautre^  et  les  fonctions  /  et  ^  sont  très  différentes.  La  désirée 
dey  s'exprime  attséi  bien  par  ày  que  parj^  (n®  6S8)  ;  et  paisqne 

dy 

ladériyée  de  2;  est  a/  =  i ,  ou  dx  :=  i ,  nous  écrirons  ^ ,  pour 

marquer  iqœ  la  déritée  de  y  est  prise  relatiTement  à  la  variable, 

ppaeipale  x^qui  reçoit  l'accroissement  arbitraire  h.  On  appelle 

àj  la  différentielle  de  "jj  expression  synonyme  de  dériyée»  et 

qui  n'en  diffère  que  par  la  notation  qu'elle  suppose. 

Changeant  x  enx-^  A' dans  (2),  et  désignant  par  k  Paccrois- 

'     •     ds 
sonent  de  s,  Z — %z=zk,  on  à  k=  3-  A+«  •  •  •  »  cl^-s  lors ,  pour 

I  QX 

que  y  derieiine ,  dans  l'équ.  (3)  »  la  même  quantité  Y,  que  si  l'on 
eût  changé  x  en  x-^h  dans  (i)  ^  il  £aittt  changer  zen  %  +  k^ 

moir , 

Le  coefficient  de  h  est  ici  la  dérivée  de  ysstfz  ^  prise  comme 
sis  était  seule  yariable  et  indépendante  de  x^  ce  qu'exprime 
iH)tre  notation. 
Substituant  pour  k  sa  valeur ,  on  a 

Le  â^'teembre  ^  le  produit  dès  dérivées  des  équ.  (2)  et  (3)  » 
c^est-i-dire  de  ps  par  rapport  à  is,  et  de  Fx  par  rapport  à  x. 
La  déripée,^ une /onction  dez,  lorsque  z  estfçnction  de  "S.^  est 
k  produit  des  dérivées  de  ces  deux  fonctions. 

-  •  ,       '\    '  "  __-.....—..—_ 

(^)  OiMerrez  t^t  les.ds  ^i  sont  ici  ne  s'entre-détraiMtat  pas,  parce  que 
kds  qai  dÎTÎsé  ày  indiqae,  nôn-senlement  une  dîvuien,  mâîs  aussi  que  la 
Wrée  on  différentielle  fif  est  tirée  de  l'éqn.  f=^^z  ,^^comme  ai  raccroifae> 
Bioit &  était  attribué  à  z ,  et  non  p^a  à  xj  alors  dz  est  =s  i  :  d'nn  antre  côté, 
lemnlnpUcatenr  ds  indique  que  la  dérivée  de  z  est  tirée  cl^Téqu.  s=  Fxp 
'>yuit  pris  l'accroissement  A;  on  dx  =s  i. 
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Il  est  inatile  de  donner  des  exemples  de  ce  tbéorkme,  qm  t 
déjà  été  appliqué,  n®  668,  à  la  dériyée  de  s"*;  il  noos 
d'aiUears  très  utile  par  la  suite. 

672.  Il  peut  arriver  que  Féqu.^==/x  soit  asses  oompoaée 
qu'il  soit  nécessaire  d'y  introduire  deux  yariables  ztXu, 
sentant  des  fonctions  de  x  ;  alors  l'équ.  proposée  jrssfii^ 
résulte  de  l'élimination  de  x  entre  ces  trois  équ.  données 

(2)...  zz=Fx,  (3)...  M  =  4^,  (4)»«. J^  =  ç(«,i*)« 

Il  s'agit  de  tirer  de  celles-ci  la  dérivée  de  la  premièrci 
si  l'on  eût  changé  a?  en  a?  4"  ^  <l^iis  l'équ.  (i).  Cette 
mation  faite  dans  les  équ.  (2)  et  (3) ,  donne  pour  les 
mens  k  eti  qui  reçoivent  zet  u, 

ax  dx 

Changeons  donc  2 en 2  +  ^>  ^t  ueuu  +  i dans  i'équ*  (4) ; 
comme  cette  partie  du  calcul  est  la  tnéme  >  soit  que  h  et  i 
une  valeur  déterminée,  soient  qu*ils  restent  arbitraires,  s  et 
y  sont  traités  comme  des  variables  indépendai^tes.  Il  est  de 
permis  de  changer  d'abord  z  en  z-j-k  sans  altérer  u  ;  foSsy 
dans  le  résultat,  de  mettre  u+  £  pour  u  sans  faire  varierai 
Ce  double  calcul  conduira  au  même  but  que  si  l'on  eût  fait  I 
la  fois  les  deux  cbangemens. 

Mettant  2  -f-  i&  pour  z  dans  y  =:^  (2, 1^) ,  i«  est  assimiléiaax  VP 

très  constantes  de  l'équ.,  et  y  devient  y  +  n^  ^  +•  .*  Iljnestlà 

substituer  ici  z«+  ^  pour  m.  Le  i*'  terme  j^  doit  alors  être  co^^ 
déré  comme  ne  contenant  qu'une  seule  variable  iê,  et^  deyiei' 

-  .  .  -  .Ni. 

.    dj^  .  , 

Le  2^  terme  -p  k  est  pareillement  une  fonction  de  la  ^* 

riable  u]  mettant  ïf-f"^  pour  u,  le  développeplent  commencé 
par  ce  même  premier  terme  (n®  654)  f  ^^  sorte  que  la  somC 
est 


ff 

i^ 


Il  n'a  pas  été  besoin  de  considérer  les  termes  sobséquens,  parce 
que  le  but  da  calcul  étant  de  trouyer  le  coefficient  de  A ,  les 

termes  i^,  i^^  ih donneraient  des  Â%  A^. .  •  •  Substituons 

donc  ici  les  Taleurs  ci<»dessus  de  k  eX,i\  nous  ayons 

Le  coefficient  de  h  est  la  dériyée  cherchée  ^  comme  si  on  Teût 
tirée  directement  de  Féqu.  proposée  yz^fs;,  sayoir , 

Ax       du*  dx*  àz  '  dx' 
La  remarque  de  la  note  précédente  s'applique  ici. 

673.  S'il  j  ayait  trois  variables  dans  la  fonctioti  tr^ansformée 
y:=z^  (z,Uf  t),i\  suffirait  d'ajouter  au  2®  membre  un  3*  terme 

de  méine  forme  -r  .  -r-  >  eta^insi  de  èuite. 

d*     dx 

Donc,  ia  dêripée  cPiine  fonction  composée    de   différentes 

fonctions  particulières  j  est  la  somme  des  dérivées  relatives  à 

chacune  j  considérée  séparément  et  indépendaminent  Vune  de 

V autre j  en  suivant  la  règle  du  n°  671*  Il  est  yisible  que  les 

dérivations  des  produits  et  des  quotiens  ne  sont  que  des  cas 

particuliers  de  ce  théorème  (n^  663  à  667). 

Soit  V  =  ; Ti  ;  on  a  V  =  — ,  en  faisant 

•^       (i  — *)*  "^        u* 

z=:a-J-^Xy   M=:l  — x;     d'ou    zz=zbf     m'=:— i. 

La  dériyée  dej^,  u  étant  constante^  est  ~  ;  on  a— 5 —  pour  la  dé- 
rivée relative  à  z^^  par  les  règles  n°*667  et  668,  ^•.  ;  la  somme  est 

la  dérivée  cherchée  :  donc  y'  i=--  +  -s-  =  — 7 tô — • 


1 


2^0  CALCUL   DIFFÉRBHTISL. 

(,_x»)*— (3— 2r)jî     ^^—u         -.     ^ 

y^ priï =  -T" •  ^^"^'^^ 

prenant  les  dérirées  successiTement ,  en  ne  considérail  (fi^ 
variable  s ,  i^^  ou  ^i  et  ajoutant  ^  on  a 

y~~      1  ?~  (4  — 5x)* 

Lorsque  lèâ  valeurs  qu'on  doit  ^ler  à  des  yariaUes  £>».••• 
ne  sont  pas  très  compliquées  y  on  préfère  opérer  sans  le  noom 
de  cette  transformation,  en  la  supposant  tacitement.  Cestài 
qu'on  tire  de  suite  de 

yz=z  (a  —  2X  +  a^y,   y  s=:3Ça  — ar+x^)* (Sx*—  a). 

674*  Après  avoir  trouvé  la  dérivée  y\  en  traitant  cette  fonc- 
tion de  X  selon  les  règles  qui  viennent  d'être  posiées,  on  en 
tirera  la  dérivée  du  a*  ordre  y"  :  celle-ci  donnera  de  mème/i 
puisy'%  etc. 

Par  exemple,  ys=ixr^  donne  y=— ar"%  ^^ssax'S 
^"»==— a.3a:-4etc.,    j<»)=:±:a.3, ..  ;*arC«+0. 

1                     I    _i                  I    I    5 
Demèmey=z^x=:x* donne  y  =  -*    * >  ^^  = •  -^"* > 

V      1.3  -I     ,_  1.3,5  -I        .  1.3.5...  (a»— 3) 

Pour  y = x*"  ,  on  a  y.=  rax"»-' ,  j^"  =  m(m  —  i)a:^"^..., 
j^«)  =  m(m  —  i)  {m  —  a) . . .  {m — n  +  l)a;"»"». 

675.  Il  est  facile^  maintenant  d'appliquer  le  théorème  de 
Taylor  (-^,  n®  ôSg)  à  toutes  les  fonctions  algébriques ,  c-à-d. 
d'en  obtenir  le  développement  en  série ,  selon  les  puissances 
croissantes  de  h,  lorsqu'on  y  a  changé  x  en  a:  +  h. 

!•  Soit  y  =  a:""';  nous  venons  de  trouver  y%  y" Donc 

ï      I        A  ,  A»  A* 


Ce  développement  est  une  progression  par  quotient  (n^  579)* 
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«C*  ■""  €1*  Û* 

II.  V  = =  X ,  donne  de  même 

X  X  • 

m.  Pour  j^  =  (/  a:  ;  on  tronre  y't  y"  •••9  et  substituant  dans 
série  de  Irajlpr  ^  on  a 

IV.  En  général ,  jr  =  a:""  donne  le  développement  de  la  for- 
ittle  de  Newton,  quel  que  soit  l'exposant  m. 

m  — •  I 
(x  +  A)-*  =  a:«  H-  TOX*-'  A  + 1» r-a?^-»Â»  -^ .  • . 

w*  —  I     ?»  — -  a       iii>— 1*-4- I       ,   -^ 
2  6  n 

Fonctions  exponentielles  et  logarithmiques. 

676.  Pour  avoir  la  dérivée  de  j'  =^  =  a*,  suivons  la  règle 
du  n®  660  :  il  vient 

y(x  + A)  =<^*  =  a*.a*=3a*  H-  /A  4.eta  (n'^ôSS); 

foù ,  en  divisant  par  a* ,  a*  =  i  +  -^ A  +  pic. 

Le  I*' membre  de  cette  équation  étant  indépendant  dèx,  le  2*, 
et  en  particulier  le  coefficient  de  A ,  doit  aussi  l'être  :  donc^ 
/  doit  être  composé  ^n  x^  de  telle  sorte  que ,  divisé  par  a^,  le 
potieat  soit  une  consta|ite  k  f  fonction  inconnue  de  la  base  a, 
p'ssskm'.  Ainsi, 

et       a*=^,+fcx  +  -^+-^+  j^ , 

d'après  la  formule  de  Taylor.  La  constante  k  se  détermine 
comme  au  n**  585  :  on  pose  x  =  ij  puis^  dans  a  ==  i  +  ft  -f-  j^  A'^ 
on  fait  j([  =  1 ,  et  l'on  désigne  par  e  la  base  qui  oorrespo 
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e  =  2,718281828. . .  Enfin,  on  pose  kx=zi  dans  la  i'*  série} 
le  2®  membre  devient^,  et  l'on  sl  a^sse,  a  =  e*^  d'oii 

Log  e  log  e  * 

selon  que  le  système  des  log.  est  quel(K>ii({ué ,  ou  a  pour  base  «, 
,    ou  enfin  a.  Les  notations  convenues  p.  1^7,  sont  ici  employées:     ^ 
\a  désigne  que  la  base  des  log.  est  e^  ou  qu'il  s'agit  des  log.  né-    ] 
périens/  etc.  En  un  mot,  le  Calcul  différentiel  reproduit  les    \ 
séries  démontrées  n®  585,  et  par  suite  les  conséquences  qu'on 
en  avait  tirées. 

677.  Soitj'  =  (i*,  a  étant  une  fonction  de  x,  a  =^  :  la 
règle  n°  67 1  donne  y  =  fta* .  a'  =  a* .  a'  1  a  ;  a'  se  tire  de  «  =  j^. 
La  dérivée  dfune  exponentielle  est  le  produit  de  cette  même 

''  quantité  par  la  dérivée  de  V exposant ^  et  par  la  constante  k, 
qui  est  le  log,  népérien  de  la  base, 

-y  =  «"*     donne. . . .  y'  =  e^.mzt. 
j/  =  a3*-+" y=a^'^\Sla. 

y  =  aV'C^^+O y'  =  a»^C^'+0.     >^  ^"^  ^     ^. 

678.  Pour  j'  =  Log  Xf  la  règle  n®  660  conduit  à 

Y=  Log  {x  4-  ^*)  =  Log  X  +  y  h  +  eta 

^'j=Log(i+2)==y'arz+etc., 

en  posant  A=a:a.  Observez ,  comme  n^  66g,  que  z  est  indépen** 
dant  de  07,  puisqu'on  changeant  convenablement  l'arbitraire  A, 
z  peut  demeurer  constant  lorsque  x  varie.  Le  2*  membre ,  et 
en  particulier  le  terme  y'xz,  doit  donc  ne  pas  contenir  x\  y  est 
composé  en  x,  de  manière  que  le  produit  yx  soit  une  constante 
Wy  yx  =  M.  Ainsi ,  (n°  674) , 

,       M       „  M     „      olM      ^^  2.3M 

Log  (*  4-/0  =Loga:  +  MQ-.  —  +  ^_,...), 


EXPONENTIELLES,    LOGARITHMES.  ^j5 

Quant  à  la  yaleur  inconnue  de  M ,  elle  dépend  de  la  base  a 
do  système.  Soit  ^  le  log.de  i+z,  a'ï=  i-|-«=  i-f-fti^+^ft*^...  ; 
d'oji  z=skt  (i -|- i  ^^*  •  •  0*  Sabstîtuant  dans  la  série  de 
Iiog  (i-f*^)  y  120US  avons ,  en  supprimant  le  facteur  commun  t^ 

Cette  relation  doit  subsister,  quel  que  soit  ^,  i&  et  iKf  conseryant 
knrs  yaleurs constantes.  Soit  pris  2=0,  d'oii  ^=±:o,  puis  t=iPf  A  ; 

d'où  M={=  lose  =  ±,  y  =J-  =  -i-. 

11  est  aisé  de  yoîr  que  iXf  est  ce  que  nous  ayons  nommé  le  mo- 
dide  (p.  1 78),  facteur  constant  dans  un  système  de  log. ,  qui  sert 
Il  traduire  ceux-ci  en  log.  népériens ,  et  réciproquement.  On  re^ 
trouye  donc  ici  les  mêmes  séries  et  la  même  tbéorie  que  précé- 
demment. 


679.  Soity =Logz,  z  étant  une  fonction  de  xj  on  a  (p?  671) , 

,_Mz'_  z'  _    7! 
z  kz         z\a 

La  dérivée  du  log,  d'une  Jonction  est  la  dérivée  de  cette  fonction^ 
multipliée  par  le  module  et  dipiséepar  cette  même  fonction.  Le 
facteur  ^  est  i^  quand  il  s'agit  des  log.  népériens  (^), 

y  =  1^- j  =  Iz^  —  1/  donne      y  =  —  —  -  =  - 


jr=;Loga»  =  »Loga...     /  = 


ut 
Mnz' 


z     ' 


{*)  On  aurait  pti  tirer  la  dérivée  des  log.  de  celle  des  exponentielles  \yr=.a* 
«onne  ^  =  fl».a'la=^z'.la5  d'oîi  z'=  -~—  =  — ^.  Réciproquement,  de 
^tte  dernière  éqti.  on  pent  déduire  la  précëdedte,  c.-à*d.  la  dérivée  </  de  a*, 
2.  18 
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M 


y=  Log(x+v/i+x»)...  y  = 


1/(1+ a:*)' 


^~^V  \\/T^:^-xJ'y  =1/(1,+^')' 

680.  Les  log.  servent  souvent  à  faciliter  la  recherche  des  di* 
rivées. 

I.  Soity  =sut9z... .  ;  on  en  tîrelj^  =  la  +  l/  +  li^+  ...; 

puis  —  =  — }-  -  -J-  — • Multipliant  par  la  proposée^ 

on  Ry\  ce  qui  prouve  que  la  règle  n^  663  est  vraie  ^  quel  que  soit 
le  nombre  des  facteurs. 

II.  y  =  «i^  donne  ly=^.k,    *^  = )-  <^.lzj 

donc  /  =  2i^  ^ )-  *lz\ 

m.  Dey  =  a*',ontirely=ft*.Ia,  y'=a*' .^.z'ialft. 
IV.  j'  =  a*"  donne  ly  =  ^k  ;  donc 

Fonctions  circulaires. 

68 1.  Cherchons  la  dérivée  de  ^  =  sin  a;,  le  rayon  ^tant  i; 
on  a  sin  (r  it  A)  =  sin a:  cos  A  dz  cos*. sîn  fc  =jr  dt  j^'A+eta; 

d'oii   îicos«,sînA  =  2y'A  +  etc.,  sin  A=-^^^ — ofc  +etc. 

•^  cosa; 

Le  a®  membre  doit  ne  pas  contenir  x\  ainsi  le  coefficient  de  ^ . 
est  une  constante  inconnue  A^y'  •=iA  cos  a; ,  sin  A  zsxAh  +  etc.:  ; 

on  en  tire  —g—  =3  >^+etc.5  et  faisant  décroître  h^  on  voit  q»fi 


\ 
I 
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^  est  la  limite  du  rapport  dn  sinus  à  l'arc  h,  limite  (n^  862)  qu'on 
îait étre=  i  ;  ainsi,  -^  =:  i ,  j/ :=: cosx. 
De  même  pour  z  =  cosx, 

cos(x  lîz  A)  :=  cosx.  cos h  =p  sinx« sin A  =  s  ±  z'h  -f*  eta 

En  retrancliant,  on  en  tire  2  sin  x.  sîn A  ^s^  —  2Z^h  -f-  etc.  ; 

2' 

puis  sin  h  =  -: —  h  +  etc.  Mais  on  a  trouTé  sin  A  =  ik  +  etc.  : 
^  sinx  :' 

-*'  ^  • 

en  comparant .  on  a  -; —  =  i,  a  =— smjc. 

smo? 
Une  fois  connues  les  dérivées  de  sin  x  et  cos  a: /il  est  aisé  de 
passer  aux  dérivées  d'ordres  supérieurs ,  et  l'on  trouve  qu'elles 
se  reproduisent  périodiquement  dans  l'ordre 

sinx,    coso;,     -^  sinx,    — cosx. 
Le  théorème  de  Taylor  donne  par  conséquent 

in(x+^)=sinx(  I— 1 5-7...  | 

\         2       .^-^^    / 


sm 


+CÔSXI  A—  — X  + =*..  K 


Faisons  ensuite  successivement  Ass  o  'et=^9o^,  nous  trou- 
vons les  mêmes  séries  que  page  i83  ;  d'où  résultent  la  formation 
des  tables ,  le  rapport  sr  du  diamètre  à  la  circonférence  et  les 
formules  des  n°*  588  à  SgS. 

682.  Pour  jr  =  sîn  «,  on  a  ^  =  «'  •  cos  â;. 
Si  y  =  cos  a,  on  aj'' =  —  a' •  sin». 

Soit  y  =  tane  z  = ,on  a  (n°  666)  v'=  — —  =  z^ .  séc'z . 

•^  ^  cosz'        ^  ^'^       cos'2 

^  dèrîpée  de  la  tangente  d'un  arc  est  le  carré  de  la  sécante j 
Multiplié  par  la  dérivée  de  Varc  fonction  de  x.. 

Pour  y  =  cot  z ,  on  a  y  = -r-r--"' '  ' 

Puisque  l/j  (i  +cosx)=cos|X;  4a-dérîvée  de  ce  radical 
^—  i  sin  ^  X  j  c^est  en  effet  ce  que  le  calcul  donne. 

&ûty  =:=cosm2î  on  a  j^'=s-*-m»';sija»Ka,  :.,:'   * 

y  =  sinmz y'  =      ''**^-  cos  w*a. 

18.. 
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w^                    /f  N        ^-        y            8m(lx) 
De  ^=coa(l»)>ontirey=— -. 

m 

Pourj^ssoosx""',  on  a  l^:=8iiiâP.Ico8s;pai8 

y  = .donney^^ -^  =  a'  tamr  z.êécz ;  c?esl  ladé* 

•^       cosz  •^         cos»  ^^ 

rivée  de  ^=3  séc  a.  " 

m              ,  .                  /       (sinaV   .     *'co8ft  ,   . 

Poiirj^  =  l8m£,  on  9iy  =i-T — \  =  — ; =  *cot«, 


8in  s  sui  s 


-  y    (co8«y         - 

lco8» y  =  ^ =  —  «tang», 


^  =.  1  tang 2. .  •  •  y  s=s 


«'  2»' 


COS"ztaBg£  811122 

M.  Legendre  a  donné  dans  la  Gonn.  des  Temps  de  1819  dei 
séries  propres  au  calcul  des  log«  de  sin.,  cos.  et  tang. 

Soit  y  =log»  sinx;  appliquant  le  théorème  deTaylorjel 
désignant  par  iKf  le  module^  on  a 

,      --    ^  -    .         M  -       silfcosx 

log  sin  (x  +  A)  =  log  sînx  +  Mh  cotx  —  iW  — : f-  etc. 

8U12X 

0 

Transposant  log  sin  x ,  il  vient ,  par  la  diff.  A  entre  ce  log  et  cela 
de8in(x  +  A), 

A  =  4fft  cotaC  I ; (-  5-r-T-  ) —  T-r-T-  (i  —  |sm*a:). 

\        sm2x      osin'x/      ^m^x  ^ 

On  trouve  de  même  pour  les  difip.  Ai  et  A^  entre  les  log.  des  cos 
ou  des  tang.  de  x  -f*  ^  et  de  x  ^ 

^Mh/       i-^^,„^.2-         4  ^  .  4AfA4co8  2fl[/      sin«2Jr> 

A  «  =•?—-(  I— A cotaor^- .  A >  -f-  J À>  cot«  ax  )-f-.i — r-—! 3  {  % — w-- 

sinaorV  3       ,    3  J^     êm*^x      \  0    J 
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représente  ici  la  longueur  de  l'arc  différentiel,  (f^.  1. 1,  p.  3.55.) 
3st  ainsi  que  pour  avoir  lo^sîn  27^  33'^  connaissant  logarithme 
i  27®  3o',  on  fait  h  =  arc  de  3'  =  S^^sîn  1'.  Voici  le  calcul  : 

ï 4*94<^^  4:94^85  —      i^^  tei;ime  =    0.00079803 

!/.•....  1.6.3778  ^,B6vi5        '  «« =—0.00000078 

:otâr....  o.2835î      emax...— 1.91 336  3e =    o. 

i«r  terme  4.86ai5      a« 7.889164,—      A ==    0.0007273 

Le  3«  terme  ne  produit  rien  quand  logsitix. . .  =    i.'6644o96 

ne  prend  qoe  7  décimale..  logsin^r^y  =    T.GbSé^ 

ette  méthode  est  éurtout  utile  lorsqu'on  veut  calculet*  les  loj. 
Tec  une  grande  approx^imations 

■  • 

683.  Supposons  que  x  soit  le  sinus  d'Un  arc^;  ce  ^u'on  écrit 
linsi: 

y  x=: arc  (sin:^ a?) ,  ou x==: sin y. 

U  variable  x  qui  reçoit  l'accroissement  h,  n'est  plus  l'arc, 
liais  bien  le  sinus.  Or^  l'équ.  :c=:siny  donne 

y  co&y^    y       eosj'"^  V/(i— a:*)' 


Pour  y  =3  arc  (sin  =  is),  on  a  donc  \/s;=  -— ; ^;r * 

^  ^  -"  ^        V(i  —  iS*) 

Pour  y  =3  arc  (cos  =  a^) ,  on  aurait  yi=  -~ — "!?:•- 

y 

Prenons  y  =:  arc  (tang  =  z)  \  d'où  z  =»  tang  jr^  sizsa  '-^ —  , 

/=Acos»jf;  et  puiàque  cos^yz=±  —1-^,    y==— ^^. 

Ainsi  ^  ta  dérivée  d^un  arCj  exprimée  par  son  sinus j  est  1  di^ 
^isèpmr  le  cosinus;  celle  d'un  arcj  exprimée  par  son  cosinus ^  est 
"- 1  dipisé  par  le  sinus;  enfin-,  ceUe  d^un  arc  exprimé  par  sa 
^«ngen^^est  \  divisé  par  i  -f"  le- carré  de-  cette  tçtngente. 

Si  le  rajon  y  au  lieu  d'être  i ,  était  r,  on  aursât ,  en  rendant 
la  formules  homogènes  (n®  347,  ^^O» 
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^  =  arc(sJn  =  a),    j-^  arc(lang=«),    jr  =  taiig«,     ^ 

Défwées  des  Équations  « 

684  En  résolvant  Péqu.  F{x^  J^)  =  o  sons  la  forme  y^p 
il  serait  facile  d'en  tirer  y,  y'^jy"'»-  2  niais  cette  résol 
qui  est  rarement  possible ,  n'est  nullement  nécessaire  ;  ctr 
tons ,  pour  y,  s^  valeur  ^Ir  dans  la  proposée  ',  il  en  résultera 
fonction  de  a?* identiquement  nulle,  que  nous  âésignerons 
z  =  F(x,  fx)  =  o  -,  les  dérivées  «',  «",  «^. .  • .  seront 
(n^  664  )•  Or  y  pour  obtenir  a',  il  convient ,  d'après  ce  q«'oa 
vu  n°  672,  de  simplifier  l'expression  compliquée  /^(x,  jSt' 
en  égalant  à  ^  le  groupe  de  termes  ^^  et  d'appliquer  la  r^leed 
ce  n^  à  Péqu.  2  =  F(x,  y)  =  o,  qui  est  la  proposée  itAtti* 
Donc 

,      ds    ,  diE     ^  ,  diP  .  ds 

Ces  deux  termes  sont  des  fonctions  connues  de  j:  et  j^,  qa'oi 
nomme  Différentielles  partielles.  Par  e^i^emple ,  de  l'équatiai 
j^*  -(-  j;«  —  r*  =  a  =5  o ,  on  tire 

àz  As  ,  g  X 

De  même  a:*+y*-"2rx=r*  donne  ^j^  rHx     i  — o,  y'rsz •. 

oc^  -J-  2aa?^  =:  ay^  ;     (2ax*  —  3ay  *)^  '+  l^y?  -J-  4^»^  =  ®  • 

685.  11  est  vrai  que  y'  est  exprimé  en  x  et  y  y  et  non  en  J 
seul ,  comme  cela  serait  arrivé  si  l'on  eût  résolu  l'éqoaiioi 
F(j;,  j^)  =  o.  Si  l'on  ve^t  déduire  y  en  x  seul ,  il  reste  à  él^ 
miner  y  entre  l'équ.  2  ==: o,  et  sa  dérivée  si  acs  o. 

C'est  ainsi  que,  dans  le  premier  exemple ^  oik  aa;^  +  J^*  =7^ 

^+jy =o;d'o{ichassant;jf,  :x^^y'\i^ ^ x%y  ^  ^^^-—^ 
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Cette  élimination,  qui  est  raremeat  utile >  élère  y  au  degré 
même  où  se  trouvait  j^  dans  la  propoosé  2  r=  o;  car  quand  il  y  a 
0  valeurs  y  =^fXy  comme  le  calcul  de  la  dérivation  laisse  dans 
y  les  mêmes  radicaux  que  dans^  (n^  670)  »  y  a  aussi  n  va- 
leurs. Si  y  n'est  qu'au  1*'  degré  dans  z'  s=i  o  ,  cela  vient  de  ce 
que  y  s'y  trouve  aussi^  et  comporte  les  mêmes  radicaux  que  l'éli- 
mination de  y  doit  reproduire. 

686.  L'équ.  a'  =  o  renferme  x ,  y'  et  y ,  qui  sont  des  fono- 
tidns  û&'xc.  Le  raisômlement  du  n®  684  prouve  qu'on  peut  en 
tiii^r  l'équ.  e'  =  o ,  en  regardant  jf  et  y'  comme  contenant  x ,  et 
i^liquatit  la  rë^e  n^  672.  La  notation  dont  on  s'est  servi  devient 

alors  plus  étendue.  Par  ex.,  ,  <    ,   ,    "^    signifieront  que  dans 

lapreBÀiè^y  la  dérîvéeest  prise  d'abord  en  considérant  x  comme 
fériableyet  qu'on  a.pri^  ensuite  la  dérivée  du  résultat  rela- 
tivement ky\  dans  la  deuxième,  on  prend  les  dérivées  trois  fois 
SQOcess^es  :  deux  fois  par  rapport  à  or,  et  une  fois  pour  y.  Du 
reste,  il  suit  de  ce  qu'on  a  dît  (n**  672),  que  ces  dérivées 
peuvent  être  prises  dans  tel  ordre  qu'on  veut:  dans  le  2*  cas, 
on  pourrait ,  par  ex. ,  les  prendre  par  rappOtt 'à  y,  puis  deux 
fois  pour  X ,  ou  bien  une  fois  pour  07,  une  fois  pour  j",  et  enfin 
une  pour  x.  (  Poy.  n?  708.  ) 

ûz  '    dz 
P'après  cela ,  l'équ.  a'  ==  j-  --j-  -=- .  y'  ;=  o  donne 

d*s   ,       ,     à^z      .dz    .    ,    d*z    -^ 

d?+^J'-dr.d^+d^^  +àyy='^ 

Cette  équ.  du  i*'  degré  en  y"  donnera  y"  exprimé  en  x^y  et^; 
on  pourra  éliftiinisr  y'  k  l'aide  de  l'équ.  &^  ;=  o  ;  et  si  l'on  veut 
chasser  y  par  Véqu.  z  =  o ,  alors  le  degré  de  y"  s'élèvera. 

Ledérnier  ex.  n®  684  (2^»*  —  3ay*)  y'  +  /^x^  +  ^axy  =  o , 
en  prenant  les  dérivées  relativement  k  x,y  et  y,  comme  varia- 
bles indépendantes,  donne 

{nax^—  3ay*)  y"  +  i2x*-f  /\ay  -f  8axy'  —  6ûfyy^  =  0. 

687.  rSî.Ia . proposée. i&'=  o  renferme  un  terme  constant,  il 
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disparait  de  la  dérivée  a'  z=  o,  comme  on  l'a  vu  n*  662.  Ainsi,    - 
^  "+•  J'*  =37**  donne  x  rhy^  =  o  >  qoi  est  inSépendant  de  r^  et  ^ 
exprime  une  propriété  commune  à  tous  les  cercles  dont  le  centra    : 
est  à  l'origine.  Il  est  même  permis  de  chasser  telle  constante 
qu'on  veut ,  en  l'éliminant  à  l'aide  des  êqu,  2  r=:  o,  £^  =  o ,  sauf 
à  faire  reparaître  celle  qu'on  aurait  chassée  d'abord.  ^!=:iis  4-  ^ 
donne  y  =  a,  qui  ne  contient  pas  b  ;  et  chassant  a ,  on'a..\. 
y  =iyx  +  b  ,  qui  est  indépend^ntje  de  a.  . 

La  dérivée  du  2*  ordre  perd  une  2*  const&nte  ;  cdle  du  3^ 
ordre ,  une  3*  constante ,  etc. ,  et  le  résultat  expriioe  ain^i  une 
propriété  de  l'équ.  proposée ,  quelles  que  soient  ces  oon^tanteSt 
j^*  =  a  -p-  bx^  donne  y  y  =  — bx ,  yy*^  +  J''*  =  —  4  j  et  chas- 
sant b ,  il  vient  cette  équ.  dégagée  dç  a  et  6 , jjy'  ;=  (yy  -J-y*)  x. 

On  peut  encore  chasser  une  constante  c.>  on  résoly^t  h.  pro- 
posée 2  =  o,  sous  la  forme  c  =z  fÇjp.,  y),  et  différenciant. 
Gomme  les  deux  procédés  doivent  conduir(^:à  des;  résuIt|%Uéqpî^ 
valens^etque  celui-ci  introduit  des  radicaaxdépendans^  degré 
de  c ,  il  est  visible  quç  si  l'on  préfère  éliminer  c  entre  |es  équ,  ^ 
z  =  o ,  a'  =  o ,  le  degré  de  j^  doit  s'élever.  Par  ex. ,  • 

y— .2cy-fx*5=:c%    Cr  — c)y  +  x  =  o 
donnent  (a:*  — 2^)^** — ^yy' — a:*=o. 

688.  On  voit  donc  que  toute  dérivée  de  Tordre  /»,  de  l'équ. 
a  =  F  (j; ,  ^)  =  o ,  ne  doit  contenir  y^^^  qu'au  i*'  degré;  quand 

il  en  est  autrement ,  l'équ.  ne  provient  pas  d'une  dérivation  im-    ■ 
médiate ,  mais  de  ce  qu'on  a  éliminé  quelque  constante ,  ou  x, 
ou  j' ,  à  l'aide  de  l'équ.  proposée.  i 

Changement  de .  la  J^ariabh  indépendante. 

689.  Toute  question  générale ,  traitée  par  le  Calcul  différen- 
tiel ,  conduit  à  une  expression  en  x ,  ^ ,  y ,  y*' .. . . . ,  telle  que 

4C^,:>',(y'),(yO...]-- 

Lorsqu'on  veut  l'appliquer  ensuite  à  un  ex.  proposé  j^ss/^J^i 
il  faut  tirer  (y)  4  (/)... ,  substituer  dans  4^,  et  cette  fonction 
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est  plus  exprimée  qu'en  x.  Les  crochets  []  sont  mis  pour  ih- 
îqner  quex  est  vétriahle  principale  jet  reçoit  l'accroissement  A. 
lais  il  peut  arriver  qu'au  lieu  àe y'=z  Fxy  on  donne  deux  équ. 
lù  lient  y  el  xsi  une  3*  variable  t. 

y^=s(^ty   x=ft....     Ça), 

Il  faudrait  donc  éliminer  Centre  ces  deux  éq. ,  pour  ohienir  y=iFxf 
en  tirer  (y') ,  (y'^^eX  substituer  dans  4*  Ce  calcul,  ordinairement 
long,  ou  même  impossible  à  effectuer,  n'est  pas  nécessaire;  il 
■ffît  d'exprimeif  la  fonction  4^  en  t,k  l'aide  des  équ.  (a)  et  de 
leurs  dérivées  ç^,f,»,  :  celles-ci  ne  sont  plus  prises  par  rapport 
iXf  mais  bien  à  t,  devenue  variable  indépendante.  Proposons- 
îbus  donc  de  modifier  la  fonction  donnée  4^ ,  pour  l'amener  à 
enfermer  f,  ^\f,,. ,  au  lieu  de  x^  y^  Cy')»  •  •  Soient  A,  ft ,  » 
Bs  accroÎMcmens  que  prennent  ensemble  les  variables  a;,  3^9 1  : 

y-^Fx  donne  k  =  (y') h  +  l  Çy")  A*  +.'. .     (1) , 

y=^t: k=yi    +i/iv-'+.,.    (2), 

x=^ft hx=:xH     +ixV      +...     (3). 

Ces  dérivées  se  rapportent  aux  fonctions  respectives  F^  Çj/', 
y)  est  la  dérivée  de  Fx  relative  à  Xy  y\et  x^^sont  celles  des 
qu.  (a)  par  rapport  à /,  ou 

La  fonction  ^  est  donnée  en  (y') ,  Qy')»»  j  et  l'on,  veut  la 
raduire  en  jî',  y'^,  a:*,y...,  qui  sont  des  fonctions  connues  de  t. 

Égalant  les  valeurs  deft,  puis  mettant  pour' A' la  série  (3),  en 
«  bornant  aux  deux  premières  puissances  de  A  ^  on  a 

!t  comme  i  est  quelconque  (ja"  5^6) , 

I  .  .         •      ■  .  ■  '   • 

■  •  •  .  .1  *  ' 

Donci  pour  exprimer  4^  en  ^  seul,  il  faut  y  substituer  h 
»,  J' ,  Cy ) ,  iy")' . .  Us  valeurs  3t:c=sfty  yj^ç>t, 
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On  peut  tirer  C^")»  Cy")—  ^c  la  Talear  de  (y),  qui  est  I 
tient  des  dérivées  relatives  à  /,  tjrées  das  équation 

(y)  =  J  =|/-^  ~  df  •  57*  ^^  ^-^^^  représente  uni 
tîon  de  X,  (y  )  ==  F'x,  qu'on  peut  à  5on  tour  regarder 
une  fonction  de  t,  telle  que  (y')  =  ^i*,  puisque  x  =ft 
Qu'on  raisonne  de  même  pour  ces  trois  dernières  équ. 
conclura  que  (y")  doit  être  le  quotient  des  dérivées  de  ç 

relatives  à  t.  Or,  celle  de  ^i^s=  — ^  est  — ~'- — 7^ —  5  do 


X  x^ 


divisant  par  x'dérîvée  de  /î?,on  retrouve  Fexpression  D  c 
de  (y").  Pareillement ,  la  dérivée  de  cette  valeur  de  (y 
divisée  par  x',  donne 

et  ainsi  des  autres.  On  peut  donc  employer  4  de  trois  nu 
1**.  En  éliminant  j^  entre  les  équ.  (a),  tirant  (y'),  (y 

de  l'équ.  résultante  j^  =  Fx'^  enfin ,  substituant  dans  4  > 
2®.  En  mettant  dans  4^  pour  (y') ,  (y")... ,  leurs  valeu 

(jB)...  ,  ce  qui  exprime  ^  en  x  >  J^^y  ,y  •••  >  et  par  suite 

l'aide  des  équ.  (a)  et  de  leurs  dérivées; 

3^  Enfip,  en  fôriktant  en  fonction  de  t  la  Ibiction  (y* 

puis  prenant  les  dérivées  relatives  à  t,  divisant  chaque 
x'  ou  ft,  et  enfin  substituant  dans  4  1^  valeurs  ainsi  c 
pouF</),(y'')....   , 

690.  Soit  r  une  fonction  donnée  de  i,  r'=ift\  suppos 
les  équ.  (a)  soient  a;  ==  r  cos  *,  y  =  r  sin  *  (*);  d'où 


{*)  Ces  cqui  «ont  celles  qui  transforment  les  cooidonnées  de»rectj 
on  polaires  (a<*  385)  :  lorsqu'une  formule  différentielle  Af  aura  et 
|)our  le  i«r  système,  le  calcul  suivant  la  réduira  \  être  propre  an  a* 
qui  a  lieu  pour  les  valeurs  suivantes  de  4  :  Tane  exprime  la  tang.  de 
que  fait  un  rayon  vecteur  avec  la  tang.  &  une  coucbc  quelconque  \  Pai 
le  rayon  de  courbure  (  no*  734  >  733  ).  Ces  czpcessioos  sont  donc , 
calcul ,  traduites  en  coordonnées  polaires. 
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x'=/oos#—  rsint  y=r  smf-f-   roosty 

x'^r"  ooa  /— ar'sînf  —  roosf,j^*=r*5În^  +  2rcos^ — rsinl, 

etc 

Sobstituant,  dans  ^,  d'abord  les  expressions  (Z7)  qui  y  îatro- 
duiront  y,  x'^y" . . . ,  au  lieu  de  (/),  {y"). . .  ^  puis  celles  que 
nous  Tenons  d'obtenir ,  il  n'y  entrera  plus  que  tetr,/,/...^ 
qui  sont  connues  en  t,  par  l'équ.  r  '==^fu  Far  ex.  ^  si 

^après  la  yaleur  {JX)  de  (/)  £  et  comme  celles  de  x'  ety  don- 
nent j^'x  — x'y  =  r*,jy'  +  xx'  =  rr  (cette  équ.  est  la  dérivée 

de  X*  +  y*  =5  r*) ,  on  trouve  enfin  4  ==  t* 

n  s 

Pareillement,  «oit ^  =  £l±ê:^'  ==  y."^^?*  : 

on  a    /» +y»  =  r»  + /»,     *'/—/*'=  r*  +  2r»  —  rr'j 

donc  4  -  ^  +  a/.  _  ^»-       . 

4^  est  donc  connu  pour  chaque  valeur  de  t^  puisque  les  for- 
mules seront  exprimées  eo  t  seul,  lorsqu'on  aura.r  '=^ft. 

691.  Quand  %^  a  été  ainsi  transformé,  ^est  variable  indépen- 
dante; et  si  l'on  yeut  que  jip  soit  remis  danslsQn  état  primitif , 
il  sufQra  de  poser  «'  =  i ,  d'où  o  ==  «*  zs^-J'  =. . .  ;  car  y' 
redevient  (y),  et  par  suite  y"  se  change  en  {y^j  etc  C'est  ce 
qu'on  peut  vérifier  sur  nos  exemples. 

Une  fois  que  4^  est  généralisé  et  convient  à  la  variable  prin- 
cipale ty  il  est  indifiPérent  que  or  l'ait  été  originairement^  et  l'on 
peut  supposer  que  c'était  quelque,  autre  variable  u  qui  était  indé- 
pendante* Or,  en  faisant  x  =1,  on  exprime  que  là  variable  prin- 
cipale est  %\  do^c  /f  =:  I.  établit  la  même -chose  pour  p  :  la  con- 
dition qui  exprime  que  t  eàt,variable  principaiej  es^tT  rcz  i:;  d'oà 
p=  ^^  :^  ^. . .  :  on  dit  alors  que  la  diffirentùtie  deX^t  conS" 
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tante*  Lorsque  ^{/  a  été  généralisé  pour  convenir  h  toute  yariaUe 
principale  ;  aucune  différentielle  n*y  est  constante* 

Puisque  la  série  (3)  p.  28 1 ,  dérive  de  Téq.  x  ^=fty  x  désigne  -r , 

et  j/  =  I  montre  que  la  différentielle  de  x  relative  à  une  3* 
variable  ^quelconque,  est  constante.  De  même,  si  l'on  pose/^=i) 
pour  que  t  devienne  variable  principale,  il  faut  entendre  queia 
dériçée  de  t,  reîatiçe  à  une  autre  variable  u,  est  constante. 
Voici  l'usage  de  cette  proposition. 

692.  S'il  arrive  que  4  ne  contienne  pas  *,  4^  =  C^i  {Y) 9  (yO«-]  > 
réqu.  x:=ift  n'est  plus  nécessaire,  et  il  suffît  d'en  avoir  la  dé- 
rivée :/  '=-f^\  car  les  relations  {D)  n'introduisent  pas  x  dans  4^, 
mais  seulement  x' ,  y .  •  • ,  et  les  calculs  précédens  sont  faciles. 
Or,  si  cette  équ.  dérivée  donnée  contenait  t^  au  lieu  de  x ,  pour 
variable  dépendante,  qu'on  ait,  par , ex. ,  F{t^  / ,  jp)  =  o ,  il  fau^ 
drait  d'abord  généraliser  cette  équ. ,  pour  qu'aucune  différen- 

i 
tielle  n'y  soit  constante ,  en  mettant  -7  pour  /;  puis  faire  /  =  1, 

pour  rendre  t  variable  principale  ;  ce  qui  revient  à  remplacer  de 

suite  i  par  -7 . 

X 

Supposons  I  par  ex.,  que  les  équ.  (a)  soient  y  =  ^^,^  =  (/), 
la  dérivée  étant  ici  relative  h.  x\  pour  qu'elle  le  devienne  à  ty 
on  fera 

y  :b:i-,  d'où  x'  =  i,  a?''  =  —"21    etc.  ' 

*  y  y 

Quand  4^  aura  été  généralisé  par  les  relations  (Z>) ,  on  y  intro- 
duira ces  valeurs,  et  -i^  se  trouvera  exprimé  en  ^,  et  en  dérivées 
relatives  à  ^,  si  jip  n'y  entre  pas.  C'est  ainsi  que 

4  =  — ^/-TTT devient  —ru tii  1  pws  •— — -^ — jrr  . 

(y)  ^ï—y^       y(xy +y  ) 

On  voit  que  4  sera  exprimé  en  fonction  de  <,  puisque  y,  y' 
on  t  des  dérivées  relatives  à  *,  qu'on  tire  de  j^  =:  çif  r  4  sera  donc 
connu  pour  chaque  valeur  de  U 


iR 
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De  même;  si  les  équ.  (a)  sont  ^  =3  ^f,  /*  =z=  1  -|-^')«,  les 
JérÎTées  étant  relatives  à  x ,  on  change  celle-ci  en  /*  =  x'*  +y*  9 
posant  ^  =  I,  la  rarîable  indépendante  est  t,  et  l'on  a 
/*-("^'*=  '  >  d'où  a/x"  ^yy  =  o.  Notre  valeur  de  4  gêné- 

ralisée  devient  donc,  en  éliminant*"  ou  v" ,  J.  =  -7,=— .-21. 

Pour  obtenir  4  ^^  fonction  de  /,  il  ne  reste  plus  qu'à  tirer  de 
yz=,  fty  les  dérivées^  ,y ,  relatives  à  t,  puis  jp'  =  ^/(i  — . j/*), 
et  substituer  dans  4= ^^  •  J'"-  Si  au  lieu  de  jr  =:  ^^  ^  on  eût  donné 
s'zzzft^  on  aurait  opéré  de  même  sur  la  a*  valeur  de  •>[» 

Prenons  encore  4  =  ""?«>:>  *  étant  variable  principale /et 

où  l'on  veut  que  t  le  soit  à  son  tour ,  et  que  ^*  =  i  +  O'O*»  ^^^ 
formnles  D^  E  donnent^  après  avoir  mu  Itiplié  haut  et  bas  par  x^ , 


V* 


_  J.V*  —  sx'xY  —yx'x''  +  3y 

de*  *  +y  "=1  on  tirearV  +/jK''=oy**  +  x"^  +/y +^^^0 . 
Éliminant  de  cette  dernière  x" ,  puis  y  %  à  l'aide  des  deux  pré- 

cédentes ,  on  trouve  x*  c=  —  s^-—  "^^^  •  P^r  là  l'expression  4 

devient  enfin 

6g3.  Quelques  démonstrations  peuvent  être  simplifiées  par 
ces  principes.  Si  l'on  a  Féqu.  j'==/jc  (*),  et  ses  dérivées  (y) ,  (y") , . . 

(*)  Ceci  peat  se  démontrer  directement  j  car  soient  A:  et  &  les  accroisscmena 
^e  prennent  ensemble  ^  et  x  j 

y  =zfx    donne    k  =  yh  -f-  -  J^"^*  +•  •  •  > 
x  =±  ^    donne   A  =  afk  -f-  -  a:*A*  -f— .  .9 

pti»  I  =  Jt'y^,         a/y"  -f-  xV»  =  o,  etc "/ 

Enfin,  on  a  les  valeurs  de  ^r',  ^''. . . . 
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relatÎTes  4  a:,  et  qu*on.fenille  trouTer  les  dérÎTfes  de  a:  =  çjf  \l 
relatives  à  y  y  sans  j*ésoadre  la  première  équation  ,  on  fera  |i 
y  =  I ,  o  =  j<*  =aj^...  dans  les  équ.  (p) ,  c-à-d.  qu'A  soffira 

^    déposer  (/)  =  —,,  (y)  =—^.... 

Par  exemple,  y  =  a'  donne  (/)  =  ta'  :   on  en  tlie 
-^ = j&o*  =  ity  j  d'où  «  =T-->  lorsque  jf  est  variable  indipeii*    , 

L 

dante.  Il  est  visible  qu'on  a  ainsi  la  dérivée  de  a:  =  Ijogy.  ^ 

Pour  y  =  sin  x,    on  a  (j/)  b  cos  x\  donc»  on  troave    ^ 

Lrrrcosx,  o/  =  —  s=  777: :^  ,   dérivée  de  Féquation 

af  '  cos*        1/(1— y*)  ^ 

X  =  arc  (sîn  =  j')  p.  277. 

Enfin,dej^=:tangxontirela  dérivée  de  a:  =  arc  (tang=^): 

694  Pour  généraliser  une  fonction  4  du  1"  ordre,  on  change 

en  supprimant  le  diviseur  commun  d/;  mais  en  conservant  le 
souvenir  qi^e,  dans  le  2*  membre ,  dy  et  dx  désignent  des  diffé* 
rentielles  prises  relativement  à  t.  Donc,  quand  une  fonction 
déripée  -^  est  du  1^'  ordre  j  et  qufon  Va  exprimée  par  la  notation 
différentielle  d ,  elle  ne  devra  éprouver  aucune  altération  lorS' 
qu^on  voudra  changer  de  variable  indépendante  ^  seulement 
les  djj  dx...  qui  y  entrent  désigneront  les  différentielles  nia" 
tives  à  cette  nouvelle  variable.  C'est  ce  qui  rend  la  notation 
dîfiPérentielle  très  commode  dans  le  Calcul  intégral,  et  dans 
toute  opération  où  l'on  est  conduit  à  cbanger  de  variable  prin- 
cipale, pourvu  qu'il  n'y  entre  que  des  dérivées  de  i"  ordre. 
Soit  j^  =  sîna;  y  =  cos  z.z',  revient  à  dy  =  cosiK.d2;  d'où 

da  =  — —=:—-r      =:  ce  calcul   est  préférable   à  celui  du 
cos  c        Yi y»  "^ 


sfiftIK  DE   TAYLOR   FAUTIVE.  387 

tf  693,  pour  obtenir  la  dérivée  de  Téqu.  a  =  arc  (sin  =  j^)  ^^ 
Au  reste,  Payantage  dont  nous  parlons  n'a  plus  lien  pour  le 
1*  ordre,  car  la  7^  formule  (Z>)  devient 

dV djf.d*^ — d^.d*j 

Ici  les  dérivées  sont  relatives  à  une  troisiëtne  variable  t ,  dont 

on  suppose  que  xety  sont  des  fonctions  données  II  suit  des 

principes  d'où  nous  sommes  partis ,  que  le  i**^  membre  n^est 

dy 
autre  chose  que  la  dérivée  de  -p-,  qu'on  divise  ensuite  par  dx  j 

et  qu'en  considérant  ces  dy  et  àx  comme  des  fonctions  de  û,  on 
peut  poser  (n**  689,  3**.) 

dV    _*w)        d^j^_^Vd£y 
dar*    ~      àx  '       d^  ~    dj:    *  •  '  ' 

en  sorte  qu'il  est  bien  facile  de  retrouver  les  équ.  (D) ,  (JE) . . . , 
et  même  de  les  conserver  dans  la  mémoire. 

Des  cas  oà  la  Série  de  Tajrhr  est  en  défaut. 

695.  La  formule  {,A^  n^  669)  peut  ne  pas  être  vraie,  quand 
on  mettra  pour  x  un  nombre  a  ;  car  j^  =/j?  y  devenant y*(a  -f-  h) 
lorsqup'on  change  a:  en  a  +  ^  >  il  se  pourra  que,  x  étant  engagé 
sous  des  radicaux ,  la  valeur  a^-^-k,  qu'on  mettra  pour  x ,  laisse 
h  sous  quelque  radical,  parce  que  les  constantes  de  la  fonction  / 
auraient  détruit  a  :  ainsi  h  aurait  des  puissances  fractionnaires. 
On  sent  d'ailleurs  quey(a  +  h)  ne  contenant  d'autre  variable 
que  hj  n'est  pas  toujours  développable  suivant  les  pubsances 
entières  et  positives  de  h.  C'est  ainsi  que  cot  7i,  log  h. . .  ont  des 
exposans  négatifs  pour  A,  puisque  7^  =:  o  les  rend  infmis. 

3 
Soit  j'  =  V/x  +  \/(x  —  ay  ;  pour  x  =  a  +  ^  ?  oï*  a 


!288  CALCUL  DIFFÉREUTIEL. 


Enfin,  —-. r+V/^  devient  A""  *+  l/«4" 


iK 


Jusqu'ici  nos  règles  ont  été  sans  exception  ^  parce  que  si 
conservé  sa  valeur  générale  ;  mais  quand  nous  voudrons  apfli* 
quer  ces  règles  à  des  cas  particuliers  oii  x  sera  un  nonibn 
doBné,  il  se  pourra  qu'accidentellement  on  tombe  sur  une  et 
ception  du  théorème  de  Taylor;  il  convient  de  trouTer  dd 
caractères  qui  annoncent  cette  circonstance  ^  et  d'apprendre  es' 
qu'on  doit  faire  alors  pour  trouver  la  vraie  série  àef(fi  •{-  A). 

696.  Ordonnons,  suivant  h  y  le  développement  de  /*(a-}-i)') 
m  étant  la  moindre  puissance  fractionnaire  de  h^  oomprifl 
entre  les  entiers  /  et  /  +  i  ;  on  a 

f{a  +  h)  =  A  +  Bh  +  Ch^  +  DhK..  +  LW  +  JlfA»... 

Si  m  est  négatif,  Mh^  est  le  i*'  terme  de  la  série.  A^  B,C 
sont,  en  général,  des  constantes  finies  et  inconnues. 

Puisque  cette  équ.  a  lieu ,  quel  que  soit  h ,  prenons  les  déri-   'r 
vées  relatives  à  cette  variable  : 

/  (a+A)===2C+  2.3iD^...^-Z(^I)L^'-*+TO(/l^-.^)^A«-■... 

etc . 

£n  faisant  A  =3  o,  on  trouve 

A^fa,    B=:fa,     C^\fa,    D^\fa....  \ 

Les  coefficiens  A  y  B...  L  sont  donc  les  valeurs  que  prcnd^  4 
et  ses  dérivées ,  lorsqu'on  y  fait  x  =  a ,  précisément  comme 
dans  la  série  de  Taylor.  Mais,  à  chaque  dérivation ,  le  i"  tenne 
disparaît,  parce  qu'il  est  constant;  à  la  /'  dérivation,  on  oblienti; 
àla(/+  i)',  on  a 

/Ci+o  (a  +  h)  =  m{m  —  i) . .  .   Mh"^-^-'  +. . .  ; 
et  comme  m  est  une  fraction  <  /+  i ,  ce  i**"  terme  a  un  expo- 
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négatif ,  et  A  =  o  donne/  ^'**'*^  a  s  oo.  A  partir  de  y^';^*^, 
3s  les  dérivées  sont  de  même  infinies ,  parce  que  cet  expo- 
reste  sans  cesse  négatif  (n"  668 ,  7^^.). 
me,  1°.  si  la  valeur  j:  =  a  ne  rend  infinie  aucune  des  fonc" 
yf  y  y  y"—}  le  développement  de  Taylot  n^est  pas  fautif 

59); 

.  Si  l'une  des  fonctions  j,  y\  j"*  •  •  déifient  infinie  pour 
a  y  toutes  les  suivantes  le  sont  aussi  ^  le  théorème  de  Tcvylor 
faaUifqu^à  partir  du  terme  qui  contient  la  première  dérii^ée 
ie;  h  reçoit  en  ce  lieu  un  exposant  fractionnaire. 

Si  y  est  infini,  y  ^  y"  •  >  •  le  sont  aussi^  et  à  a  despuis^ 
s  n^atives. 

.  Pour  y  z=:zx^  y  comme  la  dérivée  de  l'ordre  n  est  de  la 
e-^jc"*"",  qu'aucune  valeur  de  a;  ne  rend  infinie ,  si  cô 

j;  =  Oy  quand  m  n'est  pas  entier  et  positif,  on  reconnaît 
la  formule  du  binôme  (x  +  A)"*  n'est  jamais  fautive  (  ce 
xcepté  ).  On  en  dira  autant  des  séries  de  a* ,  Log  (i  -f-  a;) 
r  et  cos  X, 

17.  Il  reste  à  trouver  le  développement  qui  doit  remplacer  la 
ie  fautive,  quand  ce  cas  existe  :  à  cet  efiet,  changez  x 
:  +  h  dans/x,  et  faites  le  développement  de  f(a  +  h)  k 
e  des  séries  connues.  Par  ex. , 

^==c  +  (*  — i)V^(a;  — a)donneyr=:-^^^^-— . 

:a  rend  y  infini;  donc  y"  ^  y" . . .  le  sont  aussi,  et  h  doit 
r  un  exposant  entre  o  et  i  dans  le  développement  de 
=/(a  +  h)  :  le  i"  terme  est  y  =^c.  Qu'on  change  en  effet 

ia^h  dans  la  proposée ,  on  a  F  =  c  -f-  («  —  ^)A*+A» . 


'A 


oit  encore  y  =  c  +  J?  +  (x  —  b){x  —  a)»  j 

:=  a  donne  y^sc-^- a^y'  :=:  i\  les  autres  dérivées  sont  î 
a.  19 
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finies.  Le  développement  %lej{a  +  h)  commence  par  (c+fl)- 
les  antres  tei'més  ne  procèdent  plus  selon  A* ,  A^ . . .  En  d 
mettons  a  -f  A  pour  x  ^y  devient 

r  =  (c  +  a)  +  A  +  (a  —  *)  A  »  +  A  » . 

698.  Lorsqu'on  a  trouvé  les  divers  termes  non  fautife 
série  Y,  pour  obtenir  les  suîvans,  retranchez  de /{a  4' 
partie  connue  ^  le  reste  étant  réduit,  sera  une  fonction  «S 
quMI  s'agira  de  développer  en  une  série  qui  ne  procède  pi 
Ion  les  puissances  entières  de  h. 

'  Soit  j4  la  valeur  de  S  pour  As=s  o;onai9=3^4'^ 
T/t  étant  la  plus  haute  puissance  de  h  qui  divise  S  '-^Aj^ 

le  quotient  Mz=,  — -^^ —  ne  soit  nul ,  ni  infini ,  pour  h  : 

Cette  condition  fera  oonnaitlre  le  nombre  m  ^  et  la  fonctl 
de  h.  De  même  on  fera  A  =  o  dans  M\e\.B  étant  la  valen 
prend  alors  A/,  on  posera  2ïf  =  5  +  JVA*,  et  l'on  troui 
et  Nj  ainsi  de  suite.  DonCf 

5'=  A  +  Bhr  4.  CA"**  4.  Dh'^*'^ . . . 

sera  le  développement  demandé.   Si  S  doit  avoir  des 
sances  négatives  de  h,  on  fera  h  =  A'"*,  et  l'on  dévelo 
selon  hf;  on  changera  ensuite  les  signes  des  exposans  d 
(  Foyez  les  Fonct.  analyt.^  n"  1 1  et  120.) 

699.  Examinons  ce  qui  arrive,  lorsque  xss^a  chass 
terme  P  delà  fonction^;  P  a  pour  facteur  quelque  puis 
m  de  X — a  {n?  5oo),  ou  P=::Q  (x — a)". 

1**.  Si  m  est  entier  et  positif,  la  dérivée  m' contient  un  1 
dégagé  du  facteur  «—  a ,  puisque  l'exposant  s'abaisse  succe 
ment  jusqu'à. . .  2,  i  ^  o  ;  ainsi,  le  facteur  Q,  qui  a  dîspa 
toutes  les  dérivées,  reparaît  dans  la  m' et  les  suivantes  :  le 
rème  de  Taylor  n'est  pas  fautif,  et  il  ne  se  présente  ici  ri 
particulier.  Soit^=(jp — a)*.(A; — b) — ojc^j  on  a 

2^.  Quandm  est  une  fractioa  comprise  entre  /  et  /-{-'^  * 
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fait  disparaître  Q  de  toutes  les  dérivées;  celle  de  Tordre  /+  x 
prenant  le  facteur  (ar  —  a)"^'-',  l'exposant  est  négatif,  la  dé- 
rivée infinie,  et  h  série  de  Taylor  fautive  à  partir  de  ce  terme; 
et  en  effet,  puisque  le  radical  indiqué  par  («  —  a)"*  disparaît 
de  toute  la  série,  et  reste  cependant  dans  f(a  +  h) ,  les  deiUL 
membres  n'auraient  pas  autant  de  valeurs  l'un  que  ^a^tre,  si 
h  ne  prenait  ce  même  radical. 

5 

Ainsi  y  =  or*  +  (^  —  *)  (^ — ût)* 

donne     Y=  a^  +  Za'h  +  3a  A^  +  (a  —  i)  A*  +  A'  +  h\ 

Voyez  aussi  les  exemples,  n**  GgS  et  697. 

3".  Si  m  est  négatif,  P  et  toutes  ses  dérivées,  ayant  jf— a 
au  dénominateur,  sont  infinis  pour  âp=a,  et  le  développement 
de  Taylor  étant  fautif  dès  le  i*''  terme ,  A  a  des  puissances  né* 
gatives.  C'est  ce  qui  arrive  pour 

y=  — — :     dmi     F=  a*^-*  +  m  + /r , 

*^~|/(ar»~ax)  '    ^~  a\a)       ""  mW   "^  8^vâ/ 

« 

700.  Supposons  que  x^=::ia  fasse  disparaître  de  y  un  radical 
qui  subsiste  dans  y\  c.-à-d.  que  la  i'*  puissance  de  a:  —  a  soit 
facteur  de  ce  radical  :  pour  x^r^a^y'  se  trouve  avoir  plus  de 
valem*s  que  j^,  à  cause  du  radical,  qui  n'existe  que  dans  j/. 
En  élevant  l'équ.  j^  =fi^  à  la  puissance  convenable,  on  pourra 
détruire  ce  radical,[qui  n'entrera  plus  dansl'équ.  2=F(jr,^)=:o. 

Prenons  la  dérivée  (n®  684)  j — f"  7ï~  •J''  ^^  ^  '  ^*  substituons 

a  pour  a:,  et  pour  j^  la  valeur  unique  dont  il  s'agit  j  les  coeffî- 
ciens  deviendront  des  nombres  ^  et  B  y  savoir ,  j4  +  £y'  =  o. 
Mais,  par  supposition,^'  a  au  moins  deux  valeurs  correspon- 
dantes «  et  i^,  savoir,  A  ^  Ba=:zo,  A  -{-  Bfi-zno'y  donc 
J5(<  — /S.)z=o',  ou  B=o  et  ^  =  0,  puistjue  a,  est  différent 
de  ?.  Donc  notre  équ^  dérivée  de  s  =  o  est  satisfaite  d'elle- 
wême  et  indépendante  de  toute  valeur  de  y  : 

19* 


< 


) 
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ds  dis  /        O 

Passons  à  l'équ.  dérivée  du  2*  ordre  (n^  686)^  qui  a  la  fonne 

I 

^y+i»/y.+  2ivy-fx=oi  i 

le  i**^  terme  disparaît  ;  et  comme  M,NetL  sont  des  fonc&M 
de  X  et  j'  sans  radicaux ,  l'équ.  il/)/*-|-aAy+Zs=o  iea 
connaître  les  deux  valeurs  de  y' ,  attendu  que  M,  N  étLwâ 
des  constantes  connues  :  àmoin^  qu'il  ne  dût  y  avoirplusdedoB 
valeurs  de  y',  contre  une  dej',  pour  x=aj  car  3f,iVet£  devniai 
se  trouver  nuls  ensemble^  et  il  faudrait  recourir  à  l'équ.  dn 3 
ordre. ^^  et  y  s'en  iraient  ^  parce  que  leurs  coefficiens  éttf 

3(il[fy'+iV)  et  —  qui  sont  nuls ^^'  entrerait  alors  au  cnbe. 

y 

En  général ,  pn  doit  remonter  à  une  dérivée  de  l'ordre  dan 
dical  que  x=a  cbasse  dejr. 

Soit  par  ex.  y  =a;  +  (a:  —  a)  {/{x — b)  , 

xs=zadoTLney=ia,  ety'=  i  zh  \/(a  —  i).  Mais  la  propo» 
revient  à 

{y^xy=  (a:— a)*.(a:— J); 

d'où     2(^  — x)y=2  (^jr  —  x)  +  (x  —  a)  (3a?— 2i— a). 

Chaque  membre  devient  nul  quand  x=zyz=:za,  La  dérivée  ( 
2®  ordre  est 

qui  donne  (y— i)*  =  a  — i,  et  la  même  valeur  dej^  q 

ci-dessus. 

j  3 

De  même j^  =  (x — a).  ( r  —  i)a,  donne j^=: o, y=  }/(j^^ 

quand  xz=za.  Mais  si  l'on  cbasse  le  radical,  et  qu  on  prenne 

dérivées  des  trois  premiers  ordres 
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j^3==    (x  —  d)\  X  —  6), 
3^y_    (j;_a)*(4x— 36  — a), 
j*y''  +  2yy*=2(x — a)  (2r—   a  —  ô), 
y^f^  6jyy +2/3  =8x  —6a  —26. 

aetj^=o  satisfont  aux  trois  premières  éqn.,  et  là  4'  donne  - 

3  _; 

:  1/  a—  6  y  comme  ci-devant. 

Je  radical  disparaît  de  j^  et/,  mais  reste  dans/,  {x-^ctf^ 
leteur  de  3'  et/,  qui  ont  un  égal  nombre  de  valeurs ,  tan» 
ue/  en  a  davantage,  pour  jc  =  a.  Si  donc  on  fait  évanouie 
dical  de  la  proposée  j'ss/r,  et  qu'on  cberchej^''  &.  l'aide 
dérivée  du  2*  ordre  de  l'équ.  implicite &.=  o,  elle  devra 
er/'zr:!,  comme  se  trouvant  satisfaite  d'elle-mémfi. 
assera  aux  dérivées  3*,  4**  «  •>  <]ui  seules  peuvent  faire  con?- 

i  raisonne  de  même  quand  (a?'»  af  est  facteur  d'un  radi- 
ans y  =^,  etc. 

r  exemple  j^  =  a7-f-(r— a)*  j/a:,  quand  a:e=a,  donne 
ayj' ^iTjy"  =:  ztl n^ai  mais  la  proposée  revient  à 

(/— ir+yC^'  — ^)=2(x— ^)'(5j^— 2a),   ' 
3rV— i)  +/(j'-^)=6(x— a)  (5x— 3a), 
?^*+^V~0  +y^CK— :«:)=i2(5a:-4a). 

id  x=:ay  on  trouve  y =a;  tout  se  détruit  dans  l'équ.  du 
rdre^  celle  du  2^  donne  y^  =  i  ;  la  suivante  est  o  ?=?  o ,  et 
la  dernière  donue  /=5=db  2  \/a. 

Limites  de  la  Série  de  Tajrlor. 

n.  Prenons  un  terme  Ah*  de  la  série  /(a+A),*  étant 
if;  ce  terme  et  tous  ceux  qui  suivent  ont  une  somme  de  la 

le h* {a + Bh^)  (  n«  698) .Ov^A+BJifi  se  réduit  à  A lors- 
Âest  nul,  et  croit  par  degrés  insensibles  avec  le  facteur  h^ 

est  très  petit ,  A  l'emporte  donc  sur  Bh^.  Ainsi,  on  peui 
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prendre  h  (Uiez  petit  pour  quun  terme  quelconque  de  la  iim  l^^ 
f(a-f~li)  surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suipent. 

702.  Quand  a  croît  et  devient  a  +  A,  fa  peut  être  de 
nature  à  augmenter  ou  à  diminuer  »  h  étant  positif.  Dans  h 
série  /(a-j"  li)'=^fa  +  hf  a . . .  comme  on  peut  prendre \i très 
petite  le  signe  ^e  fa  détermine  celui  du  développement  de 
f(a'\'  h)  —fa-,  si  fa  est  positif ,  fa  est  donc  croissant;  le 
contraire  arrive  quand  fa  a  le  signe—.  Cest  ainsi  qne  sina 
croît  jusqu'à  go^,pour  décroître  ensuite^  parce  que  la  dériféeooss 
est  positive  dans  le  i*'  quadrans^  négative  dans  le  a^  Donc» 
si  fj,  reste  positif  depuis  x  =  a  Jusqu^à  x  =  a  +  b ,  sans  it- 
ifenir  infini,  fx.  va  croissant  dans  toute  cette  étendue. 

Que  dans  f{a  +  k)  on  fasse  croître  h  de  zéro  à  ^ ,  et  qne 
a-f-^==P  et  a+/A=:jr  soient  les  valeurs  qui  donnent fc 
moindre  et  le  plus  grand  résultat  ; 

f'(a+h)-f'F,    fq-f{a+h) 

seront  positifs  :  or  ^  ce  sont  les  dérivées^  relatives  à  ft ,  de  C^ 

f(^a  +  h)-/a-^hfp,   fa  +  hf'q—f(a-\-h). 

Ces  fondions  doivent  donc  croître  depuis  h  =  o  jusqu'à  A=4i  ; 
et  comme  A =0  les  rend  nulles,  elles  sont  positives  dans  cette  ^ 
étendue,  ou 

fia-\-h)>fa+hfp     et     <fa+hfq; 

ce  serait  le  contraire  si  h  était  négatif  :  donc  f{a-\'K)^=:'fà'\'  ' 
un  nombre  compris  entre  hfp  et  hfq ,  c.-à-d.  que  si  Von  borm 
la  série  f(a  +  lî)  au  seul  premier  terme  id^yV erreur  est  '^hH'p^^ 
<hî'q. 

Admettons  maintenant  que  la  série  de  Taylornesoit  pasfaa-  - 


(*)  I^x-hh)  devient  Fz,  qnand  on  pose  jr-f-A  =  2 }  prenons  la  dérvu^etv 
lative  soit  à  x,  soit  à  h  5  comme  «'=  i ,  elle  sera  e'galement  F*z  (n®  G72)  0» 
pent  donc  supposer  /^(ar+Zt)  provenuc  indifféremment  de  la  variation  de 
X  onde  h  dans  /^(x  +  A),  Ainsi,  c£Uoique  nous  considérions  ici  des  dériv*^ 
relatives  h  h^  elles  se  trouvent  être  les  m(?mes  que  si  on  les  eût  prises  pour  Xt 
et  fait  ensuite  r  =  a. 
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•     tiyc  dans  ses  trois  i •'•  termes  f(a -f-  A) ssfa'-^hfa  +  ^ h^a. ... 
[     iSoient  p  et  q  les  valeurs  moindre  et  plus  grande  que  reçoit 

fÇa-^h),  depuis  /i  =o  jusqu'à  A  =  &;  dans  cette  étendue  «  les 

foantités 

sont  positives 9  ainsi  que  leurs  primitives 

f'(a  +  h)-fa-hf''p,   fa  +  hfg-f'ia+h), 

puisque  A=o  les  rend  nulles.  Il  faut  en  dire  autant  des  primi- 
tives de  ces  dernières^  qui  sont 

donc  f(a  +  h)=fa  +  hfa  +  \h^A, 

A  étant  un  nombre  compris  entre  f^p  elf"q.  En  botnanê  la 

ièrie  de  Taylor  aux  deux  premiers  termes  ^  V erreur  est  donc 

comprise  entre  les  limites  îli^fp  e/  ^h*£*q. 

En  général,  si  l'on  arrête  la  série  Aef{a^h)  au  terme 

qui  précède^" y  l'erreur  sera  comprise  entre  les  produits  de 

j         A* 

I    r pary^*)p  etf^^^qf  ou  par  des  nombres,  l'un  plus 

grand  que  la  i'%  l'autre  inférieur  à  la  2*  de  ces  quantités  :  p  et  q 
•ont  les  valeurs  de  x  +  A,  qui  rendent /""(or -}-  A)  le  plus  petit 
«tle  plus  grand  dans  Tétendue  comprise  de  A  =  o  à  A  quelcon- 
qae.Mais  il  faut  qu'aucune  des  fonctions^,  f^y  •  '/^"^^'ne 
devienne  infinie  depuis  x  =  a  jusqu'à  a:  :=:  a  +  /*. 
Et  puisque  p  et  ^  sont  des  valeurs  intermédiaires  entre  a  et 

a+  «,  Terreur  est  — - — 5 ,7  étant  un  nombre  convena- 

i«2*o*«»  n 

Uement  cboîsi  et  inconnu.  On  peut  donc  poser  exactenient^ 

pourvu  qu'aucune  des  dérivées  ne  soit  infinie ,    - 

Nous  avons  ainsi  une  nouvelle  démonstration  •  de  la  série  de 
Tajlor  ,  et  nous  savons  mesurer  l'erreur  qu'on  commet  en  l'ar- 
Htant  à  un  terme  désigné,  ou  obtenir  une  expression  finie  qui 
en  soit  la  valeur. 
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Par  ex.,  y'=a!'  donney'îrrrè-.o*;  /C»)(a:+A)=A».a^r 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  yaleor  répondent  à  As  o  et  A 

quelconque.  Les  limites  de  l'erreur  sont  les  produits  de  — r — - 

par  a*  et  a***.  Pour  a*,  ces  derniers  facteurs  sont  i  et  a*. 

A*      / 1  I      \ 

Pour  log (a:  +  A ), les  limites  sont ih — X  f  — 5  et      ai\%\* 

Enfin,  y5=x"  donne  j^C»)  =  [toFuJ^^*  (n**  475)  :  l'errenr 
est  donc  entre  ces  limites 


^^SH^JÎk  X  [x»—  et  (x+A)"""] ,  ou  [mC»3A»(x+Ar-'. 

Développement  des  fonctions  de  plusieurs  Variahks. 

703.  Soit  â;  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes 
a:  et  j^,  z=~f{x,  y)  ;  proposons-nous  de  changer  x  en  a;  +  A, 
^  en  y  -4-  i&;  et  de  développer  selon  les  puissances  de  ces  ac 
croissemens  arbitraires  h  et  h.  Opérons  comme  nous  l'ayons 
fiait  n*  672;  au  lieu  de  faire  à  la  fois  ces  deux  diangemensi 
mettons  d'abord  0:+^  pour  Xy  sans  faire  varier  j';  z ,  considérée 
comme  fonction  d'une  seule  variable  x ,  deviendra 

Dans  ce  résultat,  mettons  partout j'+it  pour^,  sans  changer 
X,  D'abord  le  i"  ternie  z  deviendra 

De  même,  représentons  par  u,  la  fonction  de  x  et  j^  désignée 

ôz 
par  -p-  ;  en  mettant  y"^^  pour  y ,  il  se  changera  en. ....  > 
dx  ...  •  -^ 

u  +  rr- k-i- rr-—  .  —  +  ctc.  Aios! ,  remettant  pour u sa  Taleofi 
oy    .  ,  ày      a  *  . 

^  A  deviendra  g^  A +^^À^+^p  —+..., 
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-T-;,— deviendra  -j—-. r-ï— tï"" r«--> 

imi  de  suite.  En  réunissant  ces  diverses  parties  ^  on  a 

"^  dï'^'*"  did^'''^"*"S5^- T"*"  •  •  •• 

+  do;*   I"+"S?d^*T+"* 

,  d^z       ¥ 
^"d^-I^"*'"" 

•e  terme  général  est  ,  ^ ,  ,  X  7—5 r7r"ô \- 

^  dj^^djc»       (2.3. .  .77»)  (2.3..  ./z} 

n  est  visible  qu'on  aurait  pu  changer  d'abord  y  en  y  +it, 
»uis  dans  le  résultat  x  en  x  +  A.  Mais  par  là  on  aurait  obtenu 
ine  série  de  forme  différente  de  la  première ,  qui  aurait  dû  lui 
ira  identique  :  toutes  les  dérivées  relatives  à  x  auraient  précédé 
dles  de  y.  Il  suffît ,  pour  y  parvenir,  de  changer  ci-dessus 
'en  a: ,  et  A  en  A ,  et  réciproquement.  L'identité  de  ce  nou- 
eau  résultat  avec  le  précédent^  donne ,  en  comparant  terme 
i  terme, 

dydx^^dxdj''    dy*dx'""dxdy*'    dydx*      dx*d^* 

rten  général  :=:  . 

°  dj^dx"       dx^dj^"* 

Concluons  de  là  que  lorsqu'on  doit  prendre  les  dérivées  succès^ 
tivea  d'une  Jonction  z  relaiipementà  deux  variables  j  il  est  in'^ 
différent  dans  quel  ordre  on  fera  cette  double  opération* 

^  x^    -  dis        3x*       dz  2x^ 

rarex.,  a=— -donne  t-  =  — r.     i- = rî 

jr»  dx        y^'     dy  y 

tt  dérivée  de  la  i'%  par  rapport  à  y,  ainsi  que  celle  de  la  2®, 

6x* 
raativement  à  x,  sont  également rr. 
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Les  dérivées  du  2*  ordre  «ont 

d^_6x      d'g_6x3 
dx»~y»'     dy"^^  ' 

donc ^  est  à  la  fois  la  dérWée  de  la  i'%  relativement 

ei  la  dérirée  du  a*  ordre  de  -r-  relativement  à  x;  — r-eat  1î 

d*« 
rivée  de  -r-j  par  rapport  à  x,  et  aussi  celle  du  2^  ordre  d< 

par  rapport  àj^;  et  ainsi  des  autres. 

704.  Puisque  x  et  y  sont  indépcndans  dans  l'équ.  zs=zf{: 
on  peut  en  prendre  la  dérivée  relativement  à  x  seul  ou  à  ^ 
signons  par  peiq  tes  fonctions  connues  de  x  et  y^  qu'on  tr 

pour  ces  dérivées  respectives,  —  ssp,  —s=zq.   Mais  s 

avait  une  dépendance  établie  entre  ^etx,  telle  qîiejr  = 
ces  différences  partielles  ne  pourraient  plus  être  prises  à  ] 
puisque  la  variation  de  x  entraînerait  celle  de  y»  Pour  renfe 
ces  deux  cas  en  un  seul,  on  a  coutume  de  supposer  que 
relation  y  =  ^x  existe,  et  la  dérivée  se  met  sous  la  f 
dzsszpdx -j- qdy  (n®684)'>  lirais  comme  on  laisse  cette! 
tion  ç  arbitraire  y  il  faudra  y  avoir  égard  dans  les  usages  aux 
cette  équ.  sera  réservée.  Si  la  question  exige  que  la  dépenc 
soit  établie  >  de^=^a:  on  tirera  ây=y'dx,  et*  substituai 
aura  dz  =:  (p -{^  çy^)  dx.  Si  la  dépendance  n'existe  pas,  1 
différentielle  se  partagera  d'elle-même  en  deux  autres:  es 
représente  la  différentielle  de  z  prise  relativement  à  a;  et  ^ 

semble ,  ojjl -j- dx -j- j- ày  ;  et ,  comme  l'équ.  subsiste  quel 

soit  ^,  ou  sa  dérivée^',  on  aura 

dz       dz     ,  ,  dz  dz 

ay              ,              ,         — axydx  +  ax^dj^ 
z  =     .,  /. — -.     donne     dz  = *^ 0 ; 
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1.  qu'on  partage  en  deux  autres 

dz  axy  dx ax* 

dy' 


^m 


dx 


{x^+ry' 


{^+ry 


=  arcftang  =  -]    donne    dzz=i- — —- — -»2- 


h  Ton  tire 


dis 


a_ 


dz 

d^ 


X 


dx      y^  J^  x^^     dy      y*+a?** 

Soit  en  général  u  =  o,  une  équ.  entre  les  trois  variables 
^  et  z%  si  l'on  a  en  outre  une  autre  relation  «  =  jP(a:,  j'), 
ne  doit  plus  considérer  dans  la  proposée  qu'une  seule  variable 
iépendante;  ainsi  l'on  a  (n°  678) 


du  ,      t  Au  ^      .    du  - 

•r-  da:  +  -=-  d  y  4-  -=~  d«  =  o . . 

dx  ^y     J  A^ 

/du 


dz 


(1), 


que  %z=zF{Xjy)  donne  da=:pd«  + ydj^.  On  tirera  donc 

d'Y 
iX,  la  valeur  de  j^ ,  qui  est  la  dérivée  qu'on  aurait  obte- 

!en  éliminant  z  de  l'équ.  2^  =  0. 

Df  s'il  n'y  a  aucune  autre  relation  que  z<=  o ,  on  en  pourra 
une,  pourvu  qu'elle  demeure  arbitraire;  en  sorte  que 
équ.  se  partagera  en  deux  autres,  à  cause  que  y'  est 
mque, 


du   ,       du 


du  .     du 


ifîltq  sont  les  dérivées  ou  différentielles  partielles  de  z  rela- 

kxeX  y.  C'est ,  en  effet,  ce  qu'aurait  donné  l'équ.  1^  =c  o , 

Fou  y  e&t  regardé  tour  à  tour  y  eix  comme  constans ,  ainsi 

n*  684;  l'^««  (i)  est  donc  la  dérivée  de  m=  o,  qu'il  y 

90.  non  une  autre  dépendance  entre  les  variables  or,  j^  et  «. 

Bot  inutile  d'insister  sur  les  dérivées  des  ordres  supérieurs, 

*î«t  évident  qu'on  pourra  dîfférentier  chaque  équ.  du  i*' 
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ordre,  toit  par  rapport  à  x,  soit  relatiTement  à  y,  ce  qidev|'^ 
donnera  trois  da  a*  ordre  :  et  ainsi  des  autres  ordres. 

On  pourra  aisément  trouTer  le  déreloppement  des  fondiou 
de  3y  4*  •  -  >  variables  suivant  les  puissances  de  leurs  accroiae- 
mens,  puisqu'il  ne  s^agira  que  de  répéter  les  mêmes  opératiou 
séparément  pour  chaque  variable. 

7o5.  Nous  avons  dit  que  la  dérivée  d'une  équ«  entre  dea 
yariables  peut  servir  à  l'élimination  d'une  constante;  Il  se  pré- 
sente quelque  cbose  de  plus  étendu  dans  le  cas  de  trois  n- 
riables  :  c'est  ici  le  germe  du  calcul  aux  différences  partidles, 
devenu  si  célèbre  par  ses  applications  à  la  Mécanique ,  à  FAs^ 
tronomie,  etc. 

Soît  %  =/!:  j  t  désignant  ici  une  fonction  connue  de  deux  n- 
riables  t  =  F{x,  y).  Les  dérivées  relatives  h.x  ely  séparément 
sont  (n**  671) 

la  fonction /'t  est  la  même  de  part  et  d'autre ,  et  les  dérivéa 
j- ,  —,  sont  supposées  connues  en  x  et  ^.  En  divisant,/'^ dis- 
paraît, et  Ton  trouve  p  ^  =  y  -=—,  relation  qui    exprime 

que  «  est  une  fonction  de  t,  z  =fi,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
forme  de  cette  fonction  f. 

Par  exemple,        *"==  f(jx:*  +  y*)  donne 

d'où  py  —  ya:  =  o. 

Or,  de  quelque  manière  que  x^-^-y^  entre  dans  la  valeur  de«, 
cette  dernière  équ.  demeurera  la  même  ;  elle  s'accordera  htcc 

«  =  log(x>  +  y),  .=  1/(0-4-^),  -=ï^^;^.  etc.. 

D'où  il  suit  que  toute  fonction  de  x^+j**  doit  être  un  cas  pa^ 
ticulier  de  l'équation  aux  différentielles  partielles  pj-— qx=70. 
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De  même  j'  —  bzs:s/(x -^ az) y  lorsqu'on  différentie  «éparé- 
aœnt  par  rapport  à  z  et  x,  puis  k  z  ety^  donne 

—  hp  =  {i^ap)Xfj       (I  — 63^)  =  — ûyX/. 

SGminanty*',  on  arop  «f  6^  =  i  pour  Téqu.  aux  différentielles 
partielles  de  la  proposée  ^  quelque  forme  qu'ait  d'ailleurs  la 
BoDCtiony*. 

En  traitant  de  même  ^ =  f  ( )>   on  trouve 

z  —  c       -^  \z  -^  c  / 

z^c=zp{x  —  a)  +  q{y  —  b). 

Nous  aurons  par  la  suite  occasion  de  faire  sentir  l'importance 
de  cette  théorie  ;  nous  nous  bornerons  ici  à  dire  que  les  trois 
équ.  du  2^  ordre  peuvent  servir  à  éliminer  deux  fonctions  ar- 
bitraires, etc. 

II.    APPLICATIONS   DU  CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 


Développement  en  séries  des  fonctions  (tune  seule 

Variable. 

706.  Faisons  x  =  o  dans  la  série  de  Taylor  (  page  260  ) ,  et 
désignons  par  fyf  y  f  -*•  les  valeurs  constantes  que  prennent 
Jxyfxyfxy. . .  •  lorsqu'on  y  met  zéro  pour  x,  on  a 

11  est  vrai  que  cette  formule  n'a  lieu  qu'autant  que  a?  =  o  ne 
rend  infinie  aucune  des  quantités  yx^/^o:...  Gliangeant  ici  h 
*«n  Xyfjfyf.,,,  sont  indépendans  de  A ,  il  vient 

Telle  est  la  formule  ,  due  à  Maclaurin ,  qui  sert  à  développer 
toute  fonctipn  de  x  en  série  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x ,  lorsqu'elle  en  est  susceptible. 
Par  exemple  y    y  =  (a  +  x)™  donne 
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y  =  1» (a  +  x)"*~',    y  =im{m — i)(a-|-«)" 

ce  qui  reproduit  la  série  de  Newton  (  p.  271  ). 

De  y  =»in«,  on  tirey=scos*,  y"= — sin*,  y*=: — cosa 
d'où  o,  I ,  o  et  —  i  pour  les  valeurs  alternatives  àef,f,f,. 
jusqu'à  l'infini.  En  substituant  ci -dessus,  on  trouve  la  série  < 
sinx  (p.  i83). 

On  appliquera  aisément  les  mêmes  calculs  k  cos  x,  a 
log  (i  -f-  x)  •  -  fCtj  en  général ,  à  toute  fonction  de  x.  Si  P 
prend  y  =  arc  (  tang  =  x  ) ,  on  retrouvera  la  série  iV  (  p.  18 
(  Foy.  n®  800.  ) 

707.  Si  l'une  des  fonctîonsy,/^,/*. . .  est  infinie,  la  formi 
'de'Maclaurîn  ne  peut  plus  être  employée,  parce  que  la  foneti 
proposée  ne  procède  pas  suivant  les  puissances  entières  et  pc 
tives  de  la  variable.  Il  faut  alors ,  ou  la  soumettre  aux  procÀ 
du  n^  698 ,  ou  plutôt  lui  faire  subir  une  transformation  qui 
rende  propre  à  notre  calcul  :  la  supposition  dey  =  a^z  remf 
souvent  ce  but,  en  déterminant  la  constante  k,  de  sorte q 
X  ==  o  ne  rende  infinie  aucune  des  fonctions  z ,  z',  2". . . 

Par  ex. ,  la  série  de  cot  x  ne  peut  procéder  suivant  les  pu 

sauces  positives  dear,  puisque  cot  o  =  00.  Faisons  j'  =  -  =  cot . 

d'où  z  =  — : ,  OU ,  à  cause  des  formules  G  et  JET,  p.  i83, 

sm  a?  »  f        y 

__  ï  *"**  Y  X^  'T*   ITi  ^  """«  *  • 
*        T i  :r'*  -4-  -^  :r4 ' 

fonction  dont  on  aura  aisément  les  dérivées  successives ,  qui 
sont  pas  infinies  lorsque  x  est  nul.  On  trouve  jf=  i  ,y^  =  < 
/'  =  _|,/"=o...;d'où 

a;»         xi 

et-oucotx  =  x    ~_-.~.g___^_^_... 

Ce  procédé  a  d'ailleurs  l'ipconvéuient  de  ne  pas  faire  connaît 
la  loi  de  la  série ,  quoiqu'elle  soit  mise  ici  en  évidence. 
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Nous  enseignerons  bientôt  les  moyens  d'eniplojêi^  le  Calcul 
différentiel  au  développement  de  y  en  une  fraction  continue 
Ponction  de  x.  (  Voye%  n°  835.}  On  en  tire  même  j^  sous  la  forme 
de  série  ^  d'après  le  procédé  de  la  note  p.  i  Sa , 

708.  On  peut  appliquer  aussi  le  théorème  de  Maclaurin  aux 
Squ.  à  deux  variables.  Ainsi  y  pour  m^  -»  0:2  =  m  ^  on  prendra 
5',  a*...  (n®  664)  9  on  fera  a:  =:  o  ^  et  l'on  aura 


•  •  •  * 


On  peujt  même  développer  suivant  les  puissances  descen- 
lantes  de  x.  On  mettra  ^""*  pour  x  ;  et  après  avoir  obtenu  la 
érie  selon  les  exposans  croissans  de  ^,  on  remettra  x"^  pour 

,  et  l'on  aura  celle  qu'on  demande.  Par  exemple /^oïir 

ny^  —  ^y  —  77»x'=  o,  on  fera  ot^  =  r"' ;  d'pu  myh  —  y  ^sz in  j 
n  prendra  les  dérivées  y',  y\^* ,  relatives  à  t^  puis  on  fera 
laïtout  #>ac:  o;  enfin ,  on  mettra  les  résultats  pour  fjftf..» 
lans  la  série  de  Maclaurin,  o^i  t  tiendra  lieu  de  a;.  Ce  calcul 
ionnera,  en  remettant  oc^  pour  /, 

y  =  —  77»  —  m^X"^ S/Tl'X-^  —  I277l'*X~9  +  5577»»3j:-«».,. 

Jk   ■    :;  Il  . 

709.  On  propose  de  développer  u  =^fy  suivant  les  puissances 
dex^j^étantliè  à  X  par  l'équation    * 

y  =  a-f-x,Ç[y...  (i), 

les  fonctions  fy .  et  çy  sont  données.  Observons  que  si ,  à  l'aide 
de  Péqu.  (i),  on  éliminait  j',  u  ne  contiendrait  plus  que  x,  et 
la  formule  de  Maclaurin  deviendrait  applicable.  Ori  cherche- 
rail  alors  Uy  Uy  u\,.  •,  puis/*,  f,  f"..* ,  en  faisant  a?  =  o.  Or,  le 
calcul  différentiel  sert  à  trouver  les  dérivées  u' ,  u" ...  sans  re- 
courir à  l'élimination.  En  effet,  les  dérivées  (n°€7i)  relatives 
à  X  pour  l'équation  (i) ,  sont 

i-^y+ xyWy ,  y".  ^.?iy' j>  +  ^y"<P.  y + ^'Yy  >  etc.j, 
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celles  de  u  ^ss^fy  sont 

«'  =  y'fy .  «•  ^y'fy + v"/V>  «fe^» 

et,  faisant  a:  =5  ^fj ty^yy"'**  deriennent 

de  sorte  qn'en  substituant,  k,  z/,  a''...  deviennent 

fa\  ^afa\  (^'û)' ./'«+**«./'"«  =  (**a-/^tfy,  etc. 
Ce  sont  les  valeurs  def,fy  /"... ,  et  l'on  trouve  (*) 

fy=fa  +  xçafa  +  ^  {(p^a.faY  +  £^  Qf>'a.fay+. 

On  entend  par^,  ça  ce  que  deviennent  les  fonctions  don 
/y, fy, quand  on  y  fait  y  =  a;  par  ^*a  le  carré  de^,pu 


(*)  Qaoi^e,  par  ce  procëde,  on  puisse  troarer  autant  de  tenues  < 
Tondra  de  cette  sërie ,  cependant  la  loi  n'est  pas  évidente.  [Nous  donn 
ici  la  démonstration  de  M.  Laplace.  {Méc.  céL,  tom.  I,  pag.  17a.) 

Considérons  a:  et  a  comme  des  variables  dans  IVqn.  (t),  et  prenons  la 
yëes  relatives  à  chacune  (n^  704)*  ^oos  continuerons  de  représenter  par^ 
u*. .  •  •  les  dériTÔes  qui  se  rapportent  à  x»  U  viendra 

en  ëlimioant  ^'y.  Traitons  de  même  u  ^=fyi  nons  aurons 

et  mettant  pour  ^  sa  valeur  ci-dessus , 

(a)...     u'=^r''^^^'fjr*-£. 

Les  dérivées  J'y,  y  <,u'  sont  relatives  à  jr.  Puisque  u*  est  le  produit  de  - 

une  fonction  de  y,  on  peut  supposer  que  la  valeur  fa)  de  u'  est  aussi  la  > 
relative  à  a  d'une  fonction  z  de  j^,  telle  que  zr^/y,  en  sorte  qne 

!*'=—•  d'où  u''=  -^  =  ^• 
da  '  dada:         da  ' 

i'  est  ici  la  dérivée  de  Fy,  relative  à  x»  Or,  de  même  que 

wsify,  ;r— a-f-x^T"  donnent  l'équ.  (a). 
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érivée  de /a  relative  à  a,  par  (jp^a^fa)'  celle  de  la  lonc- 

^oyez  une  application  de  cette  équ. ,  Méc,  céL,  1. 1 ,  p«  i^^« 
oit  demandée  la  vsjeur  développée  de  ^  =  y^ ,  en  sup-> 
mi y  =  a-^ xy\  Comparant  à  Téquation  (i) ,  on  a 

ht  aurait  aussi  la  valeur  de  y*,  dans  le  cas  oii  l'équ.  (i)  se-^ 
remplacée  par  et  +  jS jf  -j-  yy^  =  o  ;  il  suffirait  de  feire  ici 


■•MMMi 


reliant  z^=^JPjr  ao  liea  de  la  i'«,  on  trouve  que  (a)  devient 

^N  /         ^  dz         ■      ,  au 

(3)....  *=<gy-.j^  =  4)^.tt'=^«r-g^> 


ndiquant  une  dérive'e  relative  à  a^ 

gardons  de  même  ^'j^.  -r-  comme  étaiit  la  dérivée  relative  à  a  d\mé 

ion  £  =  47*9  savoir, 

da  _   de  _  ,       V  _  ^*'        •«.     d^g      ^  ^•'' 

changeons ,  dans  la  règle  du  bas  de  la  p.  3o4  >  u  sajjr  en  t  ==  4^*,  nous 
»nft  que  Pécpi.  (a)  deviendra 

t'=^jr.— =x4>r.^'=.^3jr.^5   donc  «•=  (^.py.g^J  . 

/^   ,      daN-' 
iémeon  aura ii»v=:  i  ^4^._  i  ,  etc.* 

-    ■      .    > 
iérivées  étant  toujours  relatives  à  a.  Faisant  xsso»     d'oii 

/•du        .,  .        .  : 

obdeiit  enfin  pour  u',  u.''. . .  des  valeurs  dont  la  loi  est  facile  à  recomnltrc  | 
b  l'on  tire  enfin  la  série  de  la  page  3o4. 

2.  20 
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710.  En  faisant  cî-deTant  x  =  i ,  on  trouve  le  déreloppc 
ment  de^,  lorsquey  =i  a^^^fy , 

On  lire  de  là  la  puissance  n  de  la  moindre  racine^  de  l'éqnâtk 
yssa  +  ^y^eu  faisant j3' = y*,  /às=  aF,ya  sis  no*^»; 

Les  traits  indiquent  des  dériyées  relatives  à  a  ;  on  ne  met  pou 
a  sa  valeur  numérî<|Qe>  qu'après  les  ealculs  (voyey  Bin^ 
numér.  y  noie  ^l).  , 

Par  ex.  y  Véqu.  r^  -~*  j^  4*  ^  =^  o  ^t  ramenée  à  la  fbno 
jf  s^a  4^^  y  en  posant 

prenant  les  dérirées  convenables^  on  troure  enfin 

^=G)"D+'<?K-f'(^)"+»^^-=^?)-: 

terme  général     (^)  •  ?  X  [(2/  +  n  -  1)  C(£  —  i)]  X  (^) 

Pour  aToir  la  puissance  n  de  Ta  plus  grande  racine  ^^  il  faadra 
cbanger^en^'*',  c-à-d.  remplacer,  dans  le  r^oltat,  «pari 
y  par  «,  et  j^*  par  j'*"". 

711.  Lorsqu'on  veut  la  i'*  puissance  de  ^,  l'équation  étal 
y  =  a  + '^y ,  on  fait  ci-dessus  ti  ==  i ,  ' 

jf  =  a4.9y=a  +  ipa  +  i((p«ay+i(<P^ay+... 

Cette  suite  s'applique  surtout  à  la  méthode  inverse  des  séri» 
qui  consiste  à  tirer  la  valeur  dej^  del*équ.  «t-j-iSy  -f-  ^•-f-...=( 
qu'on  réduit  à  la  formej^  =  a  -f~  ^y>  en  posant 

«  =  _-,,  i,a=-^ — ^ — ,  ^«=2_x_2: 

il  vient  enfin 

^  ^         73  -T-  ^4         ^-       ^^^      ^«  ^7 
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Si4r  la  résolution  des  Équations. 

712.  Déinontrons  de  nouveau  plusieurs  théorèmes  sur  les 
bjoaiioxis.. 

I.  Soît  jr  une  fonction  de  x ,  qui  admet  les  facteurs  (a:— a)"»^ 
[«—&)"... ,  en  sorte  qu'on  ait 

y=(x — a)"*. (x  — &)*...  XP, 

l'île  contenant  qpe  des  facteurs  du  i*'  degré  inégaux^  prenant 
les  log.  des  deux  membres  et  leurs  dérivées ,  on  trouve 

y=(*— a)»^'(A?— 6)»-«...[7;iP(a;--ft)...+nP(A?— a)...etc.3 


iti—i 


Ainsi ,  la  fonction  de  x  proposée  a   (a?  —  a)"*~*  (x  —  b) 
|>our  plus  grand  commun  diviseur ,  avec  sa  dérivée ,  ce  qui  re- 
produit le  théorème  des  racines  égales  (p«  71  )• 

IL  La  dérivée  de  1  (cos  a:  ±;  sin  a?*  J/  —  i  ).,  est  (  n®  679) 

—  sînxdicosa:.!/ — i        .        *,..%_.,         ^       , 

_-— z- qm  se réduita  It l/—  1. Oi* ,1/—  i  est 

cos  X  ±  sin  X .  ^/—  I    *  ^  .    '  r     . 

«ossi  la  dérivée  deo:^ —  i  -^  A^A  étant  une  constante  arbi- 
traire (n*  768)  j  donc 

l(cosa?±:sina:.V/ —  i)^=±:x\/ —  i  +ji, 

<i6mme  cette  équ.  doit  avoir  lieu  quel  que  soitx^on  fera'x==o, 
d'oii  Ton  tirera  w^=o.  On  en  conclut  le  théorème  (l«p«  187), 
d'eu  il  sera  aisé  de  tirer  les  formules  K,  L,  M,  et  par  suite  les 
facteurs  de  a?"*  ±  a"*  (p.  99). 

III.  L'équ.  *"■  +/?«'""*  +...  -f-  tt  =  o ,  étant  décomposée  en 
ses  facteurs  simples  (a?—  a)  (x  —  i)  (x — c).. . ,  les  log,  de  ces 
deux  fonctions  de  x  sont  identiques  ;  d'où 

1  (x*  +/)X--*  +...)  =1  i'^  —  à)  + 1  (x  —  i)  +...  ;     • 

€t  prenant  les  dérivées  de  part  et  d'autre  >  on  rfStrouvç  l'équ« 
<Ie  la  page  iiS^  et  par   suite  le  théorème   de.  Newtoo^  sur 
les  sommes  des  puissances  des  racines^  qui  forment  ui^e  série  ré- 
currente dont  Téchelle  de  relation  est — ^  ,^—  q.m  ,-*—«*.       . 
iV.  Fx  désignant  ipuè  fonction  ratioi|Qellç.  ^t  e^tièipe.  jii§ix% 

ao.» 
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soit  k  la  partie  approcbée  d'une  des  racines  de  l'éqa.  Fx  =  o, 
et^  la  correction  qjù'élletioit  subir;  d'oh a:  =t  i&  -f^y»  et 

F(j!+y)  =  Fk  +yF'k  +  i  y^F"i  +...  =  o. 

Lorsqu'on  néglige  y*,  y^.*. ,  attendu  que  j  est  une  petite  qim^ 

Fk 

tité,  on  trÔuVe  j'  =  —  -=77 ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  méthodt 

de  Newton  (  p.  75).  ' 

£n  ne  négligeant  aucun  terme ,  on  peut  tirer  la  valeur  de  jf 

de  <3eftt^  <équ.>  à  l'aide  de  la  série  n*  ^1 1.  On  y  fera  ef=.Fh^ 

Fk       .  .    j 

fi  =  F^k... ,  et  posant  ^  pour  abréger^  z  =  -=7  9  qoi  est  la  première  9 

Correction  en  signe  contraire ,  il  vient 


z"  F'i  ,   z^ 


La  racine  cbercbée ,  ou  k  -^y ,  è&t  donc 


a»    JTA,.    s^ 


a      Fk       2 


3  L^~vtoJ  "•"••• 


■  «       r 

C'est  ainsi  que  de  l'équ.  x^  —  2jt: = 5  ;  on  tire  &  =s  2,  i  pour  ya- 
leur  approchée  de  l'une  de  ses  racines  (p.  75)  ;  or 

JP/t=Ji»—2A'— 5=0,061  ,F'A=3fe»~2=ï  ï,23,  F''k=£k=i2,6; 


,  Fk         61      F"A       1260 

doué  a^_  =  _-._  =  _-, 

« 
et      x=2,i  — o,oo543i88  —  o,ooooi655  =  2,09455157. 

Sur  les  Valeurs  f ,  o  X  00  ,  etc. 

7  ï  3.  Nous  avons  dit  (  p.  4 1 ,  2**.  )  que  quand  o:  =  a  change  une 
fraction  proposée  en  | ,  x  — —  a  est  facteur  commun  des  deux. 
termes ,  et  qu'il  faut  la  dégager  de  ce  facteur ,  qui  peut  y  entrer 
à  des  puissances  difiPérentes.  IjC  calcul  diîFérentiel  donne  un. 
moyen  facile  d'atteindre  ce  but ,  et  d*avoir  la  valeur  de  celte 
fraction ,  dans  le  cas  de  a7=a,  valeur  qui  est  nulle ^  X)ufiniij  (^^ 
infime.  Changeons  x  en  x  +  A  *,  la  fraction  proposée 


^     Jt     •      A         P  +  hP' +^  h'P' +...  ,    .^ 

Q    ^"'«"^'«     Q^AQ>H-iA'<y4-...---  ^^^' 

faisons  ensuite  «=  a  :  P  et  Q  sont  nuls;  on  dirise  ensuite  haut  et' 
Ins  par  A,  et  l'on  a 

P'  +  ihP'+...       P^ 


....*  .— . 


quand  ft  =  o;  les  suppositions  4e  xt=::iQ  let  A  =  o  reyieniient 

./>       •JP' 

à  ayoir  changé  x  en  a.  Ainsi ,  lorsque  x"^:!  a ,—  =  ^p.  STîl  ar- 

rive  que  P'  ou  Q'  soit  encore  =  o ,  la  fraction  est  donc  nulle  ou 
infinie;  et  si  P^  et  Ç'  disparaissent  ensemble  des  développe-r 
mens  {^A) ,  il  faudra  les  diviser  par  J  A'iet'faif ç  /z.  =  o  ;  on  a^nra  ^ 

P        P" 

pour  xz=:^  a,  77  =  "TvT  >  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  pour  apcir  lu  valeur  cT une  frdclîop,  qui  devient  \  lors^ 
que  X  =  a ,  on  différenciera  le  nifimérateur  et  le  dénominateur 
un  même:  nombre  'de.  fois  j  -jvkqità  i^  que-l'un  ou  l^a)itr¥  ne 
devienne  plus  zéro  lorsqu'on  mettra  9l  pour  x.  Il  ne  i^ut  pa^ 
craindre  que  toutes  les  dérivées  P'^  Q',  P",  ^". . .  soient  nulles , 
car  alors,  quel  qu^  soitJiy'MIàiirâ'ît*/Çz.*t  A)  =  o,  ce  qui  est 
impossible.  '''' 

7;^.  Yoici  quéiqÀek'exei&plésil&îetfe  t^éâ^^ie,  ..    ,«  : 

l.  La  somme  des  n  pr&oàf&^s  \termes  de  la  progression 

TÎilx:  x^:x^...y  est  2-^^  (tt*^î?44)j^  si  ar  sa  V;  éette 

fraction  dfewrient  |  ;  prenant  les  _dèrivées_des  dei^r  termes ,  qu  i 
sont  Tzjp""^  et  1  ,  pu^s'  faisant  xs=:z  i  ^  il  vietit  Trpour  la  somme 
cherchée ,  ce  <pi  est  évident. 

n.  Soit  j-— — —7 — T^-rif  qui  devient  5  pOMr  x  =;=  c;  les  dé- 

OX   "■"" 2 OCX "i** OC  I 

*"  '■•  f     '  *  '_-•-•••'  -       • 

rivées  du  i*'  ordre  donnent  encore-; 7-  =  |  ;  il  faut  pro- 

bx  —  OB  ./ 

c^^  i  une  nouvelle  dérivation  ,  et  Pôn  a  j.fl  a  fallu  deux  opé- 
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rations  successÎTes^  parce  que  (a;  — -  cy  étaîl  facteur  ooiiuMk| 

III.  De  même j ^ donne  %  pourxs=a',«^ 

dérivées  des  deux  termes  sont  3**  —  7.ax  —  a*,  et  ax  ;  la  i**( 
nulle  quand  a;  =  a  ;  zéro  est  donc  la  yaleur  cherchée,  œi 
Tient  de  ce  que  le  facteur  du  numératepr  est  {ps  — -  a)*,eti 
4x\\n  du  dénominateur  est  {x  —  a).  Pour  la  même  fraction: 
versée  on  aurait  trouvé  Pinfini  y  {>ar  une  raison  semUaUe.  (M 
ce  qni  arrive  pour  a:  =  a  dans 

ax  — a?* 
a*  —  ^x-\r  ^ax?  —  jc^" 

a»  — fc» 


f 


TV.  xt^o  rend =  |  j  les  dérivées  donnent 

X 


a'\a  —  b*\h 


=  u-u.=  i(î) 


• .  . . ,  1  ' ,      1     .  ■  ■  \    «^  .       .  l  •  »      • 

.  .y*\rotir  y  ^g.  '. ,  y^ ^ — '-^r-r-,  dans  le  cas  ou  l'arc  x  es 

•^ . .     smx  +  cosx  —  I 


^ij.'ii  '  '  '■  .   '   -"    ■•   ■  c 


le  ^uadrans  ^  on  a 


e  ■..fi..    \  •  ■ 


>.)  )' 


•^  cosx  —  smx 

VI.  Quand  c^'^ g, rK^¥^-^)-T-«V^(g^^  devient 

les.  4érivée»  dçs  doul  terme^  donnent  ■:    . 


■••'\. 


VII.  On  verra  de  même  que  x  =  i  donne  %  pour 

,.  -X  — —  "■"  ï  »    et  . — i~"  ^!!î  "— "  2. 

I  —  V^(2a:  —  X*).  I — x  +  l*^ 

.  '  •  .  '  ' 

71 5.  La  métliode"' que'  iious  venons  d'exposer  cessera  d'è1 
applicable  si  letkéorjbmôde  Taylor;  e^t  fautif ,  dans  Vordr^c 
termes  qu'on  est  obligé  de  conserver  :  ce  qu'on  reconnaîtra  ai: 
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méat,  puisque  Tune  des  dériyées  auxquelles  on  sera  conduit 
deviendra  infinie.  Alors  il  faudra  changer  x  ena  +  h  dans  P 
et\Q;  et  effectuer  les  développemens  (n^  698),  en  se  bornant  au 

1^  terme  de  cbacun.  On  aura  -^  =  "plu   i    '*"  y^oan  étant 

fractionnaire  ou  négatif.  On  divisera  les  deux  termes  par  la 
pinssance  la  plus  basse  de  K ,  et  Ton  fera  A  ==  o.  Si  t/i  =  ji  ^  on  a 

.A 
la  valeur  finie  -^^  la  proposée  est  nulle  ou  infinie ,  suivait  qu« 

»i  est  ^  ou  <^  7».  ' 

I.  Soit  ^ -'''g  ;  X  s=  a  donne  | ,  et  il  est  inutile  de  re- 

(x  —  a)* 

courir  aux  dérivées  des  deux  termes,  puisqu'elles  deviennent  in- 
finies (n^  6gg  ^  2"*.).  Faisant  a?  s=  a  +  A ,  on  trouve  pour  à  sec  o , 

3  3 

A*  '         ~ 

II.  J!^^ 77-r-^^T; ^  devient  %  pour  x  =:  a  :  faisons 

x=  a  4-  A  ;  nous  avons 

(g  4-  A)^  --g^  +  lfi_  h^  4-  |g'"^A-f'  . . .  i 

{jiah  +  h^Y  ;^(2a  +  A)»  V/(2a)' 

en  développant  par  la  formule  du  binôme ,  divisant  haut  et  bas 
par  h^y  et  faisant  ensuite  A  ==  o. 

m.  Pour  a:=rc  dans  (x-c)V/(x^t)  j- t/(x  ~c) 

V/2C  —  V/(X  4.  C)+  1/(X  —  C)  ' 

mettra  c  +  ^  pour  x\  on  pourra  même  employer  la  formule  de 
Tajlor  à  la  reclierche  des  termes  provenus  de  {x — c)v/(x— ft) 
et  ^{x  -f-  c)y  pour  lesquels  elle  n'est  pas  fautive  (n*  699)  \  on 

i/A4-Av^(c  — 6)4* ...    -4.      .  ., 

•ura 2^-^ P ;.  divisant  par  y  h  et  faisant  en- 

%îte  A  S55  o  ,  on  trouve  i  pour  la  valeur  chercbée* 
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en  a  4"  ^9  et  déreloppant;  divisant  ensuite  haut  et  ba^par  h, 
et  faisant  ^  =  o,  on  a  ^  pour  valeur  de  la  proposée  quand  x=a. 

716.  Lorsque  x:=a  donne  à  un  produit  P  X  Q  la,  forme 

p  X  00  j  on  met  pour  Q  une  valeur  -^,  telle  que  H  spit  nul 

p 
pour  :c  =  a  ;  alors  on  a  la  fraction  -=-  qui  devient  |.  Par  ex., 

y  ^=(1  —  x)  tang  (7  vx),  est  dans  ce  cas  quand  ar  =  î  ;  comme 

tanc  =  — - ,  on  a  y  =  — 7; r  =  - ,  en  traitant  cette  frac- 

^        cot  -^        cot  (^îTo:)         sr 

tion  par  les  règles  prescrites. 

Quand  -^r  devient  — ,  P  et  Q  ont  la  forme  ■=•,  ^détenant 
nul  pour  x^=a',  ainsi  la  proposée  rentre  dans  le  cas  de  |. 

(yp   «\  ce* 

-.-J, et  Q=  ^(p— -^  î  ^a  ^^a^- 

tion  -T^  devient  —  lorsque  x  =  a;  mais  elle  se  change  en 

P  a(x*  — a*)      ,,   ,       aa*  4<» 

^        x*  cot  '  —  * 


C'=) 


s  ion  en 


Enfin ,  si  l'on  a  00  —  00  pour  x —  a,  on  transformera  l'eipres- 
--  — yz ,  Pet  Q  étant  nuls ,  ou      pA    >  V^^  rentre  dans 

ce  qu'on  vient  de  dire.  Cest  ainsi  que  x  tang  x  —  ^  «•  séc or, 
dans  le  cas  ou  x  ==  90^,  devient 


x  sîn  X  —  5  îT       -     ,,  ,  it'cos X  +  8mx 

-  =  ô ,  d  ou : _5:3  —  I , 


cos  X  — -  sin  X 

Des  Maœim(i  et  Minima. 


717.  Lorsqu'on  attribuant  à  x  différente*  valeurs  sliccessives 
dans  une  fonction  y  z=:  fx ,  elle  croît  d'abord  pour  diminuer 
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ensuite ,  oia  donne  le  nom  de  maximum  à  l'état  de  la  fonction 
qui  sépare  les  accroissemens  des  décroissemens  ;  et  si  fx  di- 
minue d*abord  pour  croître  ensuite ,  \em,inimum,  est  la  valeur 
qui  sépare  ces  deux  états.  On  dit  donc  ^\i une  fonction  fx  est 
rendue  un  maximum  ou  un  minimum/^ar  la  supposition  cle:L^=SL , 
lorsqu'elle  est  plus  grande  dans  le  i*^  cas ,  et  plus  petite  dans  le 
z^yçue  les  valeurs  qu^elle  aurait  en  prenant  pour  x  deux  nam^ 
hres  j,  Vun  ^  a ,  Vautre  <^  a ,  immédiatement. 

Si^  par  exemple  y  l'équ.  y  x=:;zfx  est  représentée  par  une 
courbe  CENM.  • .  (fig.  2) ,  les  ordonnées  immédiatement  voi- 
sines des  maxima  CB  ,  GF ,  sont  plus  petites  que  celles-ci  ;  le 
contraire  a'iieu  pour  le  minimum  IR,  On  voit  aussi  qu'une 
fonction  y^  peut  avoir  plusieurs  maxima  et  minima  inégaux 
entre  eux. 

Ainsi  y  pour  juger  sxfa  est  un  maximum  ou  un  minimum ^ 
il  faut  que  f{a  +  h)  Gij{a  —  îi)  soient  tous  deux  > /a ,  ou  tous 
deux  K^fa^  quelque  petit  que  soit  A.  Mais 

iia  ±L  h)  =fa  ±  hfa  +  ^fa  ±.  etc. 

Dans  ces  développemens ,  on  pourra  toujours  prendre  h  assez 
petit  pour  que  le  terme  hfa  l'emporte  sur  la  somme  de  ceux 
qui  le  suivent  (n®  701),  en  sorte  que  le  signe  de  hf'a  sera 
celui  de  toute  la  suite  à  partir  de  ce  terme.  On  aura  donc 
flaàih)  ^=z  fa  ±  uh  ]  fa  ne  pouvant  pas  être  compris  entre  ces 
Valeurs,  n'est  ni  maximum  ni  minimum  :  ainsi,  il  faut  que 
f  a=  o.  Pour  trouver  les  valeurs  de  Xy  qui  sont  seides  capables 
de  rendre  fx  un  maximum  ou  un  minimum» ,  il  faut  donc  ré- 
soudre l'équation  j''  =  f  x  =0. 
Alors  nK)s  développemens  sont 

f(a±}i)^fa^\h-fa±l\h^f^+... 

Sif'^a  est  positif,  on  voit  quef(a  dr h)  =fa  +  «A* ;  d'où  il  suit 
qu'il  y  a  minimum  ;  on  a  un  maximum  quahd'/*a  est  néjgatîf. 
Mais  sif"a=iOj 
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et  Ton  retombe  sur  un  développement  semblable  à  celui  du 
I*'  cas  y  d'où  il  résulte  qu'il  n'y  a  ni  maximum j  ni  minimum, 
cpanifa  n'est  pas  nul  :  et  si  fa  =  o ,  f"a  est  négatif  pour  le 
1*'  de  ces  états  et  positif  pour  le  2^  ;  et  ainsi  de  suite. 

Après  apoir  ttoupé  Us  racines  de  l'équation  f  x  =  o ,  on  subs- 
tituera chacune  dans  f"x,  f^x„.  yjusqu^à  la  première  dériçéeqid 
n'' est  pas  nulle  :  tu  racine  correspondra  à  un  maximum  ou  à  m 
minimum  ^  suivant  que  cette  dérivée  sera  négative  ou  positive^ 
pourçuqu^ellè  soit  d^ ordre  pair;  car  sans  cela  elle  ne  donnirait 
ni  l'un  ni  l'autre, 

718.  Présentons  quelques  exemples. 

I.  Pour^»=  \/(:2px),  on  ajf' =  -j-^ — r  ;  cette  <|uantité  ne 

pouvant  être  rendue  nulle ,  la  fonçti(»i  {/(2px)  n'est  suscep- 
tible ni  de  maximum  ni  de  minimum. 

IL  j^ = &  —  (x  —  a)*  donney  = —  a(x  —  a)  sss  o,  c^oiix=a, 
j'"  =  —  2  ;  ainsi  x  =  a  donne  le  maximum  y  =  bf  puisque/ 
est  négatif;  ci'est  te  qui  est  d'ailleurs  -visible. 

j^'  s=  i  -f*  (^  —  «)*  a  au  contraire  un  minimum. 

£n  général  y  =  X(x^— a)"  =  o  donne  x  =  a  y 

y*=  lX{x  —  a)+nX]  (x— a)«-',j^"'  =  etc. 

Il  sera  facile  de  Toir  que  x  =  a  donne  un  maximum  ou  un  mi^ 
nimum ,  suivant  que  X  devient  par  là  négatif  ou  positif^  pourvu 
que  n  soit  impair. 

III.  Soit  y  =  '--r--;;  on  en  tir  e  (n®*  666  et  665) , 

1— X*  „  1+25/(1 4.  ar») 

y  =  o  donne  x  =x  ±:  l' j  maïs  alors  ;ysBa:izJcty'=;rp5j 
donc  X  =  I  répond  au  maximum  |  ;  et  Jc  =  —  i  au  mini* 
mum —  \  ;  ou  plutôt  au  maximum  négatif ,  puisque  nous  sommes 
convenus  de  regarder  les  quantités  comme  plus  petites  quand 
elles  sont  plus  avancées  vers  l'infini  négatif. 

IV.  Pour  y  —  nmxy  +  x*  =r  ft',  on  trouve  (n**  684  et  665) 
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f^'^y—f      ._2m/— /*— 1 

^       y  —  mic'^  y  —  mx 

y  z=  o  donne  my  =  a;  ;  éliminant  x  et  ^  à  l'aide  de  la  proposée  | 
on  trouve  ..z 

__     zhxna dbg  „ zf:  i 

on  a  donc  ua  maximum  et  un  m.inimum, 

.  ■    i .  .  .  •  - 

V.  Pareillement  x^  —  3axy  +  ^  =  o  donne 
^/^«y  — ^     ..ir_a(a/  — x— yy) 


on  Toit  que  x  s=s  o  répond  au  minimum  y  =;0  ^  et  qç  :^  a  f/2  au 

maaimum  y  s=  aV/4.  (/^or.  p.  338  et  fig.  ^7.) 

YI.  Partager  nn  nombre  ^  en  ^euX  pàrticfs^  dé  sorte  c(ne  le 
produit  de  la  puissance  m,  de  l'une  j  par  la  puissance  n  de 
l'autre  9  soit  le  plns^  grand  possible.  En  prenant  ô:  pour'  Pune 

des  parties ,  il  faudra  rendre  un  maximum  la, quantité 

■  .    ..    ,  ,     , 

y  ==  x*:(a— •  x)"; 

'  '  •  •  ■   r*  '  '  ')   •     ■  "'    ' 

y"  =  x**""*  (a  —  x)"^'  [(ttï  -f-  »  — :  i)  {m+  n)x^  —  eto. ]. 


•ma 


y  zz  ô  donne  x=:o^x=aetx=  — r, —  >  cette  derni&rè 

j  tu  +  7»      • 

(a      \"»+" 
=-7-= —  )        ;  les 
m  -f-  71/ 

deui  autres  répondent  à  des  mînima  quand  m  ein  sont  pairs. 

Pour  partager  un  tiombre  a  en  deux  {parties  dont  le  pro- 
duit soit  le  plus  grand  possible ,  il  faut  en  prendre  la  moitié 
(u»97,3«.).  .     •     ,^  :    _^      ..    1;:;. 

VIL  Quel  est  le- nombre  x  dont  làrachie  x'^est  iin  maximum? 
On  a  (n<>  680) 


(      ■• 


»         ,1  —  Ix  . 

y=V/'^,y=jK. -— 7^  =0  etlx=5I3 


1 
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le  nombre  cherebé  est  donc  la  base  des  logaritbmes  népériens, 
ou  x  =  ^  =  2,71828. . . 

VIII.  De  toutes  les  fractions  quelle  est  celle  qui  surpasse  sa 
puissance  771'  du  plus  grand  nombre  possible  ?  Soit  x  cette  frac-  1 
tion;  ona  j^  =  a:  —  jc"*, 

y  =  1  —  ntx^"^  =5  o ,  d'où  X  =  i /— • 

IX.  De  toutes  les  cordés  supplémentaires  d'une  ellipse, 
quelles  sont  celles  qui  forment  le  plus  grand  angle?  En  dési- 
gnant par  a  et  6  le& demi-axes,  «  la  tangente  de  l'anglq  que  Fane 
\  de  ces  cordes  fait  avec  les  x ,  l'angle  des  cordes  (n**'4^)  a  pour 

tangente      ..^^ r^\  c'est  cette  quantité  qu'il  s'agit  de  rendre  w 

maximum  par  une  valeur  convenable  d^  «^  ou  plutôt  (en  néfili- 
ge^nt.ie  diviseur  constant  a*  —  i^)  •.  i 

donc  les  cordes  dont  îl  s'agit  sont  dirigées  à  l'une  des  extrémités 
du  petit  axe  :  leurs  parallèles,  menéiës  par  le  centre,  sont  les 
diamètres  conjugués  qui.  forment  le  plus  grand  angle  possible: 
ces  diamètres  sont  égaux.  {Fby.  p.  436  du  i"  voL) 

'X.  De  tous  les  triangles  construits  sûr  une  même  base  a,  et 
Isopérimètres  ^  c.  à-d.  de  même  contour  2/7,  quel  est  celui  dont 
l^aire  est  la  plus  grande?  On  a  (n°  3 18,  III) 

y^.=:)l^p  —  a)  {p  —  x)  {ar^x—p) 

en. désignant  l'aire  par  j^ ,  et  l'un  des  côtés  inconnus  par  x\  car 
le  3®  cc^té  est  20-7—  a—  x.  Pour  rendre^"  un  m^ximif>m,  pre- 
nons les  I02.  et  la  dérivée,  nous  aurons. 

-| =  O,  d'où  207  =  ?|p  —  a\ 


,  ,       p—.x,      ,a4-x — p 
ainsi  le  triangle  cbercbé  est  isoscèle. 


En  général ,  de  tous  les  polygones  isopérimètres ,  celui  dont 
Faire  est  la  ptùà  grande  est  équilatcral;  car  soit  ABCDE  (fig.  '9) 
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le  poljgbne  maximum  y  si  AB  n'est  pas=  BC,  faisons  le  trian- 
gle isoscèle u^/C? ,  tel  que  AI'^lC:=z  AB-^^BC-^  nous  aurons 
le  triangle  AIC  >  ABC ,  d'où  AICDE  >  ABCDE ,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse. 

XL  Sur  une  hase  donnée  AC  =  a  (fîg.  20)  ,  quel  est  le  plus 
petit  des  triangles  circonscrits  au  cercle  OF?  Soit  lé  rayon 
OF=r,  AF=:JD=:r,  le  périmètre  2p,  CF sersi=:CE=a — Xy 
BE  =  BD  sera  =  p  —  a.  JLes  trois  côtés  étant  a ,  />  —  x  et 
^  —  a  +  X ,  on  a  pour  l'aire  y  du  triangle  (n®  3 18,  III) 

y*=px(/>  — a)  {a—x)y 

Joù  yr^z=zx(y  —  ar)  (a  —  x)j 

à  cause  dey  =  pr  (n**  3i8 ,  IV)  :  prenant  la  dérivée,  et  faisant 
y  s=  o,  on  trouvera  {y  —  ar)  (a  —  2r)  =  o  ;  d'où  x  =  ^  a  j 
F  est  le  milieu  àe  AC)  les  deux  autres  côtés  sont  égaux ,  et  le 
triangle  est  isoscèle. 

XII.  Sur  les  côtés  d'un  carré  ABCD  (fig.  21  )  ,  prenons  les 
parties  égales  quelconques  Aà^  Bh^Cc^  Dd-^  la  figure  abcdsera 
un  carré  ;  car  ,1®.  aBz=bC. .  ^ ,  le  triangle  dAa  =  aBb  3=  . . . , 
d'où  ab  =:^  bc  z;=:  cd  =  ad\  2®.  a  est  le  sommet  de  deux  angles 
complémens,  et  de  l'angle  dàb  \  donc  celui-ci  est  droit;  de  même 
pour  l'angle  abc ,  etc. ... 

Cela  posé,  de  tous  les  carrés  inscrits  dans  un  carré  donné,  on 
demande  quel  est  le  plus  petit?  So\\,ABz=zay  Aa^ssx^  d*où 
aB=za  — x;  puis  le  triangle  Aad  donne 

ad''  =  2**  —  2ajp  +  a*y^^-^^as=iO] 

donc  X  =  ^  a;  ainsi  le  point  a  est  au  milieu  de  AB, 

XIII.  De  tous  les  parallélépipèdes  rectangles  égaux  à  un  cuhe 
douné  a^  et  dont  la  ligne  b  est  une  arête ,  quel  est  celui  dont  la 
surface  est  la  plus  petite?  Soient  x  et  2  les  autres  arêtes,  bxz  sera 
le  volume  =  a^  :  donc ,  les  dimensions  du  parallélépipède  sont 

^)  jf  et  7-  ;  -7- ,  ôjc  et  —  sont  donc  les  aires  des  faces  j  le  double 
bx      b  X 

de  leur  somme  est  l'aire  totale , 
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donc  les  deux  antres  dimensions  x  et  ^doivent  être  égales. 
Si  le  côté  b  n'est  pas  donné ,  x  étant  toujours  Fan  d'eux .  le 

autres  doivent  être  \J  -ç)  -7-  +  4  V^^  est  do^ç  Pf  ire  totale 


.r3 

d'où 


a-  /a» 


ôï=V/T'  «*  *=«r 

le  cube  proposé  est  donc  le  parallélépipède  rectangle  de  moindi 
surface. 

719.  Lorsqu'on  veut  appliquer  cette  théorie  aux  courbes, 0 
forme  (n*^  684)  ^^  dérivée  de  leur  équation  :  les  racines  réell 
de  X  et  j",  qui  satisfont  à  la  proposée  et  à  sa  dérivée^  s'obtienaei 
par  Télimination  ;  elles  peuvent  seules  répondre  à  desmajun 
ou  minima  d'ordonnées.  On  prendra  la  dérivée  da  a*  ordre 
et  faisant  y  =s  o  ,  puis  mettant  pour  x  et  y  l'une  des  couples  ( 
racines  obtenues,  si  xz=iAF  eiyss=,  FG  (lîg.  a)  rendent^  n^ 
gatif  ^  le  point  G  sera  un  maximum  :  si  les  coordonnées  AR,  R 
rendent  j^''  positif,  /  sera  au  contraire  un  minimum.  {^Voy^  \ 
exemples  IV  et  V.). 

Quand  les  développemens  de  f{a  db  K)  sont  fautifs  dans  l( 
termes  auxquels  on  est  forcé  de  recourir  pour  reconnaître  1( 
moLxima  ou  minime  j  il  faut  cliiercber  ces  développemens  tel 
qu'ils  doivent  être  (n**  698) ,  et  voir  s'ils  sont  en  effet  Pun  e 

5 

l'autre  >  ou  <;^.  Ainsi j'  =  &  +  (^  —  o)^  donne 

y'  v=iO  donne  a;  =  a ,  qui  rend  ^^  =  00  ;  ainsi  la  formule  A 

5. 
Taylor  est  fautive.  Mais  f{a  zhh}  =  b±:  h^ ,  donc  il  n'y  a  m 

•    i 
wnctximum.  ni  minimum,.  Au  contraire  de  j'  =  6  +  (*— fl)^»  ^ 

tire 

/■(a  + A)  =  6  +  là  ^i{a  —  h)i 
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'  donc  4r  =  a  et ji"  =  6  répondent  à  un  minimum.  On  aarait  un 
AâxùiUNi»  .pour  ^  =3  6  —  (x— a)3. 

720.  Quant  aux  fonctions  de  deux  variables  1  zz=zf(x,y)y 
ûoitoQS  les  raisonneraens  du  n^  7 1 7.  Changeons  a?  en  x  «l*  A  ^^  et 
/^  J^ .+  ^  ^t  développons  comme  n^  7o3;  en  faisant  k=inh, 
noas  aurons 

\dx  ^    dj' /       2  \dx*  dj^djf  ^       dj'V 

Or,  potir  qu'on  ait  toujours  Z  ^z,  on  Z'^z,  quels  que  soient 

hetky  il  faut  que  le  second  terme  soit  nul  indépendamment  de 

tf,  d'oi 

dz  dz  ,  - 

-=.0,    et  5^  =  0...  (0; 

mais  en  outre ,  le  terme  suivant  doit  être  positif  dans  le  cas  du 
minimum^  et  négatif  pour  le  m^aximum.  On  éliminera  donc  x  et 
j  entre  les  équ.  (i),  et  leurs  racines  pourront  seules  convenir  an 
bat  proposé  :  il  faudra  substituer  ces  racines  dans  le  terme  sui- 

Tant— (-j-;.. .  j,  qui  devra  être  perpétuellement  de  même 

signe  >  quelque  valeur  qu'on  attribue  k  «,  et  quel  qn'en  soit  le 
signe.  Or ,  une  quantité  A  +  7,mB  +  C«*  ne  peut  conserver  son 
signe  quel  que  soit*,  à  moins  que  ses  facteurs  ne  soient  ima-* 
ginaires  (n®  189, 9**.)  ,  ce  qui  exige  que  AC —  B^  soit  >  o.  Il 
faut  donc  qu'on  ait 

à'z    d'z      7d*«\*  f  . 

73  et  -— -  devront  donc  être  de  même  signe  :  s'il  est  négatif^ 

.  d^z 

pour  kr=^o ,  on  çt  =  o ,  notre  trinôme  devenant  t-j?  c* ^i-d. 

négatif,  le  trinôme  conserve  toujours  ce  signe;  il  y  a  donc  ntaxi- 

,  d*z        d*« 
mum  y  il  y  a  minimum^  quand  -j-^  et  -r— ^  sont  positifs.  Et  si 

la  condition  (2)  n'est  pas  remplie >  il  n'y  a  ni  maxin^inijfni 
minimum.  •   .   •. 
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Quand  les  racines  des  équ.  (i)  rendent  nuls  les  termes  de 
notre  trinôme  y  il  faut  recourir  au  4*  terme  du  développemeat 
qui  doit  aussi  être  nul ,  puis  au  5*  y  et  ainsi  de  suite. 

721.  Quelle  est,  par  ex. ,  là  plus  courte  distancé  entre  deux 
droites  données?  Nous  prendrons  Tune  de  ces  lignes  pour  «xti 
des  X  y  et  l'autre  aura  pour  équation 

«  =  aa:+«t,    j^  =  6a7  +  /8. 

Prenons  sur  la  i'*  un  p6int,  dont  x'  soit  l'abscisse  :  sa  4istaDoe 
à  un  point  quelconque  de  la  seconde  sera  R ,  savoir  (a^  6i4) 

R'={x  —  xy+y''  +  z*y 

ou  B*  =  (x  —  x'Y  +  (bx  +  fiY + (ax  +  •)*. 

Désignons  ce  2*  membre  par  ty  nous  aurons 

-5-  =  2(0?  —  x')  +  2(6x  +  fi)b  if-  2(ax  +  a,)a=zOf 

d^  r  f\  3i  ^  /  am  + 

7  =  —  2(x  — x)  =  o;  douxssx  tt\ 


dx'  ^  '         '  «*  +  *»• 

Puisque  x  =  x',  la  ligne  cherchée  est  perpend.  à  l'axe  des  Xy 
et  par  conséquent  elle  l'est  aussi  à  la  2"  droite  qu'on  aurait  pu 
prendre  pour  cet  axe  :  c'est  ce  qu'on  sait  déjà  (n^  274)*  ^^ 
reste 

la  condition  (2)  est  satisfaite ,  puisque  4  (û^*  +  ^*)  >  o  ;  il  y  a 

minimum.  La  longueur  de  la  ligne  cherchée  est  R  = -— i-r» 

L'équ.  de  sa  projection  sui*  le  plan  yz  étant  y  =  Az ,  comme 
elle  passe  par  un  point  (x,  ^,  z)  de  la  2*  droite, 

z       ax  -f-  •  Z>  ' 

donc  ces  lignes  satisfont  à  la  condition  (n®  633,6®.),  et  sont  per- 
pend. entre  elles  j  ce  qu'on  ayait  déjà  prouvé. 
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Méthode  des  Tangentes. 

\,  Soit  proposé  de  mener  une  tangente  TM  (fig.  2a)  aU 
M  {pCyy)  de  la  courbe  BMM\  dont  l'équation  est  donnée 
r  :  celle  de  la  droite  TM  e&t 

Y  -^y  =  tang  m{X—x)i 

Y  étant  les  coordonnées  yariables  de  la  droite ,  x  eX,  y 
du  point  de  contact  M  y  «  l'angle  T.  Il  a  été  prouvé, 
5 ,  que  la  dérivée  y'  ^=fx  est  la  tangente  de  l'angle  T  ^ 
dite  du  rapport  des  accroissemens  MQ  et  HTQ  des  coor* 
§es  X  et  y.  C'est  même  sur  ce  principe  que  nous  avons  établi 
tence  des  dérivées  pour  toute  fonction  de  or,  et  par  suite  le 
il  différentiel  entier.  Donc  (n®  346) 

,g.  =  /,     003.  =  -^^;^,     sm.  =  .p^^^ 

La  normale  MN  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  (n*  370) 
la  tangente  est »  ;  son  équation  est  donc 

y{Y  —  y)+X—x  =  o. 

En  faisant  F  =  o,  on  a  les  abscisses  ^T^  AN ^  des  pieds 
tangente  et  de  la  normale  *,  d'où  l'on  tire  a:  —  X",  ou 

sous-tangente  TP:='^,y    sous-normale  i'A^ssj'j^. 

}ue  ces  valeurs  ont  un  signe  négatif^  cela  indique  que  ces 
s  tombent  en  sens  opposé  à  celui  de  notre  figure;  il  suffit 
d'examiner  si  c'est^'  ouy  qui  est  négatif,  pour  reconnaître 
uation  de  ces  lignes,  (^qy.  n"  SSg.) 
.  Les  hypoténuses  TM  et  MN  donnent 

tangente  7^M  =:  -^  |/(i  +/*), 

normale  MN=y\/(,i  +/*). 
a.  ai 
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4®.  En  appliquant  le  raisonnement  ci-dessus  (yoye%  n®  ^) 
au  cas  011  l'angle  des  coordonnées  est  quelconque  ,  on  trouTen 
que  l'équation  de  la  tangente  et  la  valeur  de  la  sous-tangente 
restent  les  mêmes. 

•^23.  Yoicî  quelques  exemples  de  ces  formules  : 

I.  Dans  la  parabole  j'^  =  apx,  d'où  j^/  =P>  ~/  =  ^  j  ^* 
normale  MN=z  \.  {ipx  +/>*)  (n**  4^4)  • 

IL  Pour  l'ellipse  et  l'hyperbole  a*jK*±:  AV  =  ±a»Z»»j  d'où 

^'  =  qp  -j--  ;  on  tire  de  là  les  sous- tangentes ,  etc.  (^oy.  n"4<^ 
ay 

et  4i4*)  ^^^  ^^'  y  ^^  trouve  pour  la  longueur  de  la  normale,  en 
faisant  c*  =  a*  zp  6" , 


III.  Pour  l'équ.  r"*  =  a;"a~~",  on  trouve '^  =  — .  La  para- 

y  n  ^ 

bole  en  est  un  cas  particulier  :  c'est  ce  qui  a  fait  donner  aux 
courbes  renfermées  dans  cette  équ.  le  nom  de  paraboles  j  m 
et  n  étant  positifs,  y^  =  a^x  s'appelle  la  première  parabole  cu- 
bique; y^  =  ax^  est  la  seconde. 

De  même  on  donne  le  nom  d'hyperboles  aux  courbes  dont 

l'équ.  est  jcV""  =  a"*"*""  ;  leur  sous-tangente  est  '^-r  = ; 

y  n 

elle  est  la  même ,  prise  en  signe  contraire ,  que  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

IV.  Pour  la  courbe  dont  l'équation  est  x^  —  Zaxy  -^-y^  =  o,    ; 

po  a 

,       or  —  x^                                       y^  —  ax\ 
'v=-=^ ,     sous-tane:ente  = ^  ,  etc. 

^         y- — ax  ^  ay  —  x^  \ 

Y.  Dans  la  logarithmique  (n°  4^8),  y  =  «*  donne ' 

•^  =  -p  ;  la  sous  -tangente  est  égale  au  module  (n°  585). 

VI.  Soient  AP  =  x ,   PM~y,Mq  =  z  rr.  \/  {iry-f)    \ 
(iig.  23)  .  l'équ.  de  la  cjcioïde  ÀMF  est  ar=arc  (sin=:3)  — ^'    : 

i 
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(^  470 }  ^'^)^^  ^^  ^^^  P^^s  ^^^^  ^^  cercle  générateur  MGD ,  dont 
le  rayon  =  r.  La  dérivée  est  donc  (n®  683) 

\  Donc,  chassant  s  et  /,  la  cycloïde  a  pour  équation  dérîyée 

y  =  i/(2r^  —  y) ,  ou  y=y/^^l^), 

f origine  étant  au  point  de  rehroussement  A, 
Pour  mener  une  tangente  TM  y  on  remarquera  que 

sous-normale  =  yy'  =  l/(2/y — j'*)  =  z  =  il/Q. 

Ainsi^  la  ligne  MD  menée  au  point  de  contact  D  du  cercle  gé* 
Tiérateur  avec  Taxe  AE ,  est  la  normale.  La  corde  MD  en  est  la 
longueur;  on  obtient,  en  eiFet,  y\/{\  +y*)  =  ^{iry),  La 
corde  supplémentaire  M  G  est  la  tangente.  On  voit  donc  que 
pour  mener  une  tang.  en  ilf ,  on  décrira  MN  parallèle  à  l'axe 
AEj  puis  la  corde  AF,  et  enfin  ifcf  G  parallèle  à  KF. 

Si  l'origine  est  située  au  point  le  plus  élevé  F,  en  sorte  qu'on 
prenne  FS  c=  Xy  SMz=zy  ,  l'équation  de  la  cycloïde  est. . . . 
x=arc  (sin  =  a)  -j-  a  (n®  4? *)  >  ^  dérivée  est 


y=s/{^} 


On  aurait  aussi  trouvé  cette  équ.  en  transportant  Forigine  en  F 
(changeant  xenvr  —  a? ,  et  j^  en  ar — y). 

724.  On  peut  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes  rela- 
tifs aux  tangentes,  tels  que  de  les  tracer  par  un  point  extérieur, 
ou  parallèlement  à  une  droite  donnée,  ou  etc.  (F",  n®*  4<^7  et  4i3.) 
Cherchons ,  par  ex. ,  l'angle  /3  formé  par  la  tang.  TM  (fîg.  24)  9 
€t  le  rayon  vecteur  A  M  mené  de  l'origine  au  point  de  contact 
^{Xyy),  L'angle  ô  que  ce  rayotfvecteur  fait  avec  les  x  est  donné 

par  tang  ô  =  —  j  d'ailleurs  tang  u^y'\  donc 


y'x — y 


tang  («  —  «)     ou     tang  ^  =  iqTy^' 


ai.. 
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Dans  les  applications ,  il  faut  ayoir  attention  au  signe  que  prend 
celte  fraction. 

Pour  Téqu.  y*  '{'X^sszf*,  qui  appartient  au  cercle,  on  trouve 
tangiS=  00|  ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 

725.  Lorsqu'une  courbe  J3M  (lîg.  a4)  est  riq|>portée  k  de 
coordonnées  polaires  AM  :=:  r ,  MjiP  =  ^ ,  les  formules  pr^ 
cèdent  es  ne  peuvent  serrir  qu'autant  qu'on  traduit  préalable- 
ment l'équ.  r  =yS  de  la  courbe,  en  x  et  j^,  à  l'aide  desrdfr 
tions  (n*»  385) 

a:  =  rcosS,    y  =  rsin6,    a:* +^*  =  r*. 

Transformons,  au  contraire,  en  r  et  tf  les  formules  de  tang. ,  etc 
Prenons  donc  tf  pour  variable  indépendante  au  lieu  de  a:  ;  et  o 
calcul,  qu'on  a  déjà  fait  page  283 ,  donne 

tang^rr:-^;. 

^26.  On  pourrait  de  même  traduire  en  r,  r  et  è  les  yalenr! 

yy^  -^ ,  etc.  *,  mais ,  à  cause  de  leur  complication ,  on  préfin 

le  procédé  suivant.  On  nomme  sous^tangente  la  longueur  de  1 

partie  AT ^  prise  sur  la  perpend.  à  AM\  le  point  T  étant  aim 

déterminé ,  la  tangente  TM  s'ensuit.  Or ,  le  triangle  TAU 

donne  >^T=^iKf  tang.  ^,  ou 

r* 
sous-tang  rs^T'ss:  -y. 

Pour  la  spirale  d'Archimede  (n®  47^,  fig.  aS),  on  a 

Ainsi  la  sous-tangente  .^7^  est  égale  en  longueur  à  l'arc  de  cercle 
décrit  du  rayon  AM'=ry  et  qui  mesure  l'angle  MAx  =  é.  Quant 
à  l'angle  ^ ,  il  croît  sans  cesse  avec  l'arc  ô  ;  et  comme  ce  n'est 
qu'après  une  infinité  de  révolutions  du  rayon  vecteur  que  ^ 
devient  infini  |  l'angle  droit  est  la  limite  de  /8. 
Dans  la  spirale  hyperbolique  (n®  47^) 
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f  ''^^^Â*     sou»-tang  =  —  a,.    tangj3=?  — •; 

b  sons-tangente  est  constante;  Fasymptote  est  la  limite  àc 
toutes  les  tangentes;  enfin,  l'angle  du  rayon  Tecteur  arec  la 
lai^iente  est  obtus  et  décroit  a  mesure  que  6  augmente.  {F'cyez^ 
dins  le  i*'  Tolnme,  la  figure  260.] 
Bout  la  spirale  Ic^ritbmique  (n^  474). 

r=a  ,     tangiS=:p,     80us-tang=:p. 

La  courbe  coupe  tous  ses  rayons  yecteurs  sons  le  même  angle, 
qui  est  de  4^** ,  quand  a  est  la  base  des  lc^«  népériens  :  la  sous- 
Ung.  croit  proportionnellement  au  rayon  yectenr. 

Des  Rectifications  et  Quadratures. 

727.  Lorsque  l'équ.  j=^  d'une  courbe  BMJf  (fig.  22)  est 
donnée  y  la  longueur  BM^^s  d'un  arc  développé  est  déter- 
minée  quand  ses  extrémités  ^  et  i9f  sont  connues  :  cbercbons 
oette  longueur.  Pour  cela,  remarquons  que  ^  restant -fixe-,  « 
Tarie  avec  le  point  il/;  ainsi  s  est  une  fonction  de  xtsiAPf 
^il  s'agit  de  trouver,  8=iFx.  Si  x  croit  de  h^=iPP \y  croîtra 
de  If 'Ç.=  A ,  et  s  de  MM!  =  /;  donc 

y  =/x  donne  J\x  +  //)  —y  +yh  +  iy'h^  +. . .  ; 
s  =  Fx  F{x  +  h)  =9+B'h  +  l  s7»*  +. . .; 

foii    k=yh  +  ky'h^+...,         /  =  «'A+is'A*+. ..; 

corde  J/ir  =  V/(A*+  A»)  =  h\/{i  +y»  +/j^'A  +...). 

D'un  autre  côté,  la  tangente  MH  donne  (n®  722) 

j^  corde  MJT  __  ^/(^  +y-+yyh  +...) 

AiH+M'H~    V/(i+y')  — b'"*---    ■ 

Hns  h  décroit,  plus  ce  rapport  approcbe  de  l'unité  ;  1  est  donc 
^nsii  la  limite  du  i***  mend>re;  et  puisque  l'arc  Af Jf'  est  compris 
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entre  sa  corde  et  la  ligne  brisée  M  H  -f-  M'H^  i  est  aussi  la  li- 
mite du  rapport  de  Ja  corde  à  l'arc ,  ou  de 

corde ^t/(i+y'+yy^-..;.  ^,^^  ,=v^(i±£) 

arc  *+î«"A...  '  «'       ^ 

,'=  !/(!+/•),   ou   d«=v(d*»+d:KO- 

Cette  formule  sert  à  rectifier  tous  les  arcs  de  courbe.  On  j 
met  pour  y  sa  valeur  fx ,  tirée  de  l'équ.  donnée  y  znfx  de 
la  courbe  9  et  l'on  obtient  la  dérivée  /  de  l'équ.  s  =  jPx;  il  faut 
ensuite  intégrer  Pxy  c-à-d.  remonter  de  cette  dérivée  à  sa 
fonction  primitive  Fx,  Nous  donnerons  bientôt  (n*  809)  les 
moyens  de  faire  ce  calcul. 

L'équation  du  cercle,  dont  le  centre  est  à  l'origine^  est 

j^*+jf»=ir*,     d'où     yy'^x  —  o\ 

G^est  la  dérivée  de  l'arc  de  cercle  s  y  exprimée  en  fonction  de 
son  sinus  ou  cosinus  (qui  est  o;^  V.  n®  683).  Pour  rectifier  l'arc  de 
cercle,  il  faudrait  donc  intégrer  cette  fonction  (n^  809,  lîl). 

D'après  notre  valeur  de  s\  on  peut  simplifier  les  formules 
de  la  page  32 1  ^  qui  deviennent  | 

/      dr  1       d.v      .  /       dy 

tang«=y  =  -,  cos.=  -,  =  j^,  sin«=^  =  ^, 

y/      y&s  ,  ,      \As 

tangente  ='^  =  ^^ ,     normale  '=^ys  =  S — • 

728.  Pour  obtenir  l'aire  BCPM:=:zt  (fig.  22),  imitons  les 
raisonnemens  précédens;  nous  verrons  que  t  est  fonction  à&h 
ou  tzzz^x'j  que  les  accroissemens  i  et  i  de  l'ordonnée  et  de 
l'aire  pour  l'abscisse  x  -|-  ^ ,  sont 

k  -  M'Q  z=yk+.. . ,     i  =  MPP'M'z=/h+... 

On  a  rectangle  MPFQ=yh,  LP'  =(j^  +  A)â;  l'unité  est  la 

limite  de  leur  rapport  , ,    i  est  donc  aussi  la  limite  d» 


l'a 


ESCTIFICATIOSS  £T    QUADRATURES.  5^7 

npport  entre  le  rectangle  MPP'Q  =yh  et  Faccroissement . . . . 
MPP'3f=  i  de  l'aire  t.  Ce  rapport  est 

T=/+-;/a+../-   ^^""  ?  =  ''    ou    /=jr.  - 

Il  iandra  mettre  îcî/r  poar^ ,  et  intégrer  rë<|uation  /=fx, 
{Fcyn  n""  8o5.) 
Si  les  coordonnées  faisaient  l'angle  m ,  on  troQTeràit 

/  z=Ly  sîn  ce. 

729.  Cherdions  Paire  AKM:=zr  (fig.  24) >  comprise  entre 
deux  rayons  yecteurs  ^il/,  AK ,  dont  le  dernier  demeure  fixe^ 
Faatre  variant  ayec  M,  On  a  l'aire  A  KM  ou 

mais 

ABM=  ABCD  +  DCMP  —  AMP  =  ABCD  + 1—  Ixyi 

aoDc  T  =  udfiBJIf/iC  —  >^jBCZ>  —  t  +  ixy. 

Or,  la  variation  du  point  M  ne  change  pas  les  points  B ,  C  et 
K\  prenant  la  dérivée,  en  regardant  ABMK  et  AB CD corame 
constans, 

Traduisons  les  valeurs  de  s'  et  r'  en  coordonnées  polaires  r  et 
S;  en  mettant  -7-,  -27,  -7,  pour/, y  et  /  (n®  689), 

X         X        X 

«'«  =  x'»  +y* ,     r  =  i  (x/  -jyx')  : 

la  yariable  principale  est  devenue  quelconque;'  pour  qu'elle 
loit  ô,  il  suffît  de  mettre  ici,  pour  x^y,  x'  et. y,  les  valeurs 
do  n®  690 ,  et  il  viendra 

,'=V/(H'+r'»),     r=lf*, 

qai  sont  les  formules  des  rectifications  et  des  quadratures  de 
courbes  rapportées  à  des  coordonnées  polaires,  l'équ.  étant 
''s=yY  :  on  aurait  d'ailleurs  pu  les  obtenir  directement  par  la 
niéthode  des  limites. 
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Des  Oscillations. 

780.  Si  l'on  prend  un  point  M  (fîg.  26)  sur  une  courbe 
BMZj  et  qu'on  mène  une  tangente  TM  et  une  normale  MN) 
puis  y  des  difPérens  points  a,  6.  • .  de  la  normale  >  si  Ton  décrit 
des  cercles  qui  passent  en  M^  TMsera  leur  tangente  commune* 
Or,  il  est  clair  que^  par  la  disposition  de  ces  cercles ,  les  nos 
sont  en  dedans,  les  autres  en  dehors  de  la  courbe;  en  sorte 
qu'il  en  est  un  qui  approche  plus  que  tout  autre  de  la  courbe 
BMZ  y  de  part  et  d'autre  du  point  M.  C'est  ce  qu'on  nomme 
le  Cercle  osculateur;  son  centre  D  et  son  r^jon  DM  sont 
appelés  Centre  et  Rayon  de  courbure;  et  comme  en  changeant 
le  ][K>int  M  y  le  cercle  change  aussi  de  centre  et  de  rayon,  on 
nomme  Dèçeloppêe  la  courbe  lODy  qui  passe  par  tous  les 
centres  de  courbure  :  la  ligne  donnée  BMZ  est  la  Déi^eloppanie 
de  lOD. 

Pour  trouver  le  cercle  osculateur  d'une  courbe,  en  un  point 
donné  M,  il  faudrait  exprimer  en  analyse  les  conditions  qui  le 
déterminent:  généralisons  ces  considérations.  G>nceTons  deux 
courbes  qui  se  coupent;  leurs  équ.  y=s:fxy  F=FX donnent 
y  =  F  pour  la  même  abscisse  x=:  X,  qui  est  celle  du  point 
commun  :  jusqu'ici  il  n'y  a  qu'une  simple  intersection.  G)m- 
parons  le  cours  des  deux  ligues  de  part  et  d'autre  de  ce  pointi 
et  pour  cela,  mettons  x  +  h  pour  x  et  X,  dans  j^  et  Ki  les 
ordonnées  correspondantes  sont 

y+yh  +  iy"h\..y    r+rA  +  irA>+...; 

d'où        ^==My-  n  +  ih%f^  ro  +. . . , 

pour  la  distance  entre  les  deux  points  de  nos  courbes  doot 
l'abscisse  est  x-^h  :  il  faut  dans  K ,  F*. . . ,  remplacer  X  par 
07.  Plus  ^  sera  petit  pour  une  valeur  donnée  de  h,  plus  les 
points  correspondans  seront  \oisins ,  de  sorte  que  le  degré  de 
rapprochement  de  nos  courljes  dépend  de  la  petitesse  de  ^,  dans 
une  étendue  déterminée  de  h. 

Or ,  s'il  arrive  que  la  valeur  dex ,  pour  laquelle  j^  =:  K,  rend 
liussi  y'  =  K',  on  a 
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et  nos  deux  courbes  approchent  plus  l'une  de  l'autre  que  ne  le 

ferait  une  troisième  qui ,  passant  par  le  même  point  (x,  J^),  ne 

remplirait  pas  cette  même  condition.  Car  ^  soit  y  =  çi  Véqu.  de 

celle-ci ,  la  distance  A ,  entre  les  points  de  cette  courbe  et  de 

la  première,  qui  ont  pour  abscisse  X'^h^est 

en  supposant  fr  =fxy  pour  qu'elles  aient  le  point  commun 
(x,^).  Or,  les  valeurs  de  ^  et  A  ont  la  forme 

i'=bh^  +  ch^+  ....     A  =  Ah  +  Bh*  +  Ch^...', 

doù  A  — <^=^A  4.  (iî  —  t)  A*-f  (C  — c)  ¥+ 

Si  donc  on  prend  h  assez  petit  (n^  701)  pour  que  le  terme  j4h 
donne  son  signe  à  ces  séries ,  A  —  ^  ayant  le  signe  de  A ,  on 
aura  A  >  ^pour  cette  yaleur  de  ^,  et  pour  toutes  celles  qui 
sont  moindres,  quel  que  soit  le  signe  de  h.  Ainsi  la  courbe  j^=i^jp 
approche  de  celle ^=/r,  dans  toute  cette  étendue  A,  et  de 
part  et  d'autre  du  point  commun ,  plus  que  ne  le  fait  la  3* 
courbe  y  =  ^| ,  quelle  qu'en  soit  la  nature. 

Si,  outre j^'=  V,  on  a  aussi  j»"  =  Y" ,  on  verra  de  même  que 
nos  deux  courbes  approchent  Tune  de  l'autre ,  dans  les  points 
voisins  de  celui  qui  est  commun,  plus  qu'une  troisième  qui  ne 
remplirait  pas  ces  deux  conditions ,  et  ainsi  de  suite.  Nous  di- 
rons de  deux  lignes  qu'elles  ont  un  Contact  ou  une  Osculation 
du  1"  ordre j  lorsqu'elles  satisfont  aux  conditions^  =:y,  y=Y^^ 
pour  la  même  abscisse  x.  De  même  j'  =Y,y=  Y\  y"  =  7*  se- 
ront les  conditions  du  contact  du  2®  ordre ^  etc.j  et  il  est  dé- 
montré que  ces  deux  courbes  sont  plus  proches  l'une  de  l'autre 
▼ers  le  point  commun,  qu'une  3*  courbe,  à  moins  que  celle-ci 
ne  forme  une  semblable  osculation. 

73 1.  Ces  principes  posés,  si  quelques-unes  des  constantes 
«,  6,  c. . . .  que  renferment  les  équ.  y=zfx  y  Y=z  FX  des 
deux  courbes,  sont  arbitraires ,  la  nature  de  ces  lignes  est  fixée, 
mais  leur  position  et  certaines  dimensions  ne  le  sont  pas.  On 
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peut  donc  déterminer  ces  n-f-  >  constantes  par  un  nombre  ég&l 
de  conditions  j^  =  F,  j^'  t=  J^ ,  y"  =  F'' . . . . ,  et  les  courbes  au- 
ront ainsi  un  contact  du  n*  ordre  :  elles  approcheront  plus  près 
l'une  de  l'autre  que  toute  autre  courbe  qui  ne  formerait  pas  une 
osculation  de  même  ordre. 

^32.  Appliquons  ceci  à  la  ligne  droite  :  soit  j^  =yx  l'équ.  don- 
née d'une  courbe.  Prenons  une  droite  dont  la  situation  soit  in- 
déterminée ;  nos  équ.  sont 

a  et  6  étant  quelconques.  Si  l'on  pose  y  =  Y  et  j/  =  Y^,  ou 

il  y  aura  osculation  du  i*'  ordre;  la  droite  sera  tangente  :  en 
effet  ^  pour  qu'une  autre  droite  approchât  plus  qu'elle  de  la 
courbe ,  de  part  et  d'autre  du  point  commun ,  il  faudrait  que 
celle-ci  remplît  les  mêmes  conditions ,  a-à-d.  qu'elle  eût  les 
mêmes  valeurs  pour  ses  constantes.  Ainsi^  y'  est  la  tangente  de 
l'angle  que  fait  notre  droite  ayec  les  axes  \  éliminant  a  et  h^  l'équ. 
de  la  tangente  est 

comme  n^  722.  On  tîre  aisément  de  là  l'équ.  de  la  normale,  la 
valeur  de  la  sous- tangente ,  etc. 

733.  Raisonnons  de  même  pour  le  cercle  :  les  équ.  de  la 
courbe  donnée  ,  et  d'un  cercle  considéré  dans  une  situation 
quelconque  I  sont 

y=fx,    (r_i).-|.(X-a)«  =  fl«; 

a  et  6  sont  les  coordonnées  du  centre,  R  est  le  rayon.  Nous 
établirons  un  contact  du  2*  ordre  pour  déterminer  ces  trois 
constantes.  Les  dérivées  de  cette  dernière  équ.  sont 

(y  — è)r4-x— a  =  o,  \r—6)r'+r»-f  1=0; 

donc  (y  — è)»  +  (a;  — a)*  =  jR» (i), 

(y  —  b)y  +  X'^a:=zo (2)^ 

(y -l>)y"+y'+ 1  =  0 (3). 
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Tirant jr  *—  6  et  x  —  a  des  deux  derniàres , 
il" donne  R=s±^^-tlDl  (*): 

y 

On  a  donc  ainsi  le  rayon  et  le  centre  de  courbare.  Tout  autre 
cercle  approchera  moins  de  notre  courbe  que  celui-ci,  parce 
qu'il  devrait  pour  cela  remplir  les  mêmes  conditions,  c-à-d. 
coïncider  avec  lui. 

734*  On  Toitque,  i^.  la  tangente  à  la  courbe  l'est  aussi  au 
cercle  osculateur ,  puisque  y  a  la  même  valeur  pour  l'une  et 
Faatre. 

2".  L'équ.  de  la  normale  est  y  (F  — y)  +  X — ^  =  o  ;  si  Ton 
y  met  a  et  6  pour  X et  F,  elle  est  satisfaite,  puisqu'on  retrouve 
la  relation  (2),  qui  ne  suppose  qu'un  contact  du  i^'  ordre  entre 
la  courbe  et  le  cercle  :  donc  le  centre  de  courbure  est  sur  la 
normale  ,  ainsi  que  le  centre  de  tout  cercle  qui  a  la  même  tan* 
gente  TM  (%  26). 

3®.  Si  l'on  élimine  x  etj^  entre  l'équ. ^  '==^f^  de  la  courbe,  et 
celles  2  et  3  qui  déterminent  a  et  6,  on  aiira  une  relation  entre 
les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  quel  que  soit  le  point  M  ; 
ce  sera  donc  Vèqu,  de  la  déi^eloppée. 

4*^.  Puisque  /{ ,  a  et  &  sont  des  fonctions  de  x ,  que  le  calcul 
détermine  aisément,  si  on  les  substituait  dans  les  équ.  i  et  2, 
elles  seraient  identiques  :  on  peut  donc  les  différencier  en  regar- 
<lanl  Ry  aetb  comme  variables.  Opérons  d'abord  sur  Téqu.  (2)  ; 
fl  vient 


(*)  La  valenr  de  R  doit  comporter  le  signe±:  j  mais  comme  cette  expression 
Q  a  de  seos  que  lorsquMIe  est  positive  (nP  336),  on  devra  pre'ferer  celui  de 
^  deux  signes  qui  donnera  à  la  valeur  de  R  le  signe  +.  Si  /"  est  positif,  ce 
^i  arrive  lorsque  la  courbe  tourne  sa  convexité'  vers  Taxe  des  x ,  on  prendra  le 
'igne-4-9  ^  faudra  prcTérer  le  signe  —  dans  le  cas  contraire.  {Voy.  n*  743.) 
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d'où  iy  +  a'  =  o,- 

en  retranchant  de  (3)  :  c'est  ^  comme  on  devait  s'y  attendre,  b 

dérivée  de  l'équ.  (2)  par  rapport  k  a  et  b  seuls.  On  a  dono 

I        b^ 
7  =  —  pour  la  tangente  de  l'angle  que  fait  la  normale  afec 

y 

l'axe  desx.  Soit  b  =  ça  l'équ.  de  la  développée;  sa  tangente  an 
point  (a  f  b)  ùit  avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tang.  trigo* 

nométrique  est  t-  =  -?  = 7  (p^  689),  puisque ,  dans  notre 

calcul,  nous  ayons  regardé  &  et  a  comme  des  fonctions  oii  x  est 
variable  principale.  Donc  la  normale  à  la  dépeloppanta  est  tan' 
gente  à  la  développée, 

5".  Faisons  la  même  chose  pour  l'équ.  (i),  c'est-à-dire  ipt. 
nons-en  la  dérivée  en  faisant  tout  varier ,  et  ôtons  le  résultat  de 
l'équ.  (2)  ;  ou  plutôt  prenons  la  dérivée  de  (i)  relativement  ï 
a,  b  et  R  seuls.  Il  vient 

Four  en  tirer  une  relation  qui  appartienne  à  tous  les  points  de 
la  développée^  il  faut  éliminer  x  et  y.  Mettons  donc  pour 
X  —  a  et  j*—  6  leurs  valeurs  tirées  de  (i)  et  (2);  après  y  aToir 

substitué  — T7  pour  y',  on  trouve 

'R  a'R 


07  — a  =  —        ^  = 


y-b  = 


_^^ VR  


Si  Von  prend  a  pour  variable  principale  ,  iî'  =  V/  (i  +  ^*) 
est  la  dérivée  du  rayon  de  courbure  relativement  à  a.  Mais  celle 
de  l'arc  «  de  la  développée  est  aussi  s  =  V^Ci  +  6'*)  (n®  7*7)) 


ï: 


OSCULATIOHS.  335 

Jonc  R'  =  s'y  équ.  qui  est  la  dérlyée  de  /{=«-(-  ^^  ^  étant  une 
constante  arbitraire  (n®  768). 

Pour  un  autre  arc  S  de  déyeloppée,  le  rayon  de  courbure  est 
S'\'A  y  Forigine  fixe  de  cet  arc  étant  la  même  ;  ainsi  a  —  6^  est 
la  différence  des  deux  rayons.  II  suit  de  là  que  si  O  et  £>  (fig.  26) 
lont  les  centres  de  courbure  des  points  B  et  M  y  l'arc  OD  de  la 
déyeloppée  est  la  différence  des  rayons  de  courbure  ^O,  MD. 
Donc,  si  l'on  courbe  un  fil  sur  la  déreloppée  OD ^  et  si  on  le 
tend  suivant  JBO;  en  le  déroulant  de  dessus  OD,  l'extrémité^ 
décrira  la  développante  BM  :  c'est  sur  cette  propriété  qu'est 
fondée  la  dénomination  de  ces  courbes. 

6**.  Les  expressions  du  rayon  de  courbure  et  des  coordonnées 
du  centre  se  présentent  sous  diverses  formes ,  suivant  qu'on  y 
prend  telle  ou  telle  variable  pour  indépendante.  Cest  ainsi  qu'on 
4  vu  (n^  69a)  que 

ff _ (^' + y») »  j._:£_   y 

sniTant  que  la  variable  principale  est  arbitraire^  ou  bien  est 
Farc  s  :  si  cette  variable  est  l'abscisse  x^  on  peut  écrire  ainsi  les 
lalenrs  de  /î  ^  a  et  h^ 

y  y  ^    y 

7^.  Si  les  coordonnées  sont  polaires ,  on  exprimera  a;  et  ^  en 
fonction  de  ces  nouvelles  coordonnées  AM^r,  MAP=A  (fig.  24}  ; 
puis  on  substituera  pour  a: ,  x'.  • . .  leurs  valeurs  dans  celle  de  R 
-oàaacune  variable  n'est  principale.  {V'oy.  les  formules^  n**  690.) 
On  a,  toutes  réductions  faites 9 


R^     ■•     ■•'' 


^Jîl+iD. 


ti/' —  rr'' +  !>      2/*  — rZ  +  r*' 
735.  Appliquons  cette  théorie  à  quelques  exemples. 
1.  Pour  la  parabole  y*  =  2px  ,y''=.-,  >'"  =  — A  \  en  subs^ 

y  T 

iitoant  dans  nos  formules ,  on  trouve 
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iV  étant  la  longueur  de  la  normale  'n"  728 .  I).  Donc  U  rofm 
de  courbure  de  la  parabole  est  égal  au  cube  de  la  normale,  âH- 
^isé  par  le  carré  du  demi-paramètre.  An  sommet  A  (fig.  26), 
oax=Oy  on  aA=p;  ainsi ,  la  distance  AI  du  sommet  à 
son  centre  de  courbure  est  le  doubîe  de  celle  du  foyer.  Hos 
X  croit,  plus  la  conrbnre  diminue,  et  cela  indéfiniment.  Lei 
coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 

a  =  3x  +  D,    i  = ^. 

P 

Eliminant  x  et  y  dey^z^apx,  on  a,  pour  équ.  delà  déTeloppée, 

Z>*  = (a  —  py,  d'où  b^  =  — ^ ,  en  transportant  Forigine 

en  /  :  c'est  la  seconde  parabole  cubique.  Nous  apprendroas 
bientôt  à  la  discuter  (p.  345). 

IL  Pour  l'ellipse  on  a  m*y^  +  /iV  =  ot*/»*. 


c  étant  la  distance  du  foyer  au  centre,  c*=  m*  —  n\ 

(m^  —  c^x^)i  _c^       ,  _       c*y 

Telles  sont  les  valeurs  du  ravon  et  des  coordonnées  du  centre  de 
courbure  pour  l'ellipse.  En  comparant  les  valeurs  de  ^,dela 
normale  (p.   822)  et  du  paramètre/?,  on  reconnaît  que 

R  =  — -—  =  ,,     •  :  c  est  le  même  théorème  que  pour  la  para- 

t)ole.  Puisqu'un  arc  de  la  développée  est  la  différence  entre  les 
rayons  de  courbure  qui  partent  de  ses  extrémités  (p.  333),  et 
que  ces  rayons  sont  des  quantités  finies ,  cet  arc  est  rectifiable. 
La  même  chose  arrive  pour  toutes  les  courbes  algébriques;  on 


OSCULATIONS.  555 

peat  trouver  une  droite  de  même  longueur  qu'un  arc  donné  de 
Ja  développée. 

Comme  R  décroît  quand  x  augmente ,  c'est  aux  quatre  ex- 
trémités des  axes  que  R  est  maximum  ou  minimum,  :  aux  som- 
mets O,  O'  de  l'ellipse  (fig.  53)  la  courbure  est  la  plus  grande, 

71*  c* 

/î=  —,  a=zh  —,  b-=  o\  en  D  et  D' ,  elle  y  est  la  moins 

m.  m.  * 


m*        ,  .     C* 


TTtâ  C 

grande ,  R  =  — ,   ^  =  ±  — ,  a  =  o  :  les  points  A,  K.  i.  i\ 

n  7*  *  ' 

ainsi  déterminés,  sont  les  centres  de  courbure  des  extrémités  des 

axes.  Pour  avoir  l'équ.  de  la  développée ,  tirons  les  valeurs  de 

X  et  y  de  celles  de  a  et  by  et  substituons  dans  l'équ.  de  l'ellipse  ; 

nous  avons 

en  faisant  Ch  =  ^,  Ciz=zp,  D'après  ce  qui  sera  dit  (p.  346), 
on  trouve  que  la  courbe  a  des  rebroussemens  aux  quatre  points 
A,A',  i,  î',  et  qu'elle  est  formée  de  quatre  arcs  convexes  vers  les 
deux  axes ,  à  l'égard  desquels  elle  est  symétrique  :  la  développée 
est  dessinée  au  ponctué  dans  la  fjgure  53. 
Pour  l'hyperbole  (n**  397) ,  changez  n  en  n^  --  i. 

ni.  La  cycloide  (fig.  23)  donne  (p.  323) 

y=v/C-^)=v/(7 -)■'•=-/•• 

d'où  «'»  =  —,  et  iR  =  2|/(27j)  =  22V. 

Le  rayon  de  la  courbure  étant  double  de  la  normale ,  prolon- 
geons MD  et  prenons  M'D  =  MD,  M'  sera  le  centre  de  cour- 
bure ;  il  serait  aisé  d'en  déduire  la  figure  de  la  développée,  mais 
nous  préférerons  suivre  la  méthode  générale,  qui  donne 

a  =  x  +  2l/(2rK  —y)  ,  b  =  ^  y^ 

pour  éliminer  x  et  y.  Comme  l'équ.  de  la  cycloWe  est  une  dé- 
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rivée,  nous  prendrons  celles  de  a  et  i,  a  = *^,  V:^±^y'» 

Divisant  ces  valeurs ,  on  a  * 

en  mettant  —  b  pour  y.  Or  ^  si  Ton  prend  les  ordonnées  posi- 
tives b  en  sens  contraire,  il  vient  -7  r^  i  / 7 ,  qui  est  pré- 
cisément l'équ.  de  la  même  cycloïde,  lorsque  l'origine  est  en  F, 
Donc  la  développée  LA  de  la  cycloïde  est  une  cycloïde  ég^Ie, 
l'arc  AL  est  identique  avec  FA'  ^  le  sommet  F  est  porté  en  A» 

lY.  Dans  la  spirale  logarithmique  (fig.  25)  ^  r^eT^ 

d'où  JÎ  =  rV/(l+l'a)  =  rséciy=-^, 

cosiir 

la  tangente  de  l'angle  AMN  =  9  du  rayon  vecteur  avec  la  nor- 
male étant  =  la  (n°  726).  La  projection  du  rayon  de  courbure 
MN SUT  le  rayon  vecteur  est  =  r;  ainsi,  la  perpend.  AN,  éleyée 
sur  ce  rayon  au  pôle,  rencontre  la  normale  au  centre  iVde  cour- 
bure. AM est  donc  la  sous-tangente  de  la  développée ,  et  ANson 
rayon  vecteur  ;  AM  forme  avec  la  courbe  MI,  en  chaque  point} 
le  même  angle  jS  que  AN  fait  avec  la  développée.  Donc ,  la  dé- 
veloppée est  cette  même  courbe  placée  en  sens  différent. 

On  appliquerait  de  même  la  théorie  des  osculations  à  des  coa^ 
bes  d'un  ordre  plus  élevé  (voy.  Foncé,  anal,,  n**  1 17)  ;  et  il  est 
TÎsible  que  deux  courbes  qui  ont  un  contact  du  2®,  3*,  4*«  •  •  • 
ordre ,  ont  même  tangente  et  même  cercle  osculateur  à  ce  point. 

786.  La  différence  entre  les  ordonnées  des  deux  courbes  étant 
^=  il/A"*  +  A^A"»""*+. . . .,  suivant  que  Mk^  est  positif  ou  né* 
gatif,  comme  le  signe  de  ^est  cehii  de  ce  terme  quand  A  est 
très  petit ,.  l'ordonnée  de  la  courbe  est  plus  grande  ou  moindre  ^ 
que  celle  de  son  osculatrice  :  ce  qui  fait  juger  si  la  i'^  est  en  dessus 
ou  en  dessous  de  l'autre.  Mettant  —  h  pour  A,  le  signe  de  MV 
changera  lorsque  m  sera  impair,  et  la  courbe  sera  coupée  par  soa 


= 
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K>scalatrice  au  point  commun.  On  'voit  donc  qa^une  courbe  est 
toujours  coupée  par  son  cercle  osculaieur. 

Des  Asymptotes. 

787.  Si  le  déreloppement  def(x  -f-  h)  est  fautif ,  alors  on  ne 
peut  étaUîr  une  osculatlon  qu'autant  que  la  série  de  /^(x-f-  h) 
procède  sulyant  la  même  loi  y  du  moins  dans  l'ordre  des  premiers 
termea  qu'on  doit  comparer  :  cette  condition  dépend  de  la  na- 
ture des  fonctions yx  et  Fx ,  et  ne  peut  ayoir  lieu  qu'acciden- 
tellement, c.-à-d.  pour  de  certaines  yaleurs  de  x;  le  ^ème  rai-: 
fonneraent  exige' alors  qu'on  égale  les  premiers  coefficiens  pour 
qu'il  j  ait  osculation.  (Voy.  Fonct.  anaiyt,,  n^  i^o*) 

Soient  j^  =^  >  y  =  ^^  les  équ.  de  deux  courbes  :  supposons 
qu'on  ait  développé^  et  Fx  en  séries,  suivant  les  puissfu^ces 
descendantes  de  x  (voy,  p.  3o3),  en  sorte  que  chacune^çle.çes 
fonctions  soit  mise  sous  la  forme  ,     . 

^x*  +  Bx^^  +  . . .  +  -Ma:-"  +  iVa:-'»-»  +  .... 

Si  les  exposans  de  ces  deux  développemens  sont  les  méipe^  jus- 
qu'à un  certain  terme  Mx^^y  et  qu'on  puisse  disposer  de  quel- 
ques constantes  pour  rendre  aussi  les  i**^  coefficiens  égaux  sans 
introduire  d'imagmaires ,  la  différence  entre  deux  ordonnées 
quelconques  sera  M!x'^^  +  •  •  •  H  suit  de  là^^que  l'une  de  nos 
couFl)es  ira  en  s'approchant  continuellement  de  l'autre^  à  me- 
sure que  X  croîtra  ,  mais  sans  jamais  l'atteindre  :  et  il  j  aura 
Un  terme 9  passé  lequel  aucune  autre  courbe,  qui  ne  remplirait 
pas  ces  conditions ,  ne  pourra  en  approcher  davantage.  Nos 
^urbes  seront  donc  des  Asymptotes  Tune  de  l'autre. 

Ain^,  quomd  une  courbe  s* étend  indéfiniment^  elle  d  urte  in-' 
fimté  d^ asymptotes  J  qu'on  trouve  en  développant  jr  =fi^  en 
série  descendante ,  et  prenant  pour  ordonnée  de  ,1a  ligne  chër-^ 
cbée  la  somme  des  premiers  termes,  jusqu'à  un  rang  quelconque 
dont  l'exposant  soit  négatif;  ou  bien  en  composant  une  fonction 
Px  J  dont  le  développement  commence  par  ces  mêmes  pre- 
oûera  termes. 
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L  Par  exemple 9  pour  l'hyperbole  (n**  ^i6) 

jp=  di-v/(x»  — a*)  =  ±:  4  H=  i-^^""  +  •  •  • 


1 


a 


a 


bx 


Donc  les  droites  qui  ont  pour  équ.  j^s  db  —  sont  les  asymp- 

totes  rectilignes ,  et  jouissent  seules  de  eette  propriété. 

Il  en  est  de  même  de  a;  =  o  et^  =  o ,  pour  xy  =  jw% 

h 

IL  La  courbe  dont  l'équ.  est  y  =  — —- est  forihéede 

^  "^         Vipc^  —  a*) 

quatre  branches  symétriques  par  rapport  aux  axes,  et  dont  Qou 
pourrons  bientôt  trouver  la  figure.  On  a  (n°  i35) 


y  =  fea;""*  +  etc. ,    a?  =  a  +  j.  —  jr"*  + 


•      • 


« 

selon  qt^n  forme  le  développement  ^  sui tant -103  pûissâibéai'dk 
ar'ou  dcjK  Les  droites  qui  ont  pour  équ.  y  ==  o'èt  a7  =  à/9oql 
donc  des  asymptotes.  L' hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  ki 
axes  des  x  et  de»  y  y  ek  h  pour  paisaance ,  Fe^  aussi  \  nnis  le  raf 
prochement  est  ici  beaucoup  plus  grand. 

III.  Sdit  y^  —  Zaxy  +  x^z=iOy  fig.  a-J  (n*  708)  ;  on  a 

y= — X  —  a  +  jûj^^""*  —  ja^jf""^..,. 

La  droite j^  = — x—  a  est  donc  une  asymptote  ;  elle  s€  cdnslril 
en  prenant  jiB  =  J[Ci=  a ,  et  tirant  BC, 

IV.  Soit  enfin  y  —  ^jc*^*  —  x^  +  aaxy»  —  5aj!»  =of  " 

_._       _i_  «(31/2—4)  .     ^  ' 

p  désignant  1/(1  it  \/2).  Donc,  en  construisant  les  di 
GF^  G£r  (fig.  28) ,  qui  ont  pour  ordonnées  ces  4eux  pi 
termes ,  on  aura  les  asymptotes  rectilignes  de  la  courbe 
posée. 

Des  Points  multiples  et  conjugués. 

738.  Lorsque  les  branches  d'une  courbe  passent  par  un 
point  f  soit  en  se  coupant^  soit  en  se  touchant ,  ce  point  est 


V-a 
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i  double  j  triple. . . .  ^  multiple ^  sniTant  qu'il  est  commaii 
3ax>  trois;*.  ^^  ,  ou  plusieurs  bruncbes.  Étant  donnée  Péqu. 
le  courbe ,  proposons-nous  de  déterminer  ces  points ,  si  elle 
a.  et  leur  nature. 

îoient  f=o,     iïfy' -f- J\r=:  o 

meax  étyde  là  courbe,  et  sa  dériyée  :  on  suppose  y  délÎTré^ 
radicauxw 

^'  CAS4  «Si  tes  branehes>de  la  courbe  se  coupent  au  point  cber- 
',  il  y 'a  plusicLurs  tangentes  eii  ce  point  :  ainsi  r  pour  une 
Ottr  i»,Xy  et  celle  de^  qui  j  répond,  j/  doit  avoir  autant  de 
sors  ^ily  a  de  brancbes.  OiK,.on  a  vu  (n^  760)  qUé  'çéïiA 
iditioa  i-èfod  iRf  et  IV  nuls.  ^'■- 

I*  Oâs»  Si  les  branches  de'  ia  courbe  setoncheaty  il  b'j:  à 
'nr  valeur  de j/;  et  même  quand  le  contact  est  dîi  (fw^t)ft 
Ire,  il  n'y  a  (n**  781)  qu'une  valeur  de  3/,  y  .%•.  y^^^l;wasL\B 
doit  en  troitYer.plusieurspour  jf^f).  Or,  Véquatiendércrèède 
rdre  n!  aJa  forme^  My^'^^  >+•  . .  i  ss-o-^  ilf  étant  ieî'le  némn 
efficient  (n^686)  que  fokur'y'fy. . . ,  dans  les  dépiréessuc* 
ssives  ;  et  comme  cette  équ.  est  du  i*'^  degré,  et  exempte  de 
dicauXy  elle  ne  peut  donner  plusieurs  yaleurs  de^^"^  pcui^  une 
oie  de  a:  et  de  y  V  on  â  jdonc  encore  M==:o,  et  par  eonsqqctent 
b:  o ,  par  la  même  raison  qp  au  n^  700. 
Concluons  de  )S  que, pour  trouver^ les pÔinù  mtildple^^tiine 
wrhê  ,  on  égalera  a  zéro  les  dérii^êeà  M  èi^  de  iion  ïqù,  V  ==  o , 
mes, tour  à  hoùr^par  rappoH  àj  et  à  x.  Piiisj  éhniinàniTi  et  y 
Urè 'éteu^' de  ces^équ. 

/' M:?^:6,  N=,o,    r=o...  (i):    ': 

nvtdêun  réelle»  qui  satisferont  à  la  3^,  pourront  seules  ap^ 
artenir  aux  points  multiples. 

Je  dis  pourront  appartenir^  parce  que  ces  points  peuvent  aussi 
e  pas  exister  avec  ces  équ. ,  ainsi  qu'on  ya  le  voir.  On  pa^se^^a  à 
i  dérivée  du  a*  ordre  (n**  686) ,  My"  +  Py'»  +  etc.  =  o  ;  et 
^nant  l'une  des  couples  de  valeurs  de  x  eh  y  qu'on  <vient  de 
nmver ,  on  les  substituera  ici  :y^  disparaîtra,  et  y  sera  donné 
•r  une  équ.  du  2*  d^ré.-  Si  les  ratineiB  sont  réelles ,  il  y  aura  un 

22.. 
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point  double  y  les  deux  tangentes  à  ces  branches  seront 
minées  par  ces  yaleurs  de  y'  f  et  donneront  la  direction  d< 
bes  en  ce  lien. 

739.  Maia  si  les  racines  sont  imaginaires ,  il  y  aura  u 
sans  tangente  ^  et  par  -conséquent  tout-à-fait  isolé  des  bi 
de  la  courbe  ;  o^est  ce  qu'on  nomme  un  Point  conjugué.  E 
s'il  y  a  un  tel  point  pour  l'abscisse  a^  les  ordonnées  1 
doivent  être  imaginaires;  eo-^apposantl'équ.  F'^ss.  o^  m 
la  forme  y  =/j?  y  si  l'on  y  met  a  zh  h  pour  x ,  la  yaleur 
pondante  de^,  onffÇci  zt.  h) ,  sera  imaginaire  pour  h  tri 
Soity^!^)  leiV  coefficient  qui  sera  imaginaire  dans  cette 
oonune  l'équ.  My^*")  +  etc.  =  o  ne  peut  présenter  j'^")  soi 
forme ,  attendu  qu'elle  ne  contient  pas  de  radicaul^  mém 
en  avoir  éliminé  j^',^''. .  •  J'^"""*^,  il  feut  donc  que  Ton  ait  il 
et  par  suite  iV  =  o. 

AinsiV  les.  points  conjugués  sont  compris  parmi  :eei 
donnent' les  équ.  (i);  mab  on  Les  distingue  en  ce  que  la 
n'y  peat  avoir  de  tangente  :  y  doit  èire  imaginaireiix  etj 
réels* 

74o*  Il  pourrait  arriver  que  tous  les  termes  de  la  déri 
2*  ordre  disparussent  :  alors  il  faudrait  recourir  a  celle  < 
d'où  y"'  et  y"  s'en  iraient ,  et  qui  contiendrait  j''  au  3*d( 
y  aurait  un  point  triple  si  les  trois  racines  étaient  réelles 
n'y  aurait  pa^  de  point  multiple  dans  le  cas  contraire. 

Quand  on  est  forcé  de  recourir  à  Féqu*  du  4*  ordre,  01 
au  4*  degré ,  la  courbe  a  un  point  quadruple  ^  double  01 
juguéj  suivant  que  les  quatre  racines  sont  réelles,  ou  que 
sont  imaginaires ,  ou  qu'enfin  aucune  n'est  réelle  )  et  aii 
suite. 

74i'  Voici  quelques  exemples. 

I.  Soit  ay^  —  oc^y  —  ôa'^  =  o;  d'où 

i« (3ay*  —  x?')^'^  3x«(y  +  Z>)  =  o, 

a*». . . .   6ayy»—  Gx^y  —  &xiy  +  &)  {=  o, 
3^ . . .  6fly'3  _  i8jry  —  6^  —  6i  =  o.    . 
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Nous  ayons  omis  les  termes  en  y" ,  y''. . . ,  qui  disparaitraîent 
par  la  suite  du  calcul.  De  -" 

3aj-^  —  x^  =  o,     x(y  +  b)  =  Oj 

3 

on  tire  y  xss^^  b,  x  =  \/  {3ab*) ,  qui  ne  satisfont  pas  k  la 
proposée  ;  et  o^  =  o  ^  j^  =  o  :  Forigine  peut  donc  être  un  point 
multiple.  Mais  tous  les  termes  de  la  dérivée  du  2*  ordre  dispa- 
raissent^ celle  du  3®  devient  ay^=:b ,  qui  ne  donne  pour  y 
qu'une  seule  racine  réelle  ;  donc  notre  courbe  n'a  pas  de  point 
multiple. 

II.  Prenons      y  —  :c^  +  x*  +  3jf*^*  =  o, 

d'oi       2yy  {^y  +  Sx')  +  4^  —  ^^^  +  fy"^^  =  ®- 

En  posant  y{^^y^  -f-  3x*)  =  o ,  x(4x*  —  Sx*'  +  ^*)  =  o, 
on  trouve  que  x  =  o  et  ^  =  o  peuvent  seules  remplir  ces 
conditions  et  satisfaire  à  la  proposée.  Les  dérivées  des  a*  et 
3*  ordres  sont  par  là  nulles  d'elles-mêmes;  celle  du  4*  devient 
y^  +  3y'*  «f  I  =  o  ,  dont  les  racines  sont  imaginaires  ;  ainsi , 
l'origine  est  un  point  conjugué. 

m.  Pour  x<  —  naf  —  Say  —  aa'x*  +  a^  =  o  (fîg.  âg) , 

on  a  —  6a    (  j'  +  a)  yy  +  4^  (x*  —  a*)  =  o 

—  6a  (ay  +  a) y'^  +  I2x*  —  4^*  =  o. 

Voici  comment  on  trouvera  la  figure  de  la  courbe,  qui  d'ailleurs 
est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  y ,  puisque  x  n'entre 
dans  la  proposée  qu'avec  des  puissances  paires.  On  fera 

iy  +û)^  =  o,     x(x*  — a»)  =  o; 

et  combinant  ces  équ.  avec  la  proposée,  on  trouvera  qu'il  ne 
peat  y  avoir  que  trois  points  multiples,  savoir, 

en  r>  et  D' ,     ou  j'  =  o  et  x  =  ±:  a , 

et  en  £ ,      où  jp  p=  o  et  j'  =  —  a. 

Ces  points  sont  doubles;  les  tangentes  Ec,  Ef^Daf,  Db 

font,  avec  Ax ,  des  angles  qui  ont  pour  tangentes  y'  =z^  ^ 
pour  le  point  E ,  et  y  =  y'  ^  pour  D  et  ZX. 
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Pour  les  points  Pii  1»  tangente  est  parallèle  axa. a:,, ou  feray 
nul,  ou  o  =  x  (x* — a*),  i®.  a: =o  répond  à  j^ =—  a ,  ce  qui  re- 
donne le  point  E,  pour  lequel^  est  f ,  et  non  pas  =  o  ^  on  tronre 
aussi  le  maximum  en  P,  j^  =  ^  a.  2*.  a:  =  db  a  donne,  outre  les 
pojint3  D  et  D\  les  minijna  0  etH  pour  lesquels  ^  ==  —  |  a. 

Enfin  9  y'  r=  ^  >  ou  j^  (^  -f-  a)  =  0  fait  connaître  les  points 
/  et  Gf  où  la  courbe  a  sa  tangente  parallèle  aux.  y  :  on  troute 
AB,:;=:AC=DE. 

IV.  Soit  encore  x^  +  nax^y  —  ay^  =  o  (fig,  3o)  j 

d*où  ay  (ax*  —  Sj'*)  +  ^x{x^  +  ay)  =  0.  s 

Après  ayoir  trouTé  que  l'origine  peut  seule  être  un  point  mul- 
tiple, on  est  conduit  à  la  dériyée  du  3*  ordre,  qui  donne 
y'  =  o  et  ^'  =  ±:  ^7.»  Ainsi,  en  y^  il  y  a  un  point  triple:  la 
.(Courbe  a  pour  tangentes  l'axe  des  x  et  les  lignes  Ab^  Ac  à  4^°. 
Qn  (^  les  minimu  ffctO  en  faisant j^'=  o  ;  ou  a:(a?*-f"  ^)=^» 

d'où  y  sszrr'  a  et  X  =  zh  a, 

£n£n  lesltmites  G  etFse  trouvent  en  posantj^'ssoo,  ou  2aî•=3y^ 

d'où  X  =  it  |aV/6  et  ^  =  —  |a. 

V.  L'équ.  j^^ — axy^  +  xi-=  o  (fig.  3i)  donne 

1°....    ^yyi'^y^ — ax)  +  4^ — ^^  =  0? 

2** 2(6y— ax)y^— 4^.ry+i2i^'*  =  o>      ' 

3« 24yy^  —  6ay*+  24x  =  o. 

On  trouve  que  l'origine  est  un  point  triple;  et  comme  l'on  a 
y'=o  et  y^oo ,  les  axes  sont  tangens  à  la  courbe. 

VI.  On  pourra  s'exercer  (fig.  3»)  sur  Féquation 

jr4  -|-  X*  — r  3ay  +  nbx'y  =  o  j  la  courbe  a  aussi  un  point  triple 
à  l'origine.  (/^.  encore  l'ex.  IV,  p.  338 ,  fig.  28.) 

742.  Lorsque  l'équ.  est  explicite,  la  rechercbe  des  pointe 
multiples  est  bien  plus  aisée.  On  a  vu  (p.  290)  que  l'abscisse 
correspondante  doit  cbasser  uti  radical  de  la  Taleur  de  j^,  en 
rendant  nul  son  coefficient.  Le  degré  de  ce  radical  dépend  in 
nombre  des  brancbes .  et  l'exposant  du  coefficient  détermine  s'il 
y  a  simple  intersection  ou  osculation. 
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Véqii,  ^  =  (i  —  x)  V/(2  —  x)  donne  /  =  — -— — . 

jrperd  uû  radical  pour  x=^i  ^  qui  ne  disparaît  pas  dey*.  Ainsi 9 
Porigine  étant  en  /  (fig.  33)  ^  /C=  i  donne  un  point  double 
en  G,  pour  lequel  les  branches  se  eoupent  sous  un  angle  droit, 
féjKjiuey  =^dtz  I.  D'ailleurs,  x  =  |  donne  les  maxima  Ters  D 
et  ly  ;  lA^SfZ^  fixe  la  limite  A  de  la  courbe. 

Pour  l'équ.  jr=  (a  —  x)  ^/(i  —  x) ,  la  courbe  a  un  point 
X)DJugué  dont  Tabscisse  est  x  =z=  a ,  parce  que  y  est  imaginaire 
lans  les  points  yoisins.  L'origine  est  de  même  un  point  conju— 
;ué  pour  la  courbe  dont  l'équ.  est  y  =  x V/(x  —  h). 

Enfin ,  J'=(x  —  a)*  V/(x  —  &)  +  c ,  oii  a>  ô,  est  l'équ.  de  la 
ourbe£X>FG  (fig.  34)  formée  de  deux  branches  qui  ont  en  D  la 
léme  tangente  ED.  Si  x  — -  a  eût  été  au  cube,  les  deux  bran- 
he^, auraient  eu  même  cercle  osculateur,  etc. . .  Du  reste,  un 
oint  triple,  quadruple. . .  est  annoncé  par  un  radical  du  3*, 
.*  degré. ... 

On  a  décrit  un  cercle  du  diamètre  AI  =  nr  (fig.  33)  \  ude 
iroite  -^jP  tourne  en  A^  tandis  que  PN ^  perpend.  à  AI ,  glisse 
Kàrallëlement.  On  demande  quelle  est  la  courbe  ^MC  des  points 
If  de  section  de  ces  deux  droites  mobiles,  le  point  N  étant  sans 
iesse  au  milieu  de  l'arc  ANF  sous-tendu  par  AF.  L'origine 
îtant  en  C,  les  équ.  des  droites  mobiles  PN,  AF  sont  xs=:  a, 
/=:i8(x  —  r)\  les  coordonnées  du  point  M  sont  CP  =  »g 
PM=&(^u  —  r)  :  comme  PJV  est  une  ordonnée  au  cercle, 
PN*=z7^  —  te*.  Or,  A^ étant  le  milieu  de  l'arc  ANF,  le  rayon 
CJVest  perpend.  sur  AF,  et  les  triangles  APM,  CPN  sont 
semblables:  d'où 


AP  _ PN  r—tt     _  t/(r'— 4e^)  _  — 


I 


PM        PC       fiicc^r)  a  '^     fi     ' 

telje  est  l'équ.  de  condition  entre  les  constantes  u  ei  fi  (n*'  4^^)\ 
en  les  éliminant,  à  l'aide  de  x=i(if  y=zfi  (x  —  r),  ilyient, 
pour  l'équ.  de  la  courbe  proposée, 

.  //r— jf\     -,  ,      ,  r* — x"— rx 
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Il  est  aisé  de  reconnaître  la  jGg.  33.  L'origine  C  a  un  point 
double^  pour  lequel  y'=:±i  :  les  tangentes  y  sont  inclinées 
h  45  degrés  sur  AI,  LoLjeuilU  jiC  a  un  maximum  yen  D,  el 
ne  s'étend  pas  au-delà  du  sommet  A,  qui  est  une  limite.  De 
même  que  le  point  itf  est  donné  par  le  milieu  iVde  Tare  JtNFj 
le  milieu  N'  de  l'arc  AN' F  donne  iXf^  :  on  a  ainsi  deux  brancbei 
infinies  CO ,  CO'  \  les  points  O  et  O'  de  section  avec  le  cerde  i 
ont  pour  abscisse  —  \n  Ces  branches  ont^  pour  asymptotes, 
la  tangente  du  cercle  au  point  /. 

Concavité  y  convexité  et  points  singuliers  des 

Courbes. 

743.  On  peut  employer  les  situations  diverses  de  la  tangente 
à  la  recherche  de  la  figure  des  courbes  (4^6 ,  4^')*  £tant  don- 
née l'équ.  yzzzfx ,  et  sa  tang.  au  point  {x^  y)y  comparons  les 
ordonnées  pour  la  même  abscisse  x  -f-  ^  (n^  722)  ^  fig.  22. 

P'H=^  y-^y'h  ,/lx  +  h)  =  FM'=y+y'h+  iy'h^+. . . . 

Comme  on  peut  prendre  h  assez  petit  pour  que  le  signe  de  * 
iy"à^  soit  celui  du  reste  de  la  série,  l'ordonnée  de  la  courbe  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  de  la  tangente  ^  suivant  qae 
y"  est  positif  ou  négatif;  en  sorte  que  la  courbe  tourne  ver» 
l'axe  des  x  sa  convexité  dans  le  i^*^  cas^  et  sa  concavité  dans 
le  2^  Si  les  ordonnées  étaient  négatives,  ce  serait  visiblenkent 
le  contraire  :  donc  une  courbe  tourne  vers  l'axe  des  x  sa  conr 
i^exité  ou  sa  concavité  ^  suivant  que  y  et  y"  sont  de  mêmes  signes 
ou  de  signes  contraires. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'au  point  Ôl  inflexion  M  (fig.  Sg  et  4<>)> 
où  la  courbe  change  sa  concavité  en  convexité^  y  doit  aussi 
changer  de  signe,  ce  qui  exige  qu'en  ce  point  y"  soit  nul  ou 
infini  :  à  moins  cependant  que  y  ne  change  de  signe  en  même 
tenips  que  y*' ,  le  point  qu'on  considère  se  trouvant  dans  ce  cas 
sur  l'axe  des  x.  C'est  au  reste  ce  qui  va  être  développé. 

744"  Après  avoir  pris  un  point  (at ,  18)  sur  notre  courbe,  pour 
juger  s'il  présente  quelque  particularité,  c'est-à-dire  s'il  est 
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iêTj  il  faut  comparer  les  parties  de  la  courbe  de  part  et 

)  de  ce  point  >  les    ordonnées  f^adtih).  Distinguons 

as. 

:as.  IjB  dèifeloppement  de  f(flt-f"b)  ne  contenant  pour  h. 

exposant  fractionnaire  dont  le  dénominateur  soit  pair^ 

îfficiens  sont  réels,  puisque,  s'ils  étaient  imaginaires^  le 
(«,  jS)  serait  conjugué  (n®  739).  De  plus  (quel  que  soit 
s  de  &)  A"* ,  A^ . . .  sont  réels ,  en  sorte  que  la  courbe  s'é- 
3  part  et  d'autre  du  point  (« ,  iS). 

Si  le  dé?eloppement  def{eL + h)  est  fautif  dès  le  deuxième 
/^A* ,  ou  si  a  est  une  fraction  >  o  et  <  1 ,  y  est  infini 
S) ,  et  au  point  («^  ^8)  la  tang.  est  perpend.  aux  x»  En 
t  les  dérivées  relatives  à  h,  on  a 

mr  de/  (tt  +  h)  est  destinée  à  donner  la  direction  de  la 
u  point  de  la  courbe  dont  l'abscisse  est  4(  -)-  A,  puisqu'il 
lifférent  que  x  oxi  h  ait  varié  dans  f{x  +  A).  {Voyez 
î,p.  294.) 

posé ,  le  signe  de  Ah'^  et  de  ses  dérivées  décide  de  celui 
ies  entières,  lorsque  h  est  très  petit.  Que  a  soit  une  frac- 

,  où/»  est  impair:  si  m  l'est  aussi,  l'ordonnée /(«  + A) 

'un  côté  et  décroit  de  l'autre  côté  de  l'ordonnée  tangente, 

que  A^h^  change  de  signe  avec  A.  Il  y  a  donc  une  m- 
^  disposée  comme  le  montrent  les  fig.  35  et  36,  suivant 
est  positif  ou  négatif. 

îffet ,/*"(«  + /i)  change  aussi  de  signe  avec  A,  parce  que 
onne  à  h ,  dans  le  i**^  terme,  un  exposant  impair  W^-*2/ï  : 
la  courbe  présente  d'un  côté  sa  concavité,  et  de  l'autre  sa 
ité  à  l'axe  des  x  (n®  743).  Nous  avons  construit  les  équ. 


s 


j  =  |3  +  (x  — «)o...   (fig.  35), 


3 


j'  =  i8  —  (x  —  <e)^ . . .   (fig.  36) . 


i' 


546  CALCUL   DIFF^UNTIKL. 

On  en  dira  autant  pour  y^  =  a^x  et  (y  —  lyssi*-!. 

Mais  si  m  est  pair,  A^h^  a  toujours  le  même  signe  que  il, 
quel  que  soit  celui  de  h^  en  sorte  que  les  ordonnées,  yoisineide 
notre  tangente  de  part  et  d'autre  y  croissent  lorsque  A  est  poÂ- 
tif,  et  décroissent  dans  le  cas  contraire,  à  peu  près  comme pov 
les  maxima.  La  courbe  prend  la  forme  indiquée  fig.  87  et  iH} 
que  nous  appellerons  Cératoïde  (*).  Le  signe  de/*  («+A)  él 
yisiblement  n^tif  pour  l'un ,  et  positif  pour  Faulrs ,  en  lorii 
que  la  courbe  doit  présenter  à  l'axe  des  x ,  des  deWL  cAléi  di 
l'ordonnée  tangente ,  sa  concavité  ou  sa  convexité ,  9W*iit  fM 
A  Si  le  signe  +  ou  le  signe — . 

Leséqu.  j^ssjS-l-C^ — <»)^  et  y^=fi — (x — «)' donnent» 
fig.  37  et  38.  On  en  trouve  un  autre  exemple  dans  la  Cjcloii&    - 

2°.  Mais  si  le  développement  n'est  pas  fautif  dans  les  dea 
premiers  termes,  a=  1,  b"^  1 ,  y  n'est  plus  infini j  et  l'oai 
A  pour  la  tang.  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  droite  qù 
touche  la  courbe  au  point  («,  jS):  elle  est  parallèle  aux  Xjù 
A  =  0',  inclinée  II  45",  si  -/^  =  i ,  etc. 

/  {u  +  h)  =  ^  +Ah  +  Bh^  + 

fl»  +  h)=A+  63^"'  +  . . . . 
fl»  +  h)  zzzbib-'  i)Bh}'-"'  +  ,. .  • 

D'après  cela,  si  l'exposant  b  est  un  nombre  pair,  0I|:  mp 
ftraction  dont  le  numérateur  soit  pair, la  courbe  ne  présenteu 
point  («,  fi)  rien  de  particulier,  puisqu'elle  s'étend,  de  paît  et 
d'autre,  au-dessus  de  la  tangente  si  B  est  positif,  et  au-des- 
sous si  B  est  négatif;  la  différence  entre  les  ordonnées  de  œi 
deux  lignes  étant  Bh}  -f-  etc.  On  voit  d'ailleurs  qu'alors  le  signe 
de/"(<e+A)  est  le  même  que  celui  de  B. 

A 

Cest  ce  qui  a  lieu  pour  l'équ.  ^  =  /8  +  x*+("^  —  «)^» 


(*)  Noos  avons  préféré  les  denoroinationi»  de  Cératoïde  et  Rampkoideï 
celles  de  rebroussement  de  la  ir«  et  de  la  ifi  espèce  sous  lesquelles  ces  points 
«ont  connus.  Ces  mots  s'>nt  de'rives  de  K  04c ,  corne,  Va^^^i ,  bec  d'oisesu, 
£»/oç  j  forme. 


Cependant^  si  uitf  =o ,  il  y  a  maximum  ou  minimum.  {Voy. 

3i8.)  Gela  arrive  pour  jr  =  j8  +  k(jc  —  *)' 

Quand  6  est  un  nombre  impair ,  ou  une  fraction  dont  le  nu- 

érateur  m  est  impair ,  6=:  —  ;   Bh!*  ^  ou  B^h^^  change  de 

|P8  avec  h ,  lea  ordonnées  croissent  d'un  côte  et  décroissent 

I  l'autre;  deplus^/''(«4~A)  ^^  ^^^^  ^^  même  cas,  puisque 
sxposant  de  son  i"^  terme  est  aussi  un  nombre  impair  6-— 2^ 
I  u|i«  lipwtiou  dont  le  numérateur  17^  —  2»  est  impair  :  donc 
y  »  u^Bijffifiexion  au  point  («>  i^)»  dont  la  disposition  dépend 
i  la  di|«étion  de  la  tangente ,  et  du  signe  de  B, 
Voici  plusieurs  exemples. 

t^.  jf  =  x  +  {x  —  u)^',  2«.  j.^ia:+(x— •)5  (fîg.  39); 

3-.  y=       a;-(x— )^       4°.  ^=—(0;— .)!  (fig.  40); 

S\  :y  =  —  x  +  {x  —  ay{ûg.^3): 

tangente  est  inclinée  à  4^**  dans  les  exemples  1°.  et  3**,;  à  i35° 
ms  le  5*;  elle  est  parallèle  aux  x  dans  le  4*- 
Si  b  est  entier  (c.-à-d. ,  3,  5,  7...),  y  est  nulj  on  pourra  rap- 
rocher  notre  théorème  de  celui  des  maximafp?  717).  Chacune 
is  racLoes  de  y  =  o  ne  peut  répondre  à  une  inflexion,  qu'au- 
iDl  gnela  1'^  des  dérivées  y,  y^. .  • ,  qu'elle  ne  rend  pas 
|I|i>4lt  d'ordre  impair.  Si  b  n'est  pas  entier,  comme  il  est 
^  If  y*  est  nul  ou  infini ,  suivant  que  b  est  ^  on  •<^  2. 

1^5.  a*  CAS.  Lte  dèi^eloppement  de  {{tt  -f-  h)  contenant  un 
idicalpair^  l'une  des  ordonnées /*(«  + A)  ouy(«  — A)  est 
nagînaire;  l'autre  est  double,  à  cause  du  radical  pair  qui  y  in- 
roduitle  signe  ±.  Ainsi,  la  courbe  ne  s'étend  que  d'un  côté 
e  Vordonnée  /S ,  et  elle  a  deux  branches. 

1*.  Si  le  développement  est  fautif  dès  le  2*  terme,  a  est 
ntre  •  et    i  ;    l'ordonnée  0   est   tangente.  Supposons   que 

!=:— ,   n  étant  pair,  le  terme  db -^l/A*     montre     que    le 

MÎnt  («^)  est  une  Limite  de  la  courbe  dans  le  sens  des  x  \  elle 
^  la  forme  NMQ  ou  JS'MQ'  (%  41 J,   suivant  que  h  doit 
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être  pris  ea  +  oa  en  -—3  Tiiae  des  ordonaées  est  ^  /B,  Fantre 
est  ^  /S  ou  PM  :  d'aillears ,  pour  les  points  Toisins  de  M^  Fav 
des  valeurs  de /*(«  + ft)  est  positiyei  l'autre  est  négatiTe*,» 
qui  prouve  que  Tune  des  branches  NM  est  conTexe^  et  qoi 
l'antre  QiKf  est  concaye  yers  Taxe  des  x, 

Leséqu.  y=h  +  x±(jjc — «)♦,  et  j^=it+Jc:±(«— «f 
donnent.^  l'une  QMN^  l'autre  Q^MN'.  Nous  en  ayons  troié 
plusieurs  exemples  (n**  74»)' 

Mais  si  le  radical  pair  affecte  un  des  termes  qui  suivent  ilk*, 

pour  les  ordonnées  voisines  de  celle  qui  est  tangente^  f  cA 

<C/^(*  +  ^)  quand  j4  est  positif;  le  contraire  a  lieu  lorsq[iK  A 

est  négatif;  en  sorte  que  les  branches  de  courbe  ont  (%  ^) 

la  forme  QMN  dans  un  cas,  Q'MN'  dans  l'autre.  On  voitfiilr 

leurs  qu'alors/"  («  -4-  h)  étant  de  signe  contraire  ^  u^ ,  la  couHie 

doit  affecter  cette  figure ,  que  nous  nommerons  une  Rampholii» 

^  11 

Cest  ce  qui  a  lieu  pour  y=^&  4"^(^ — *)^  +  K^  ""  *)*• 

Quand  h  doit  être  négatif  pour  que/(«t  -f-  A)  soîtrid^k 
courbe  est  à  gauche  de  l'ordonnée  tangente  PM. 

a®.  Lorsque  le  développement  n'est  fautif  qu'au-deU  dt  ^ 
terme  ^  a  =  i  et  la  tangente  à  la  courbe  au  point  («,  fi)  seraft- 
cile  à  construire.  Si  le  terme  Bh?'  porte  le  radical  pairiilsh 

forme  dr  B\/h^'y  l'une  des  branches  est  au-dessus  de  IatiB|t 
l'autre  s'abaisse  au-dessous,  puisque  cette  droite  a  pour  ordoiaJi 
F=S  +  Ah  :  il  y  a  donc  une  Cératoïde,  On  d.y"  nul  ou  infiWi 

suivant  que  b  est  >  ou  <;  2.  Pour  Téqu.  j^  =  jS  +  a:  -+-  (a:—*)  S 
(fîg.  45)  la  tangente  est  inclinée  à  45^ 

Pour  2y  =  —  I  — X-+-*  (i  — ^Yy  onalafig.44» 
Mais  si  l'exposant,  dont  le  dénominateur  est  pair,  est  aa-deft 
de  Bh^ ,  le  signe  de  B  suffît  pour  décider  quelle  est  la  pitf 
grande ,  de  l'ordonnée  de  la  courbe,  ou  de  celle  fi  +  Ahii^^ 
tangente.  On  voit  donc  quil  y  a  une  Bamphoïde,  On  a  (fig*^| 
pour  l'équation 

y=^&  +  X  -f  «j::*  +  *V^^*-  •  •  la  courbe  QMN, 
y  =  iS  +  X  —  ax*  +& V^x^  . .  la  courbe  Q'MN'. 


\ 
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^46*  Concluons  de  là  que,  i**.  aux  limites,  dans  le  sens  des  x 
t  dans  le  sens  des  y^y'  est  nul  ou  infini. 

s*.  Aux  inflexions  et  aux  cératoides ,  y"  est  nul  ou  infini. 

3*.  Pour  trouver  les  points  singuliers,  il  faut  prendre  la  dé* 
^ée  My  +  N=o  del'équ.  (p(^x,y)  =  o  de  la  courbe  ;  faire 
r=  o  ou  iV=t=  o  ;  en  tirer ,  à  l'aide  de  ^{x,y)  =  o ,  les  racines 
ai  peinent  seules  appartenir  aux  limites. 

4^  On  prendra  de  même  la  dérivée  du  a*  ordre ,  ou  celle 

By=s  —  -^ ,  qui  donne j^'' =  ^  (on  suivra  la  i"  règle  du 

*  665) ,  puis  on  posera  Q  =£=  o,  ou  N=s  o  :  ces  équ.  font  con- 
litre  Fx  et  Vy  des  points  qui  sont  des  inflexions  ou  des  céra- 
lides. 

S*.  Il  faudra  ensuite  chercher  le  développement  def(x  +  h) 
imr  chaôbne  des  valeurs  de  x  ainsi  obtenues,  ou  plutôt  recon- 
ftttue  lé  cours  de  la  courbe  de  part  et  d'autre  du  point  qu'elles 
Stenninent. 

&•  Les  ramphoïdes  et  les  cératoïdes  peuvent  être  considérées 
noMOt  ides:  points  multiples  et  soumis  à  la  même  analyse  :  elles 
il  ane  tangente  commune  à  leurs  deux  branches  au  point  de 
ibeonssément 

7*.  On  peut  encore ,  dans  la  discussion  des  équations ,  s'aider 
ft  développement  de  y  en  série  ascendante  ou  descendante 
â*^07)  suivant  les  puissances  de  jr;  on  aura  aisément  les  limites 
e  la  courbe,  si  elle  en  comporte 5  et  pour  les  branches  infinies, 
n  obtiendra  leurs  asymptotes  courbes  ou  droites,  etc. 

Yoici  encore  quelques  exemples  :  on  en  trouvera  beaucoup 
l'iutres  dans  le  Traité  de  Cramer. 

f^x  +  \/{x—i),  J'  =  ^  +  V/(^— -»)(%.  40, 

f=^x+  ï/(a;  -^  i)%  y  =  x3  +  v/x3  (fig.45), 

^=:x»+  V/(x  -  OS  y  =  ax-+y/a^  (fig.  46), 

<a=  i/x»  +  ax,  y=  V'C^  -  «)"• +a?  (fig.  24) y 

f^i^(x—iy  (fig.  37),  y  =  /3  —  V^o:*  (fig. 38) , 

'=x>+  V'C^— 0'  (fiS.39),j^  =  x3  +  a;»--^/a:7  (fig.4o). 


\ 
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Des  Surfaces  et  des  Courbes  dans  t espace. 

747-  Soient  z=/(x,j^),  ZszzFÇX^  Y)  les  équations  de 
deux  surfaces  courbes  ;  pour  qu'elles  aient  un  point  commun 
(F»  y^  ^*  ^^  ^^^^.  9"^  pour  les  mêmes  ordonnées  ^  c=  s,  on  lit 
x=^Xf  y  z=  Y.  Prenons  sur  chacune  un  autre  point  répon- 
dant aux  abscisses  x  -f-  ^  elj^  '^.'^»  i^ous  représenteroQA,  pour 
abréger  y. les  js  correspondans  (n**  708)  par 

à+pA4-îrA»+ ....   Z  +  Ph  +  iRh'^+.:: 

+  itB+ •     +;2*»4-.^A 

La  distance  entre  les  deux  points  dont  il  s'agit  est  '  " 

SiP=sp  et  Q=jr  y  c.-à-d.  gi  les  différentielles  pftvfeieUei^ 
i*"^  ordre  de  nos  fonctions/^et  F  sont  respectivement  égales,  U 
raisonnenens  du  n®  780  feront  voir  qu'une  3^  surÛKas  B»|)oulTa 
approcher  des  premières  autant  qu'elles  appfocfatnbJi^neih 
Vautrai  h  moins  que  œlle-là  ne  remplisse  les  mémçsconditiûoi 
a  leur  égard  :  il  y  a  alors  contact  du  1"^  ordre.  Pour  le  oontàd 
du  a^  ordre  y  il  faudrait  en  outre. que  les  différences  pàrtiéUea 
du  2*  ordre  fussent  aussi  égales  entre  elles  ^  ou  .  .,  .    .• 

R=r,     S  =  8y     T^t. 

Par  ex. ,  tout  plan  a  pour  équ.  (n*»  619)  Z=AX+  -»  Jf.-f;  C\ 
sa  position  dépend  des  constantes  A,  B,  Ç^  qu'on  peut  d&er- 
miner  en  établissant  une  osculation  du  i'^  ordre,  x,  y  et  2 
étant  les  coordonnées  du  point  de  contact,  il  vient' 

pet  q  désignant  toujours  les  fonctions  —,  -7— ,  tirées  de  l'équ 

%:=zj[xiy)  de  la  surface  courbe  \  cette  équ.  ayant  par  conséqueni 
pour  dérivée  d«  =/)dx  +  ydy. 

Si  Poù  élimine  A,  B,  C,  on  trouve,  pour  le  plàb  tati^nt';  " 

Z^i=ff{X-x)  +  ^{Y-y)..,   {jé). 
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Une  lois  Péqu.  du  plan  tangent  obtenue ,  il  sera  facile  de 
trouver  tout  œ  qui  se  rapporte  à  sa  position.  Par  ex. ,  le  cx>s.  de 

Pangle  qu'il  feit  avec  le  plan  xy, est  ^  =  ^.  ^  >  ,     ,.■ 

La  normale  qui  passe  par  le  point  {x,yy  z)  est  de  plus  per- 
fendicnlaire  au  plan  tangent  ;  ces  conditions ,  exprimées  en 
malyBe  (n*  628) ,  donnent  ^  pour  les  équ.  de  la  normale  > 

X— op+pCZ  — «)  =  o,     F— jr-+.i7(Z  — a)=o. . .  {Ê)^ 

748.  Voici  plusieurs  exemples  de  l'usage  qu'on  peut  foire  des 
équations  AîXB. 

I.  Tous  les  cylindres  ont  cette  propriété  distinctire,  que  le 
]Jan  qui  les  touche  en  un  point ,  touche  selon  une  génératrice  ; 
cette  droite  est  parallèle  à  une  autre  (n*'  620)  dont  on  donne  lès 
éq.  a;=aiE,^=62.  Énonçons  ce  fait  en  analjse,  et  nous  aurons 
etprimé  que  la  surface  touchée  est  un  cylindre ,  sans  avoir  par- 
ticolariaé  la  courbe  directrice  ;  nous  aurons  donc  l'équation  de 
\  toute  esp^  de  cylindre.  On  a  donné  (u**  627)  la  condition  du 
parallélisme  d'un  plan  avec  une  droite  :  elle  devient  ici  (p\\ 
Atszp ,  i?  =  ^) ,  ûp  +  ôjT  =  I  ,  équ.  cherchée.  (F'oy.  p.  3oi.) 

n.  Le  plan  tangent  au  cône  passe  par  le  sommet  Mettons 
pcRir  Xf  YetZj  dans  l'équ.  {^A) ,  les  coordonnées  a,  bj  c  de 

ee poitit,  et  l'équ.  z  —  ^=i>(^'^«)4"S'Cy  —  *)>  exprimant 

la  propriété  qui  caractérise  toute  surface  conique^  quelle  qu'en 

[  loitlabase,  sera  l'équ*  de  cette  surfoce  (n*'  70$). 

\     m.  Imaginons  qu'une  droite  coupe  sans  cesse  l'axe  des  s  et 

l  demeure  horizontale  >  tandis  qu'elle  glisse  le  long  d'une  courbe  : 

t  eUe  engendre  une  surface  nommée  Conoide  ^  à  cause  de  sa  res- 

l  lemblance  avec  un  cône  dont  le  sommet  aurait  une  arête.  Ce 

fii  caractérise  ces  surfaces  y  c  est  qu'im  plan  les  touche  selon 

Qie  génératrice  horizontale  :  exprimons  analytiquement  eette 

|copriété«  En  disant  Z  =  s^  dans  l'équation  {A)  j  nous  avons 

î  (X— «)/>  +  (I^  —  y)  S^  =  o;  ce  sont  les  équ.  d'une  horison- 

i  tde  tracée  dans  le  plan  tangent  Pour  que  cette  droite  coupe 

\  Vaie  des  s ,  il  faut  que  sa  projection  sur  le  plan  xy  passe  par 
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l'origine ,  ou  bien  quepr  '^'  qy  =  o:  telle  est  l'équ.  de  iouslei 
conoïdes. 

lY,  Toute  normale  d'une  surface  quelconque  de  rérolutioi 
ya  couper  l'axe  ;  donc  y  si  Ton  élimine  X,  Yy  Z,  entre  les  équt- 
tions  {B)  de  la  normale  et  celles  de  l'axe  de  réyolution,  Péqi.  r 
résultante  en  x^y^  z^  exprimant  la  propriété  énoncée,  sert  cdk 
de  la  surface  de  révolution,  quel  qu'en  soit  le  méridien.  Par  ex.) 
si  l'axe  est  celui  des  Zy  dont  les  équations  sont  X=io,  r=o, 
l'élimination  donne  py=qx ,  équ.  de  toute  surface  de  rétolntioi 
autour  de  l'axe  des  z  (n®  7o5). 

Lorsqu'on  veut  particulariser  une  espèce  de  surface  Oflift* 
drique ,  conique. . .  ,  il  faut  introduire,  pour  pétq,  desfim^ 
lions  de  j;  ct^ ,  qui  sont  déterminées  par  la  nature  de  la  oovrbe    j 
directrice  donnée.  C'est  ce  qui  sera  examiné  par  la  suite,  (/^ofi 
n"  879  et  880.) 

749.  Nous  ayons  traité  (n?  720)  des  meucima  des  fonctiooi 
de  deux  yariables.  Il  en  résulte  que  si  l'on  yeut  trouver  les  s 
maxima  ou  minima  d'une  surface  courbe ,  dont  on  a  Féquatioa 
z  z=zJlxy  y) ,  il  faudra  poser/)  =  o  ,  ^rss:  o  (le  plan  tangent fMF 
rallële  aux  xy) ,  et  éliminer  Xy  y  et  s  entre  ces  trois  équ.  ;  ma» 
les  coordonnées  ainsi  obtenues  n'appartiendront  à  des  points 
pourvus  de  la  propriété  dont  il  s'agit,  qu'autant  qu'elles  satisfe- 
ront à  la  condition  (2)  (p.  3 19) ,  qui  apprendra  à  distinguer  le 
maximum  du  minimum. 

•jSo.  Pour  que  le  plan  tangent  soit  perpend.  au  plan  yz,  il 
faut  que  son  équ.  soit  réduite  à  la  forme  ^  —  «  ::^  y  (Y — y) 
(n^  61 5);  ainsi  p  =  o.  Plus  généralement ,  soit 

Pdx  +  Qdy  +  Rdz  =0, 

la  difiFérentîelle  de  l'équ.  d'une  surface  (n**  704)  ;  P  =  o  estli 
condition  qui  exprime  que  le  plan  tangent  est  perpend.  au  plta 
yz.  Il  faut  donc  que  les  coordonnées  x,  y  y  z  du  point  de  conUd 
satisfassent  à  l'équ.  P  =  o ,  et  à  celle  (f  {Xyyy  s)  =  o  delà  sur- 
face. Telles  sont  donc  les  équ.  de  la  courbe  qui  jouit  de  la  pro-  1.-. 
poriété  que  le  plan  tangent  soit  perpend.  au  plan  yz\  cette  courbe 
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est  la  limite  de  la  surface  dans  le  sens  des  yz.  Ainsi  ^  en  élimi- 
Bantir^  on  a  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  des  ys.  De 
ntoe^  celle  sur  le  plan  ocy  se  trouve  en  éliminant  2  entrer =0  ^ 
et ^=  o  ;  les  deux  équ.  P  =  o,  Ç i=  o  se  rapportent  au  maxi- 
mum de  z^  etc. 
Pour  la  sphère,  par  exemple  (n''  61 4) > 

{x  —  aY  +  (jy  —  by  +  {z^cy=zr\ 

k  dérivée  relative  à  z  seul  est  2  -^  o  =  o  ;  éliminant  £ ,  on  a 
(r — a)*  «4-  (jr  —  6)*  =  r*,  pour  Péqu,  du  cercle  de  projection 
sur  le  plan  xy  ;  ce  qui  est  d'ailleurs  visible. 

jSi,  Projetons  sur  le  plan  xy  Tare  s  de  courbe  dans  l'espace, 
pois  développons  (n*^  1287,  4**-}  1^  cylindre  formé  par  le  système 
des  perpend.  à  ce  plan  :  la  base  est  un  arc  A,  projection  de  l'arc  s. 
Or,  on  peut  concevoir  cet  arc  s  rapporté  aux  coordonnées  rec- 
tangles A  et  2,  puisque  A  est  étendu  en  ligne  droite;  l'aire  t  du 
(^lindre  et  la  longueur  de  l'arc  a  seront  données  (n***  727  et  728) 
par  les  relations  it'  =  «,/*=  1  +  «'* ,  dans  lesquelles  les  déri- 
rées  se  rapportent  à  a.  Si  l'on  veut  qu'elles-soient  relatives  à  x, 
m  aura  (n**  694) 

dt=zdx,     d«'  =  dA*  +  da*. 

Mais  Tare  a  est  rapporté  aux  variables  du  plan  xy^  en  sorte  que 
dA*  =  dx*4-d^*;  donc 

d/  =  «\/(dac*  +  dy*), 
d5*  =  dx»4-dy  +  dz*. 

Une  courbe  dans  l'espace  est  donnée  par  les  équ.  de  deux  sur- 
faces dont  elle  est  l'intersection ,  telles  que  M=:o,  N  =  o  : 
qu'on  en  tire  les  différentielles  dy  et  dz  en  fonction  de  x,  et 
qu'on  substitue ,  l'intégration  de  ces  formules  donnera ,  d'une 
part,  l'aire  l  du  cylindre  droit ,  qui  a  pour  base  la  projection  de 
l'arc,  et  qui  est  terminée  par  cet  arc;  et  de  l'autre  la  longueur 
de  l'arc  rectifié. 

762.  Supposons  que  le  trapèze  curviligne  CBMP  (.fig.  22) 
tourne  autour  de  l'axe  Ax  ;  cherchons  le  volume  v  et  Taire  n 

2.  28 
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du  corps  de  révolution  qu'il  eugendre,  l'équ.  de  Parc  i&3f  étant 
donnée^  y  =/x.  Soient  pzszFx ,  u  =  ^jc;  il  s'agît  de  détermiDer 
les  fonctions  Fet^.  Attribuons  à  x  l'accroissement  PP  z^zh] 
y,  if  et  u deviendront^  ^k^if  +  i^u  +  l'y  d'oà 

Il  s'agit  maintenant  9  pour  appliquer  la  méthode  des  limites,  de 
trouver  des  grandeurs  qui  comprennent  entre  elles  les  accroisse- 
meus  i  et  l,  quelque  petit  que  soit  A. 

i®.  Les  rectaoglesMPP'Q,  LP\  engendrent,  dans  leur  réfo- 
lutîon  autour  de  jix,  des  cylindres  dont  les  volumes  sont  vfk 
et  ^(y  +  kyh  (n°  3o8)  :  leur  rapport  ayant  l'unité  pour  li- 
mite,  et  le  volume  i,  engendré  par  l'aire  MM'JP^P,  étant 
toujours  intermédiaire  entre  ceux-ci ,  l'unité  doit  être  aussi  h 

limite  du  rapport  — rr  ou -; — -  ;  donc. ...  v'  =  «V. 

2^.  La  corde  MM'  et  la  tangente  MH  décrivent  des  troncs 
de  cône ,  dont  les  aires  (n**  290  ,  3°.)  sont  «•(2^  -f*  A).  MM*,  el 
îr(2^  +yh),HM  :  le  rapport  de  MM'  à  MH  tend  sans  cesse 
vers  l'unité  (n°  727)^  la  limite  du  rapport  de  nos  deux  aires  est 
donc  I  f  qui  est  par  conséquent  celle  du  rapport 

y(2^  +  k)  MM'  _  ir(2y  -f-  k).  \/(ï+y'+y/A...) 
/  ~"  u'  +  iu'h-\'  ,.. 

attendu  que  l'aire  /  décrite  par  l'arc  MM'  est  intermédiaire 
entre  les  premières,  quelque  petit  que  soit  h.  Donc 

m'  =  2wy  V/(i  +yO  =  asry*'. 

On  mettra  fx  pour  y  dans  ces  valeurs  de  <^'  et  u  ,  et  l'on  in- 
tégrera ;  c.-à-d.  qu'on  remontera  aux  fonctions  v  et  u  dentelles 
sont  les  dérivées  (n*'  81 1). 

753.  Traçons  sur  un  plan  A  PB  (fîg.  47)  un  trapèze  CDEf* 
Soient  cdef  sa  pix)jection  sur  un  autre  plan  AQB^  et  ce  l'ange  ^ 
de  ces  deux  plans  ;  supposons  que  les  côtés  CD,  EFsoxenK  pe^ 
pend,  à  l'interseclion  AS  ,  on  a  (a°  354)  <'û^=  CD  X  oo««) 
ef^=.  EFX^cos  u  ;  donc  Taire  du  trapèze 
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vàef—  \  GHx  (^CD  +  EF)cosM=  CDEFx  cosa. 

Cette  relation  entre  notre  trapèze  et  sa  projection  a  également 
eu  poar  un  triangle  quelconque  DIF  (fig.  48),  puisqu'en  me-* 
ant  les  perpend.  CD,  EF sur  AB ,  et  CE  parallèle  à  DF,  on 
»rme  le  parallélogramme  CDEF,  dont  Taire  est  double  de  celle 
a  triangle  DIF.  Or,  d'une  part,  toute  figure  rectiligne  e&t  dé- 
imposable  en  triangles  ;  de  l'autre ,  on  peut ,  par  la  méthode 
es  limites,  étendre  aussi  la  proposition  à  toute  aire  plane  cur* 
îligne.  Donc  la  projection  P  sur  un  plan  d'une  aire  plane  quelc- 
onque A  ,  est  le  produit  de  cette  aire  par  le  cosinus  de  l'angle 
'es  deux  plans  P  =  A  co5«. 

Soient  donc  «,  «^  «",  les  angles  que  fait  une  aire  plane  j4  a?ec 
»  plans  coordonnés  j  P,  P\  P"y  ses  trois  projections;  on  a 

Prs^cosa,     P'=jicostCj     P^  =  A  cosa  'y 
lisant  la  somme  des  carrés ,  il  vient 

cause  de  cosV  +  cosV  +  cos*ct''=  i  (n**  634,  *"•)•  Donc,  le 
arrè  dfune  aire  plane  quelconque  est  la  somme  des  cadrés  de 
es  trois  projections  sur  les  plans  rectangulaires  coordonnés. 

Ces  théorèmes  servent  à  trouver  Fétendue  des  surfaces  planes 
ituées  dans  l'espace ,  en  les  ramenant  à  être  exprimées  à  Paide 
Le  deux  variables. 

754.  Soit  z  =  f{x ,  y)  Péqu.  d'une  surface  courbe  ;  menons 
{uatre  plans  parallèles  deux  h.  deux^  à  ceux  des  xz  et  àesyz\ 
ïbercbons  le  volume  F*  et  l'aire  U  du  corps  3ÏNEF  (Gg.  49) 
renfermé  entre  ces  limites.  Attribuons  à  x  ety  les  accroisse- 
uens  A  et  ft  ;  le  point  M(^x,y,  z)  sera  comparé  au  point  C;  le 
îorps  aura  pris  l'accroissement  renfermé  entre  les  planis  ME^ 
SD,  FM  y  SB 'y  ]^  et  U  sont  donc  des  fonctions  de  a:  et  j'  qu'il 
i^agit  de  déterminer,  x  étant  augmenté  de  A,  et  ydek ,  P'  sera 
accru  (n**  703)  de 

â7'^  +  -d7''  +  d^-2"^didy^'''"^  ~dy~:  7  "^  •  •  •  *' 

23.. 
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On  établît  aÎDsi  un  simple  contact  au  point  x,  y,  z  (n^  704)      \^' 
ix  —  a)'  +  (j  —  by  +  {z^cy=n\ 
(or  — a)  +/)(«  — c)  =.0,     y  —  b+q{z  —  c)  =  o; 

ces  trois  équations  déterminent  les  coordonnées  du  centre^etpar 
conséquent  la  sphère ,  dans  le  cas  d'un  simple  contact ,  lorsque  le 

rayon  n  est  connu.  En  posant,  pour  abr^er,  (ï+P^+î'*)"*  =^> 
l'élimination  donne 

a  =  a: +  71/7^,     bssy^nqÇj     c^zz'^nç, .,  (i); 

cette  sphère  a  même  plan  tangent  que  la  surface;  son  centrées! 
sur  la  normale,  équ  (^B)  p.  35 1.  Pour  que  l'osculation  fût  du  2' 
ordre,  il  faudrait  déterminer  Parbitraire  Tzde  manière  à  rendre 
iî  =r  r,  iS*=  « ,  7==  t  :  il  est  clair  qu'on  ne  peut  remplir  ces  troii 
conditions,  et  qu'en  général  toute  surface  n'a  pas  une  sphère 
osculatricc  comme  une  courbe  a  un  cercle  osculateur. 

^56.  Mais  rendons  la  somme  des  termes  du  2®  ordre  de  k 
série  (n®  747)  les  mêmes  pour  la  sphère  et  notre  surface,  ou 

r  +  2««  +  /*»  =  R  +  a5«  +  7V% 
a.  étant  le  rapport  kl  h\  on  trouve  pour  les  dérivées  du  2*  ordre 
de  l'éqa.  de  la  sphère  relatives  à  a*  et  à  y, 

(z-^c)  R+i+p^=o ,   («~c)5+/?gr=o,    («— c)  7H.i+5r»=o: 
(«— c)  (H-2tf«4.^^»)-f-i+/)*+2/?5'<st+(i+S''*)'**=o...  (2). 

Pf  Ç>  '">  *>  *  sont  des  fonctions  de  x  et  y,  qu'on  tire  de  l'équatioa 
z  :=sf(x,y)  de  la  surface  proposée  ;  «  est  la  tangente  de  l'angle 
que  fait ,  avec  l'axe  des  x ,  une  droite  qui  touche  au  point 
commun ,  et  est  menée  dans  une  direction  arbitraire.  Cette  éqa- 
fait  connaître  z  —  c  en  fonction  de  x^y  et  «  ;  les  équ.  (i)  don- 
nent ensuite  a ,  6 ,  et  le  rayon  n  de  courbure  de  la  section  faite 
par  un  plan  passant  par  la  normale  et  la  tangente  dont  il  s'agit. 
On  peut  donc  trouver  les  courbures  de  la  surface  dans  toute» 
les  directions  imaginables. 

Ayons  surtout  égard  aux  sections  dont  la  courbure  est  la 
]>lus  grande;  faisons  varier  n  par  rapport  à  et  seul,  et  posons 
/i'=o  (n°  717).  Mais,  d'après  l'équ.  (i),  on  a  alors  c=o,  en  pre- 
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ndiniZfp,  q  y  constatis;  donc  la  dérivée  de  l'équ.  (a)  relatiye  à 
c*  et  ce ,  en  faisant  c  nul ,  donne  : 

r 

3n  multipliant  par  «  et  retranchant  de  (a).  11  est  aisé  d'éliminer 
%  entre  ces  deux  équ. ,  et  d'arriver  à  cette  relation  destinée  à 
lonner  z  — c, 

^(z  — c)*  +  ^(«  — c)  +  ^"-*  =  o,...   (4)j 

Kl       ^=fr— «•,     J9  =  r(i  +  5'*)  + J^(i +P*)'^2/)5r*. 

On  en  tire  deux  valeurs  de  a  —  c ,  et  par  suite  ^i)  donne  les 
ayons  n  de  la  plus  grande  et  de  la  moindre  courbure  de  la  sur-^ 
ace  au  point  donné  {xy  y  y  z)  \  enfin  ,  l'une  des  équ.  (3)  fait  con- 
laitre  m^  ou  les  directions  de  ces  deux  courbures. 

Coijcevons  nos  deux  lignes  de  courbure  tracées  à  la  surface 
proposée;  elles  sont  indépendantes  du  système  d'axes  auquel 
elle-ci  est  rapportée^  et  restent  constantes  lorsqu'on  change 
le  plans  coordonnés.  Prenons  le  plan  tangent  pour  celui  des 
'y\  il  est  visible  que  oCy  y^z^p  ei  q  sont  nuls,  et  les  équ.  (3-) 
icvienneut 

c(fi  +  /«)  =  at ,     c{stt  -f-  '*)  =  1  ; 

1*011  s«*  +  flt(r  —  t)  —  s^szo. 

je  produit  des  deux  racines  de  «  étant  — -  i  ^  on  en  conclut  que 
es  deux  courbes  se  coupent  à  angle  droit.  Donc ,  à  l'exception 
les  cas  très  particuliers  ou  l'équ.  (4)  serait  satisfaite  d'elle- 
uémc^  sur  toute  surface  ^  si  Von  prend  un  point  quelconque j  il 
\fa  toujours  deux  plans  ^  passant  par  la  normale  en  ce  points 
lui  sont perpend,  Vun  à  l'autre  ^  et  donnent  la  plus  grande  et 
ta  moindre  courbure  de  la  surface.  Les  équ.  précédeates  font 
connaître  ces  deux  directions ,  et  par  suite  içs  rayons  de  ces 
deux  courbures. 

757.  Étant  donnée  une  courbe  dans  l'espace,  par  les  équ.  de 
deux  surfaces  dont  elle  est  l'intersection,  eu  éliminant  successî- 
▼enient  x  et  y  entre  ces  équ. ,  on  aura  remplacé  ces  surfaces  par 
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deax  cyliodres  perpend.  aux  plans  coordonnés  des  xx  et  des  n, 
<:t  les  équ.  résultantes  s  ==/x ,  z^^Fy^  seront  celles  des  pro- 
jections de  la  courl)e  sur  ces  plans.  Une  tang.  à  la  courbe  Peit 
aux  cylindres,  et  par  coniéquent  ses  projections  sont  tang.  à 
celles  de  la  courbe;  ainsi  les  équ.  de  la  tang.  sont 

Qu'on  metteyr  et  Fx  pour  p  et  q^  et  ces  équ.  seront  détermi- 
nées.  En  éliminant  x,  y^  z ,  entre  nos  quatre  équ.  »  on  a  une 
relation  entre  X,  Y,  Z,  qui  est  l'équation  de  la  tangente  en  m 
point  quelconque  de  la  courbe ,  c.-à-d.  celle  de  la  aurfeboe engeih 
cirée  par  une  droite  mobile  sans  cesse  tangente.  Si  cette  snrlaoe 
est  un  plan  ,  la  courbe  est  plane ,  autrement  elle  a  une  dovJtk 
courbure  :  on  distinguera  donc  aisément  ces  deux  cas  l'on  de 
l'autre. 

Au  point  de  contact,  il  y  a  une  inlinité  de  perpend.  à  la  tan* 
gentc;  cette  multitude  de  normales  déterminent  \e plan  normal^ 
dont  il  est  facile  de  trouTer  l'équ.  (0^628), 

Z  5+ 1 =0. 

p  2 

•j58.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  contacts  dei  snr&œi 
aux  courbes  à  double  courbure,  mais  nous  n'entrerons  pas  ici  dans 
ees  détails.  [Voyez  Fonct,  analyt.  (n®  i4i)»  et  VAnaL  appl.it 
Monge.]  Bornons-nous  à  la  recherche  dnplan  oscillateur.  Soient 
z-=zfxj  y'=z'i^x  les  équ.  de  la  courbe;  celle  du  plan  qui  passe  par 
le  point  {pcyyyz)^  est 

Z  —  z=A{X—x)  +  B{Y^yy 

Déterminons  ^  et  ^  en  établissant  un  contact  du  a*  ordre.  Si 
l'on  cbange  x  eux  -^h^y  eXz  recevront,  pour  la  courbe, te 
accroissemens 

Mettons  donc  x  +  h,  y  +  k,  z  +  l  pour  X,  Y,  Z ,  dans  Téqu. 
du  plan  :  il  vient  /  =  ^^  +  iS/t ,  ou 

/if  +  l/Vf'+  . . .  =  {A  +  B^yi  +  lBh^^"+. .. 


\ 
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Les  arbitraires  A  el  B  seront  déterminées  par  ces  deux  condi- 
tions A  +'B-^'  =if,  B-^"  z=.f"  ;  donc  Véçuation  du  plan  oscu- 
lateur  est 

De  la  méthode  infinitésimale. 

759.  Nous  avons  déjà  remarqué  (tomel,  note»  page  286)^ 
eu  appliquant  la  9iéthode  des  limites  (n^  11 3)  à  une  équ.  entre 
des  constantes  et  des  variables  qui  peuvent  être  rendues  aussi 
petites  qu'on  veut,  que  lorsqu'on  n'a  besoin  que  de  la  relation 
qui  lie  les  termes  constans ,  ce  n'est  pas  commettre  une  erreur 
que  de  négliger  dans  le  calcul  quelques-uns  des  termes  qu'on 
sait  devoir  disparaître  par  la  nature  même  du  procédé.  11  en  a 
été  de  même  (n**  4^^)  pour  la  méthode  des  tangentes.  La  certi- 
tude mathématique  ne  sera  donc  pas  altérée  par  ces  omissions 
volontaires,  pourvu  qu'on  se  soit  assuré  qu'en  effet  elles  n'affec- 
tent que  les  quantités  qui ,  par  la  pâture  même  de  l'opération, 
doivent  disparaître  du  résultat. 

On  pourra  donc,  dans  toute  question  semblable,  omettre  les 
termes  indéfiniment  petits ^  que  les  géomètres  ont  appelés,  avec 
Leibnitz,  des  infiniment  petits. ^n  se  dispensant  d'j  avoir  égard, 
on  abrégera  beaucoup  les  calculs,  puisqu'il  est  souvent  difficile 
d'évaluer  ces  termes  ;  et  les  résultats  seront  exacts.  On  pourra 
même  présenter  Ja  théorie  avec  la  rigueur  géométrique,  en 
prouvant  que  les  quantités  omises  sont  au  rang  de  celles  qui 
doivent  en  être  supprimées.  Cette  méthode  est  précieuse,  non- 
aealement  pour  graver  les  résultats  dans  la  mémoire,  mais  encore 
pour  les  spéculations  analytiques  compliquées  ;  et  il  importe  de 
oe  pas  se  priver  d'un  secours  aussi  puissant,  surtout  en  considé^ 
rant  qu'on  peut  toujours  rendre  au  procédé  la  rigueur  qui  lui 
manque  en  apparence. 

760.  Les  applications  de  ces  notions  aux  élémens  de  Géo- 
métrie sont  si  faciles ,  que  nous  nous  dépenserons  de  les  faire  ; 
chacun  pourra  aisément  y  suppléer.  Mais  venons-en  à  celles  du 
Calcul  différentiel. 
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Soient  y^  Zyt. . ,  des  fonctions  données  quelconques  de  X)  si 
X  prend  l'accroisseinent  àx ,  ceux  que  prendront  y^z. ..  résnl* 
feront  des  relations  données  qui  lient  ces  yariables  à  x,  et  Pim 
aura 

Ay^AAx  +  Bàx'+  ...,     Az  =  A'àx  +  B'àx!^+.,. 

Or,  quel  que  soit  le  but  de  notre  opération ,  Ay  doit  être  com- 
biné avec  A»y  Ai. . .  j  At  manière  à  former  une  éqn.  ^  =  o. 
Ix>rjsqu*on  aura  substitué  à  Ayy  dz . . .  leurs  valeurs ,  Ax  sera  Êic- 
teur  commun ,  et  pourra  être  omis  dans  l'équ.  ilf  =  o ,  en  sorte 
que  les  premiers  coefficiens  A^  A\, .  .  en  soient  seuls  exempts. 
Maisx,  yyZ.  • ,  étant  maintenant  regardés  comme  des  termes 
fixes,  leurs  accroissemens  dr,  d^. . .  pourront  être  rendus  aussi 
petits  qu'on  voudra,  de  sorte  qu'en  faii^ant  dr  =  o,  Péqu.  ilf  :=o 
devra  perdre  tous  les  termes  B^Bf , . ,  On  pourra  donc  d'avance 
dégager  le  calcul  de  ces  termes,  et  dire  que  dy  =  wr^dr^ 
dz  =  A^Ax , ,  .\  les  autres  termes  sont  négligés  comme  des  infr 
niment  petits  du  2*  ordre  ^  expression  qui  sert  à  éviter  une  cir> 
conlocution. 

On  conçoit  les  grandeurs  comme  formées  de  parties  quel- 
conques élémentaires,  qu'on  nomme  Différentielles^  et  qu'on 
désigne  par  la  lettre  d ,  comme  nous  l'avons  indiqué  n**  658.  Ces 
différentielles ,  comparées  aux  élémens  véritables ,  n'en  difie- 
rent  que  de  quantités  négligeables^  c.-à-d.  de  valeurs  que  le 
calcul  ferait  disparaître  si  l'on  y  avait  égard.  Le  résultat  n'étant 
pas  atteint  de  cette  sorte  d'erreur  y  en  prenant  ainsi  des  quan- 
tités défectueuses  au  lieu  de  véritables^  on  se  trouve  conduite 
des  calculs  et  à  des  considérations  simples  qui  abrègent  singu* 
Jièrement  les  opérations. 

dx,  Ay  y  différentielles  de  x  et  y ,  ne  sont  pas  précisément 
les  accroissemens  de  ces  variables ,  quoiqu'on  les  traite  comme 
fels  ,  puisqu'au  lieu  de  prendre  d^  =  AAx  -f-  BAx^,. . . ,  on 
prend  seulement  Ay  =  AAx  3  ce  sont  des  quantités  qui  ne 
diffèrent  de  ces  accroissemens  que  de  parties  qui  s'eutre-détrui- 
sent  par  le  calcul ,  et  qu'il  est  inutile  de  considérer. 

A  est  la  dériv(''e  que  nous  avons  désignée  par  y',  et  que  nous 
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saTODS  trouTer  pour  toute  fonotion.  Il  est,  au  reste ^  biea  aisé 
de  l'obtenir  de  nouveau ,  eu  partant  des  principes  mêmes  que 
noQS  Tenons  d'exposer.  Eu  voici  quelques  exemples  : 
Soit^  =  is/,  2 et  ^  étant  des  fonctions  de  x,  on  a 

djr  =  (a  -f  dz)  (/  +  dû)  —  ze=iidz  +  zàiy 

en  n^ligeant  d^.d^^  qui  ne  contient  que  dx^,  dx^. . . 

Pour  jr  =  a"»,  on  a  dy  =  (z  +  da)"*  —  «"»  ^  m^'~^dz ,  en  né- 
gligeant les  da*,  ds^...  {Voy.  n*»  668.)  ' 

Soit  y=^  a^'y  d'où  dy  =  a**^'  —  a^  :=i  a*  (a^*  —  i)  ;  mais 
(p.  177)  on  a  a*  =  I  +  it/*  +  — j  donc  d^  =  fca*d«,  en  sup- 
jtrimant  les  dx%  dx^ ... 

y  =  Log  z  donne 

d^  =  L<^  («  +  da)  —  Loga  =  Log  fi  -| j  ; 

donc a^y  =  i  H *,  or,  a^y  z=z  i  +fcdy;  ainsi  dy  =  ^— . 

z  «^        «« 

76t.  La  méiliode  iniinitésimale  consiste,  comme  on  voit,  à 
substituer  dans  le  calcul ,  aux  véritables  accroissemcns  qui  en 
font  l'objet,  d'autres  quantités  dont  l'erreur  soit  de  nature  à 
ne  pas  altérer  le  résultat.  Au  lieu  des  variations  véritables  j  qui 
seraient  difficiles  à  traiter  et  compliqueraient  les  opérations ,  on 
prend  à  leur  place  d'autres  quantités  plus  simples ,  et  qui  se  prê-. 
tent  mieux  aux  recbercbes  qu'on  a  en  vue,  aux  calculs  qu'on 
dont  exécuter.  Mais  pour  être  en  droit  de  prendre  des  valeurs 
défectueuses ,  il  faut^  avant  tout,  s'être  assuré  qu'il  n'en  résul- 
tera aucune  erreur,  et  que  si  l'on  ajoutait  à  celles-ci  ce  qui  leur 
manque ,  ces  parties  ajoutées  s'entre-détruiraient 

Ainsi ,  pour  que  la  méthode  puisse  être  employée  en  toute 
sAreté ,  il  faut  remplir  une  condition  indispensable ,  celle  de 
V égalité  des  limites j  ou  dernières  raisons^  qui  consiste  à  comparer 
les  grandeurs  véritables  à  celles  qu'on  leur  substitue,  à  les  faire 
varier  ensemble,  et  à  voir  si,  dans  leur  diminution  progressive^ 
leur  rapport  tend  sans  cesse  vers  l'unité,  car  l'unité  en  doit 
être  la  limite.  Si  un  arc  de  courbe  BM  (fig.  22)  a  pour  accroiss- 
ement l'arc  MM' y  on  pourra  prendre  en  sa  place  la  corde  M  M'y 


5 

u 


364  CALCUL    DIFFÉREUTIEL* 

cette  corde  sera  la  difi'érentielle  de  l'arc ,  attendu  qu'en  rappro- 
chant les  points  M  et  Hf^  I'ai*c  et  la  corde  diminuent,  et  leur  »i 
rapport  tend  vers  Tunîté  qui  en  est  la  limite.  Mais  on  ne  doit 
pas  prendre  MQ  pour  différentielle  de  MM',  sous  prétexte  que 
MM^  et  MQ  tendent  à  V égalité ,  et  deviennent  nuls  ensemble, 
car  le  rapport  MM'  :  MQ  n'a  pas  i  pour  limite.  C'est  ainsi  que  % 
ax*  et  bx ,  qui  deTiennent  nuls  ensemble  ,   ont  pour  rapport 

tlJC 

—y  dont  la  limite  est  iléro,  et  non  pa&  i. 

En  comparant  un  arc  de  cercle  à  son  sinus ,  on  peut  prendre 
l'accroissement  de  l'un  pour  celui  de  l'autre  :  y  =  sinsdoime 
d^  =  sin(«  +  da)  —  sin«,  ou  sinzcosda  +  sinds.cosa — sini. 
En  remplaçant  sin  àz  par  àz  et  cosds  par  i ,  parce  que  les  rap- 
ports de  ces  grandeurs  tendent  vers  l'unité ,  on  trouve 

ày  =  dis.  cos  z.  On  trouverait  de  même  la  différentielle  de  ces  x, 
de  arc  (tang  =  a:) . .  « . 

Un  principe  qu'on  ne  doit  jamais  perdre  de  vue ,  dans  œ 
genre  de  considérations ,  est  celui  de  V homogénéité ^  qui  consiste 
en  ce  que  les  différentielles  doivent  être  de  même  nature  quek 
grandeur  qu'on  considère,  et  de  même  ordre  entre  elles.  On  ne 
peut  donc  prendre  pour  différentielle  d'un  solide  qu'un  autre 
solide  ',  pour  celle  d'une  surface  qu'une  aire  y  etc.  ;  on  ne  doit  pas 
regarder  une  ligne  comme  la  somme  d'une  infinité  de  points,, 
une  aire  comme  la  réunion  d'une  série  de  lignes  ,  etc.  ;  et  en 
outre  ,  toute  formule  ne  de\>ra  jamais  renfermer  que  des.  târnuu 
où  les  différentielles  seront  de  même  ordre. 

Cet  artifice,  qui  traite  les  différentielles  comme  si  elles  étaient 
exactes,  donne  lieu ,  il  est  vrai,  à  des  équ.  défectueuses;  mais 
on  ne  doit  pas  s'en  inquiéter,  parce  qu'on  est  convaincu  que  le 
résultat  définitif  n'en  sera  pas  atteint,  toutes  les  fois  qu'on  n'aura 
en  vue  que  les  limites,  lesquelles  sont  les  mêmes  pour  les  diffé- 
rentielles et  pour  les  élémens  véritables.  Ce  calcul  se  présente 
d'abord  comme  un  moyen  d'approximation ,  puisqu'on  rem- 
])lace  ceux-ci  par  des  quantités  qui  en  sont  voisines  ^  mais  comme 
on  ne  destine  ce  calcul  qu'à  la  détermination  des  dernières  rab 
sons,  qui  sont  les  mèiucs  pour  les  uns  et  les  autres ,  le  calcul  ac- 
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quîert  la  rigueur  même  île  l'Algëbre  ;  et  le  langage ,  aussi  bien 
que  la  notation ,  en  ont  toute  l'exactitude ,  puisque  dès  qu'on 
prononce  les  mots  ^infiniment  petit,  de  différentielle  ,  on  en- 
tend ne  faire  usage  du  calcul  que  dans  les  problèmes  qui  dépen- 
dent, non  plus  des  grandeurs  qu'on  a  enyîsagées,  mais  des  rap- 
ports de  leurs  dernières  raisons.  Une  différentielle  est  donc  une 
partie  de  la  différence  ^  partie  dont  le^rapport  apec  cette  diffé- 
rence a  C unité  pour  limite. 

Dans  le  Calcul  intégral ,  qui  a  pour  but  de  remonter  des  dé- 
rivées aux  fonctions  primitiTCS ,  on  regarde  l'intégrale  comme 
la  somme  des  élémens  ou  des  différentielles  ,  ainsi  que  nous  au- 
rons occasion  de  le  remarquer ,  n°'  802 ,  806  et  812. 

Les  applications  de  ces  principes  à  la  Géométrie  et  à  la  Mé- 
canique sont  très  fréquentes.  Voici  quelques  exemples  des  pre- 
mières. 

^62.  Soient  BM:=.  s  (fig.  22)  un  arc  de  courbe,  les  coordon- 
nées de  il/ étant  x  et  y,  enfin  yz=zfx  l'équ.  de  cette  courbe.  La 
tangente  TM  sera  supposée  le  prolongement  de  l'élément  infi- 
niment petit  MM'  de  la  courbe;  ce  qui  revient  à  dire  que  la 
corde  de  l'arc  MM'  =  ds ,  pouvant  approcher  autant  qu'où 

M'O 
veut  de  MHy  l'angle  MMQ,  dont  la  tangente  =  --~^,  ne  dif- 
fère de  HMQ  que  d'une  quantité  indéfiniment  petite.  En  résol- 
vant le  triangle  M'MQy  dont  les  côtés  sont  dx,  dy  et  d« ,  on  a 
donc ,  comme  n°  722  et  p.  826, 

m      ^y  T,      àx        ,  dy 

tangT=gJ,    cos7'=-j^,     sm  T=  ^. 

Puisque  l'arc  MM'  =s  «  et  sa  corde  ont  l'unité  pour  limite  de 
leur  rapport ,  on  peut  substituer  l'arc  ds  à  sa  corde ,  et  l'on  a 
la  longueur  de  l'hypoténuse ,  ou  ds  =  J/  (dx*  +  dy*)* 

Soit    t  Faire    CBMP  ;    le   rectangle    indéfiniment    petit 
MPP' Q^=^yàx  pourra  être  pris  pour  d^;  donô  d^  =  j^dx. 

763.  Appliquons  ce  procédé  aux  coordonnées  polaires.  Du 
pile  A  (fig.  25)  pour  centre ,  décrivons  l'arc  MQ  par  le  point 
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»fr   AN  MQ      AM      MQ      r    .       ^. 

M  (r,6),  nous  aurons  — ^zr^-- —  ou  -~-=-  ;  donc  ilf  0= 

mq       Am         dO        i 

Menons  ^7  perpendiculaire  sur  AM  ^  et  la  tangente  TM  q* 

se  confond  avec  l'arc /suivant  Pélément  MM'  ^  d«;  or,  lel 

triangles  semblables  MM'Q ,  TMA  donnent  {vcy.  p.  3a4) 

MQi_AT^  râB_AT 

M'Q~AM'^'^  dr"^~' 

donc  sous-tang  AT=i  -r— . 

Dans  le  triangle  rectangle  TMA ,  on  a 

tangrM^  =  ~  =  _. 

X 

Déplus,  A/i»/'*=;i/(2*  +  M'Q»  devient  d«*=r*d9'  +  dA 
Enfin,  Paire  ABM  =  t  comprise  entre  deux  rayons  vec^eurt 
a  pour  différentielle  AMM'  qu'on  peut  regarder  comme  épi 
à  AMQ)  or,  AMQ  —  lAMxMQ',  d'oi  dr=ir«d9  (p!  3*7). 

764*  Dans  sa  révolution  autour  de  Ax  (fig.  22) ,  CBMP  en- 
gendre un  corps  dont  le  volume  est  v  et  l'aire  m;  or,  l'arc 
^fAf'  décrit  la  différentielle  de  m,  qui  est  un  tronc  de  cône,  cl 
=\MM  (cir.  PM  +  cir.  P'M'),o\i  plutôt = ilf  il/'  Xcir.Pilfî 
donc  di*  =  2Tyd*.  De  même  l'aire  MPP' M'  engendre  la  diffi- 
rentîelle  du  volume  v ,  qu'on  peut  regarder  comme  égal  au  cy- 
lindre décrit  par  ilfPP'Ç=PP'x  cerclePilf  ;  donc  di^=:7ry«dx. 
Cela  est  conforme  au  n°  752. 

Soit  la  surface  courbe  BD  (fig.  49)  dont  l'équ.  z  =zf{x^  y)  est 
donnée  ;  lorsqu'on  fera  croître  a:  de  dx ,  le  volume  F'=iEFMÎ^ 

croîtra  de   MBFR  =  "^  dr.  Si ,  dans  ce  résultat,  on  augmente 

r  de  dr ,  le  volume  MB  croîtra  de  MCSP  =  -; — r-  .  dard  y* 

dxdy  '^ 

De  même  l'aire  MJV=  U  augmente  de  MCz=z  -—^.djrdy- 

Gela  posé,  i"*.  le  plan  Mrsq  (fig.  5o),  parallèle  au  plan  xj^ 
forme  le  parallélépipède  MPSs  dont   le    volume  est  «Ud^'i 
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donc  d*  f^=  «dxd^ ,  formule  qui  revient  à  celle  du  n°  754. 
2°.  Le  plan  tangent  Mrsq  peut  être  supposé  confondu  avec 
la  surfiace  dans  l'étendue  de  MC  ;  et  comme  (n°  753)  la  base 
PS  ou  d^dr  est  =:  MCx  costf,  «  désignant  l'inclinaison  de 
ce  plan  sur  celui  des  xy^  on  a 

ifc/C=^^  =  dxdj.ï/(i+/>-  +  y^),  (p.  350. 

Donc  d*ï7=dxdjKV/(i+/>*+î*). 

76S.  Soit  M=:o  l'équ.  d'une  surface  en  x,  j^,  2  et  les  cons- 
tantes arbitraires  «  et  fi.  Si  a  et  i8  reçoivent  des  valeurs  ûxes , 
la  surface  aura  tous  ses  points  déterminés  dans  l'espace.  Mais 
qu'on  trace  à  volonté  une  courbe  sur  le  plan  xj,  y-^r:  (px,  et 
qu'on  établisse  entre  iS  et  «tla  même  liaison, /8  =  ^«t;  en  chassant 
^  de  ilf  y  on  pourra  ensuite  attribuer  à  «  une  série  de  valeurs 
successives.  M^=o  deviendra  l'équ.  d'une  multitude  de  surfaces 
courbes,  qui  ne  différeront  entre  elles  que  par  la  grandeur  des 
constantes  aet  (i.  La  suite  infinie  de  ces  surfaces  forme  ce  qu'on 
nomme  H'n^  Em^eloppe, 

,  Pour  considérer  la  surface  qui  varie  par  le  cliangement 
de«,  dans  deux  états  infiniment  voisins,  il  faut  différencier  M 
par  rapport  à  «.  M=zo,  il/^=ro,  particularisent,  pour  une  va- 
leur donnée  de  «,  la  courbe  d'intersection ,  ou  plutôt  de  contact , 
des  deux  surfaces  voisines  :  c'est  cette  courbe  qu'on  a  appelée 
Caractéristique.  Qu*on  élimine  «  entre  ces  deux  équ.,  et  l'on 
aura  une  équ.  en  x,  y,z,  sans«  ni  fi^  qui  appartiendra  à  cette 
courbe ,  quelle  que  soit  la  position  de  la  surface  mobile  :  ce  sera 
donc  l'équ.  de  l' Enveloppe. 

De  plus ,  pour  une  caractéristique,  déterminée  par  une  valeur 
particulière  de  « ,  si  l'on  fait  varier  «  infiniment  peu ,  M  et  M' 
devenant  M' et  M"  ^  on  aura  une  seconde  caractéristique  infini- 
mont  voisine  de  la  i'*.  Pour  les  points  communs  à  l'une  et  à 
Pantre^on  a  les  trois  équ.  ilf=o,  Af'sso,  M''  =  o,  les  déri- 
vées étant  ici  relatives  à  m  seule.  En  faisant  passer  «  par  toutes 
les  grandeurs  possibles ,  chaque  état  dominera  des  points  particu- 
liers de  l'enveloppe ,  lesquels  sont  ceux  du  contact  des  oarac- 
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térîstîques  considérées  dans  leurs  situations  consécutives.  La 
courbe  qui  les  joint  est  nommée  arête  de  rebrousaement;  elle 
est  touchée  par  toutes  les  caractéristiques  ^  précisément  de  la 
même  manière  que  Tenveloppe  touche  toutes  les  enveloppées 
selon  ces  courbes.  Les  deux  équ.  de  cette  arête  s'obtiennent  en 
éliminant  et  entre  les  trois  équ.  précédentes. 

Enfin,  éliminant  «  entre  les  équ.  M=o,  M'=o,  iHf*  =z=o, 
M^=Oy  OÙ  les  dérivées  sont  toujours  relatives  à  «,  on  verra 
de  même  qu'on  obtient  celui  des  points  de  Varète  de  rebrousse- 
ment  qui  forme  lui-même  un  rebroussement ,  ou  une  inflexion. 

766.  Prenons  le  plan  pour  surface  mobile,  les  caractéristiques 
seront  des  droites,  et  l'enveloppe  jouira  de  la  propriété  d'être 
jxmà  surface  déçeloppable  ^  de  pouvoir  s'étendre  sur  un  plan, 
sans  rupture  ni  duplicature ,  en  ne  la  supposant  ni  flexible 
ni  extensible.  En  eflFet,  si  l'on  fait  tourner  chaque  élément  de 
cette  surface  autour  de  la  droite  de  section  par  l'élément  voisin, 
on  pourra  visiblement  amener  tous  ces  élémens  à  se  trouiref 
appliqués  sur  un  plan. 

Les  surfaces  développables  peuvent  être  regardées  comme 
formées  d'élémens  planes  d'une  longueur  indéfinie;  tels  sont  le 
cône  et  le  cylindre.  Cherchons  une  équ.  qui  appartienne  à  toutes 
ces  surfaces ,  sans  avoir  égard  à  la  nature  du  mouvement  que 
prend  le  plan  mobile.  Le  plan  tangent  coïncidant  avec  un  élé- 
ment plane ,  il  est  clair  que  x^yetz  peuvent  varier,  sans  que 
pour  cela  ce  plan  varie.  L'équ.  est  [A ,  p.  35o) 

Z=pX4-^F-f-  z — px  —  qy. 

Différencions  par  rapport  k  x^y  eiz^ét  exprimons  que/?,  q  et 
z  —  px  —  jy  ne  changent  pas.  De  ces  trois  conditions,  le  caJcul 
montre  que  Tune  est  comprise  dans  les  deux  autres,  en  sorte 
qu'on  n'a  que  ces  deux  équ.  d/>  =  o,  d^  =  o,  ou  plutôt  (ea 
conservant  la  notation  de  la  p.  357)  r+  «^  =  o ,  a  +  tyzszo. 
Ici ,  y  dépend  de  la  direction  selon  laquelle  le  point  de  contact 
a  changé;  en  éliminant  y,  il  vient  enfin,  pour  l'équ.  de  tout» 
les  surfaces  développables^  quelle  qu'en  soit  d'ailleurs  la  gêné* 
ration  particulière ,  r/  —  s*  =  o. 
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Vùy*  l'Analyse  de  Monge^  oii  cet  illustre  géomètre  a  présenté 
«ne  foule  d'applications  curieuses  de  la  doctrine  infinitésimale 
aux  surfaces  courbes. 

HL    INTÉGRATION   DES   FONCTIONS    d'uNE   SEULE    YAlUABLE. 


Règles  fondamentales. 

^67.  Le  calcul  intégral  a  pour  but  de  remonter  ^es  fonctions 
dériTées  à  leurs  primitives;  on  y  parvient  à  l'aide  d'une  suite 
de  principes  et  de  transformations.  Pour  éviter  les  modifîca* 
tions  qu'il  faudrait  faire  éprouver  aux  formules ,  en  vertu  des 
divers  changemens  de  variable  indépendante  (n^  694)9  nous 
préférerons  l'emploi  de  la  notation  de  Leibnitz.  Lorsqu'on  veut 
marquer  qu'on  doit  prendre  l'intégrale  d'une  fonction,  on  la 

fait  précéder  du  signe  /  qu'on  prononce  Somme;  ainsi 

y=z^x^,  étant  la  dérivée  dex'^-f"^;  on  écrira  dj^  =  4^da:j 
So\iy=if^àx  =  a;4  -|_  ^. 

768.  Examinons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  fonctions 
primitives  fx  et  Fx  d'une  même  dérivée  y.  Le  théorème  de 
Tajlor  donne 

f{x  +  h)  =  fx  +  yh+\y''h^+...., 

d'où  f{x  +  h)  —  F{x'\-h)  =fx  —  Fx, 

Ilfaut  donc  quefx'^Fx  n'éprouve  aucun  cbangement,  lors- 
qu'on y  change  x  en  a:  +  A  ;  ainsi  ^  —  Fx  conserve  la  môme 
valeur  C,  quel  que  soit  a7,/r  =  Fx  -f-  C.  Donc,  toutes  lesjbnc'^ 
tions  primitives  qui  ont  même  dérivée  j  ne  différent  entre  elles 
tfuepar  la  valeur  du  terme  constant.  Si  Von  ajoute  une  cons- 
tante arbitraire  à  toute  intégrale  ,  elle  -prendra  la  forme  la  plus 
S^Urcde  dont  elle  soit  susceptible, 

769.  En  renversant  les  règles  principales  du  calcul  des  dcri- 
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yations»  cm  troufera  autant  de  règles  du  calcul  intégral.  II 
facile  d'en  conclure  que  ^ 

I.  L* intégrale  (P un  polynôme  est  la  somme  des  intégrale 
ses  diifers  termes  ;  on  conserve  à  chaque  terme  son  signe  et 
coefficient  (n^  662). 

II.  Pour  intégrer  z'dzj  il  faut  augmenter  l'exposant  n  d 
unités  .supprimer  le  facteur  dz ,  et  dipiser  par  V exposant  c 

augmenté  (n®  668)  ;  ou  fA^àx  =  —7- 1-  C. 

Pareillement  -^a~"dz,  ou  Aàz  :  z»,  a  pour  intégrale 

• —  =  —  7 r-ri::-  Ainsi ,  lorsque  la  variable  est 

—  n+i  (n — i>»""'  ^ 

dénominateur j  on  prend  la  fraction  en  signe  contraire;  ( 
diminue  Vexposant  de  la  variable  d'une  unité,  et  Von  midti 
le  dénominateur  par  cet  exposant  ainsi  diminué. 

Ces  règles  s'appliquent  aussi  aux  fonctions  qu'on  peut  ra 
ner  à  ft"d«.  Pour  ax"""*dx(ô  +  ex")"*,  on  remarque  que  la 
férentielle  de  ô  +  ex»  est  /icx"""*Ar ;  puisque  notre  i*'  fad 
n'en  diffère  que  par  la  constante  ne,  on  le  prépare  pour 
mener  à  cette  forme,  et  l'on  a 

—  X  7icx»"'dx(i  +  ex»)"»  =  —  z'^dz^ 
ne  ne  * 

en  faisant  b  +  ex*  =  a.  On  a  donc,  pour  intégrale, 

La  transformation  qui  a  introduit  2  n'était  même  pas  ne 
saire,  et  il  conviendra  à  l'avenir  de  l'éviter,  parce  qu'elle 
languir  les  calculs. 

De  même  /6\/(4^'  +  3)xdx  =  K4^'  +  3)»  +  C. 

III.  La  règle  précédente  est  en  défaut  lorsque  »=- 
puisqu'on  trouve  fz''^àz:=^co  ;  mais  cela  vient  de  ce  que  Fi 
grale  appartient  à  »»«  autre  espèce  de  fonction.  On  sait  (n*'  < 

quef^^^^  C.   De  même J^^^\(^a+z)+C. 
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consiste  à  faire  la  décomposition ,  de  sorte  que  cette  dernièrf 
soit  moins  compliquée  que  la  prpposée. 

VI.  La  règle  du  n^  693  donne,  le  rajon  étant  un, 

J—^^  =  arc(tong=«)  +  C. 

On  pourrait  aussi  supposer  le  rayon  =  r,  et  l'on  aurait  ces 
mêmes  seconds  membres  pour  valeurs  respectiyes  des  intégrales 

/rdz  r    — ràz  p  r'da 

Pour  obtenir   /      ,   ^  ^,  on  diyisera  haut  et  bas  par  a, 

m        d«       m     la      d^ 

en  faisant  —  =^'.  Donc     ,^   ,^  arc  (tane=0  +  ^  est  l'inté- 
grale  cberchée,  le  rayon  étant  un;  d'où 

On  trouve  de  même 

—7-- =— -r  =  —77- .  arc  (  sm  =  -  I/d  i  +  C. 

Des  fractions  rationnelles. 

770.  Nous  avons  donné  (p.  162)  des  procédés  généraux  pouf 
décomposer  toute  fraction  rationnelle  —  en  d'autres ,  dont  la 
forme  soit  l'une  des  suivantes: 
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A  Ax+B  Ax+B 


X  — a'      (X  — a)«*     x*+px  +  q'     (x^  +  px  +  q^^ 

3,  pf  q,  7»..«|  étant  des  constantes  ^  et  les  facteurs  de  x*+px'^^ 
it  imaginaires.  Il  s^agii  donc  de  donner  des  règles  pour 
onter  de  ces  fractions  aux  expressions  dont  elles  sont  les 
vées.  Remarquons  que  chassant  le  terme  px  des  deux  der- 
eSy  par  la  transformation  (page  44)»  x^=:z — {p,  puis, 
int  iS*=:^— -'^/'S  quantité  positive  par  supposition,  on  a 
plement 

Az  +  B"  Ax  +  B" 

Adx 


•'cas.  Uintégralede e8t-^l(*— a)+k>ou-<<lc(« — a). 

ex. ,  on  a  vu  (p.  i63)  que 

àx     1  /  àx  ix   \  ^ 

a'— X*         2a  \a  +  a:         a-~~  xJ  ' 

c —  [l(a  +  a:)— l(a— x)  +  lc]  est  l'intégrale,  d'où 


h 


dx 


—  —  |g(^  +  J^) 


a*— x*         2a       a'-^x 
^  même 

/(2  —  4^)  djp r^iàx    /lîËfL 
** 4F  —  2             J2— '*  ^«+1 

:-2l(x— 2)  — al(x+l)  +  lc=l  ^-;^— ^— _. 

^dx 
■  CAS.  La  Traction  t r^  a  pour  intégrale  (règle  II) 

I  ûu  """"a  j 

— -/i 
■-i)(:g  — a)»-'*  ^^'^  ««™P'e  (P-  i64), 

K^j+-2^  ,    2djf  dj?  \àx  \àx    jàx 

'HX^  +  X    *~  "'''(*— i)*"^*—i  ""(*+!)»     *+i 

me  pour  intégrale 
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3«  CAS.  Pour  la  fraction  -7;^^  dx,  on  intègre  séparément 

jizdz  BAt 

^%MQ%  ®*  ?-PJ*'    *  première  par  la  rî^le  III ,  la  denxKne 

par  celle  VI  (n®  769).  On  trouye 

Ainsi  (p.  164)  on  décompose 

JW^:^       Jx—i       J    x*+x+i  ' 
le  I"  terme  =^l(x— i).  Pour  le  2*  on  tàt  x=sg—î,(x 
qui  donne  —  /  ^  '     ,  +  /  ^      ,  ;  l'une  de  ces  int^rales  <A 

l'autre  donne  ^  V^3  arc  ftang  =  rj^j*  DoYic 

0rr='s[_H''-  0-lV/(*•+*+I)+^^3.arc  (tang=:  î^)] 

Prenons  pour  second  exemple  (p.  i64) 

(j;* — x+i)àx   3      dx  ,  (x  +  i)dx 

l'intégrale  est  1    ;^  ^   —  i  arc(teng  =  x). 

V/(^  + 1) 
4*  CAS.    11  s'agît  d'intégrer   une  série   de   fractions  de  I* 

forme  ^^  ^   . — ^rrr  »  n étant  successiyement  =  i ,  a,  3...  Poof 

,  j4zds  Bis 

cela,    chacune  se  partage  en  deux,  ^^,  ^  ^^y  et  ^-;r:^«' 
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1^   s'intègre  sur-le-champ  (règle  II)  (*),  et  donne 

—  A 
_^x.^  ,  ^aN,~,>  si  cependant  ii=i,  on  a  J^l(«*+/S»). 

7J.  Quant  à  la  2*,  on  en  facilite  l'intégration  en  la  faisant 
endre  d'une  autre  plus. simple.  KetL  étant  des  coeffîciens 
iterminés ,  on  suppose  (**  ) 

/*      àz        _  Kz  r      Lêz 

(a* + fi^y  ~  («• + i^T"*     J  i^"+ fi"")""' 

r  trouTer  les  valeurs  de  K  et  L,  on  différenciera  cette  équ.  ; 
ion  réduira  au  même  dénominateur  (2^  +  jS*)"}  et  l'on  aura 

i=/i:(2«  +  /J*)— 2/^(7* -.i)z*  +  2:(z«  +  ^»); 
1,  comparant  terme  h  terme ,  on  tire 

int  les  valeurs  de  A  et  Z^ ,  et  les  substituant ,  on  obtient 


dz  s  2/»  — 3    /*       da 

'usage  de  cette  équ.  est  facile  à  concevoir.  On  a  une  série 
ractions  de  la  forme  f  — ^\  on  int^era  d'abord  celle 

''  a  la  plus  grande  valeur^  et  notre  formule  la  remplacera  par 

s'ajoutera  avec  la  fraction  suivante.  On  continuera  ainsi  jus- 

)  En  faisant  s*  ^/S'  =  1*,  la  fraction  devient  monôme ,  on  a 


PAàt  _ 
J  t**-^ 


a(n — i)««C»-0* 


')  La  forme  de  cette  ëqn.  est  I^itimëe  par  la  snite  da  calcul  qw  ier(,K 
rer  K  et  L.  Cette  transformation  est  indiquée  par  Thabitude  de  Tanalffi 
ait  prévoir  que  le  résultat  ne  peut  conteni  r  que  des  termes  de  deux  espîoe 
Qi  multipliiîs  par  z*^  les  autres  constans. 
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qu'à  la  fraction   ,  .       ,  dont  l'intégrale  est  connue  (règle  VI)* 

*  ^\  " 

Soit 9  par  exemple, 

(x*+  0*  ""     {x^+i?    "*■  (x»  +  0*  "*"x'+i** 

les  i*'*  termes  de  chacune  donnent  par  la  règle  II 

/'—  ard J  I  /*  arda:     ^_   — 1 

Quant  aux  seconds  termes ,  on  a  >  par  notre  formule, 

/'  Ax    X     t^r  ^ 

Or,  ce  dernier  terme ,  joint  à  celui  de  notre  2*  fraction,  donne 

/dj? 
>  ,  , — n  ;  mais  on  a  de  même 

enfin ,  ajoutant  ce  terme  à  intégrer  ayec  la  troisième  fraction , 
on  trouye 

i5  r    dx  i5  . 

n  ne  s*agit  plus  que  de  réunir  ces  diverses  parties,  et  Fon  a,ponr 
l'intégrale  de  la  fonction  proposée, 

4Ô?+Tr + 8(FTÔ + ■§- *"'' ^**"8 = ^^  +  ^- 

En  opérant  de  même,   on  trouvera  l'intégrale  de 

dx- 

^    ,^  ^   , — .■/   0  I — ^n^  Cette  fraction  étant  décomposée 

(i  +a:)a;»(x*4-2)(a:*4-  i)*  ^ 

(p.  i65),  les  seuls  termes   dont  l'intégration  peut  présenter 
quelque  difficulté  sont 


\ 
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En  Toîci  encore  deux  exemples  {yoy,  p.  166  et  168)  : 

x^  —  é  ~  3a^L  (^  +  «)  V^(a?*  +  ax  +  a*) 
.J/3{arc(ta«g=Hri-)  +  arc(taBg=^)} +C]. 

a:^ — 3jr—3a:*4- 7x4-0  \       a: — 3       /       x+i 

Fonctions  irrationnelles, 

772.  Il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  voir,  qu'on  sait  intégrer 
utes  les  fonctions  algébriques  rationnelles  ^  et  celles  qu'on  peut 
ndre  telles  par  des  transformations. 
Voyons  d'abord  les  radicaux  monômes. 

3 

it  ^ —      i\/  ^» 

07+  yx 

sst  visible  qu'en  faisant  x  =  z^ ,  les  Irrationnalités  disparai- 
)nt ,  puisque  6  est  divisible  par  les  dénominateurs  3  et  2  des 
posans  fractionnaires  proposés.  Par  là  on  aura  à  intégrer 


6dz .  g'^+g"  +  g^  =6z''dz+6zdz  — 


6zâz 


qui  n'offre  pas  de  di£Bculté. 

Pour  \/x,dx  :  (x —  i),  on  féraa:  =is*,  et  l'on  aura 

=  2s  +  l(a  -  .)  -1(,  +  ,)  =  2V/X  + 1(0  ^^y). 
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']']3,  Prenons  maintenant  une  fonction  quelconque  affectiée 
du  radical  \/{j4  -|-  Bjc  +  Cx^).  Apres  aToir  dégagé  jf  de  soi 
coefficient  C,  en  multipliant  et  divisant  par  ^C,  il  se  présente 
deux  cas>  suivant  que  x*  est  positif  ou  négatif  (^). 

I*'    CAS.  Si  Ton  a  |/(a  +  frx  +  x»),  on  fora  (**) 

V/(a  -^bx  +  X*)  =  a  di  r  ;     d'où    a  +  bxssz^dt  air, 

V/(a  +  i:c  +  x«)  =  ^d=x  =  ^^^-, 

ainsi  tout  est  devenu  rationnel  dans  la  fonction  proposée. 
En  prenant;  par  ex. ,  les  signes  inférieurs,  on  trouve 

/L_^_j_- r-^==l(.,  +  fc)  +  const 
J  {/{a+bx+x^)      J  nz-^-b        ^       1     -^  • 

=  [\c{x+  {b  +  \/a  +  bx+ccf^\ 
Donc  aussi 

do? 


h 


=  \[c{x+  V^x*  ih  a»)]. 


Pour  intégrer  dj'  =  da:  V'(^*+^*)  >  ^^  ^^^^ 

|/(a*  +  ^)  ^=  *  —  ^>     d'où     dj'  =  zix  —  xdr; 


(*)  JT désignant  une  fonction  rationnelle  de  x,  on  a  à  intégrer 

ces  denx  expresiîoni  se  traitent  comme  il  ebt  dit  ci-après.  On  pourrait  même 
ramener  la  a*  à  la  !'•,  en  maltipliant  et  divisant  par  le  radical  : 

X(  fl  +  ta:  tt  ar»  )djr 


d'où 


V^(a  •+'bx±L  x^) 


{**)  On  potii'rait  encore  faire  ici  le  radical  =xii:«  :  ce  qui  conduirait 


aux 


^-t—    fj9   ^^    «•    _a_    ij 

mêmes  valeurs  de  jr  ctdx;  le  radical  deviendrait  =         ,  ,  cl  wui 

serait  rendu  rationnel.  «  - 
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iisî,jr=— ïi:*+yi(ljf;  mettant  pour  dx  sa  valeur  (p.  878), 
lis  intégrant  y  on  a  fzdx  =  Jz'  +  5^*1^  î  enfin 

...  dx                                           dic 
Pour  dy=  — 7-- -,  ou  dyl/—  1  =  rTT-r ^»  o^^  ^ 

ais  x  =  cosy,  V/(^~"  i)  =  V^— i-sîny,  de  plus  c  =  o, 
lisque  x=i  doit  rendre  j'  nul  :  on  retrouve  donc  la  formule 
i-  591) 

:àzy\/ —  I  =l(cos^±:l/—  i.sinj^). 

7'74«  2i^  CAS.  Si  l'on  a  V/(a  +  ix — x*),  la  méthode  pré- 
denie  ne  peut  être  appliquée  sans  introduire  des  imaginaires; 
ais  remarquons  que  le  trinôme  a+6x  — x*  doit  avoir  ses 
cteurs  réels,  puisque  sans  cela  il  serait  négatif,  quel  que  fût 
(p.  5o).  Le  radical  étant  alors  imaginaire,  il  faudrait,  comme 
ms  l'exemple  précédent,  mettre  y/  —  i  en  facteur,  puisqu'on 
î  doit  pas  espérer  de  trouver  l'intégrale  réelle.  On  retombe- 
lit  alors  sur  le  cas  qu'on  vient  de  traiter.  Soient  donc  «  et  iS  les 
2UX  racines  réelles  de  x*  -—  ix—  a  =  o;  on  fera 


V/(a  +  ij?  — a?*)  =  v/(^— *)  (i8  —  x)  =  (x— «>. 

arrant  et  supprimant  le  facteur  commun  x  —  «,  on  a..«. 
— x=r(x — •)z*  ;  X  et  dx  sont  donc  rationnels. 
C'est  ainsi  qu'on  trouve 

De  même  pour  1  — ^^r ,  qa'on  sait  d'ailleurs  être  l'arc 

ont  le  sinaft  est  x,  on  fera  |/(i  — «')  =  (i  —  x)z',  d'oii 

*-?+i'    i^-^qri'  ^-^F+ô»' 


38o 
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OU        arc(8m  =  4r)  =  —  Î5r+a«arc|  taiig=t/f ]L 

Pour  ày  =  drv/(a"—  x*),  on  fait  ^/  =(a  —  x)z\  tfoù 

•^""(T+l^"  (i  +z*)'       (I  +  a')" 

j-  =  i*  v/a*— *^+  a* .  arc^tang  =  t/^^^^^  +  C. 

On  pourrait  appliquer  ce  procédé  au  i**^  cas^  lorsque  les 
racines  de  x* + ^^  +  ^  =  o  sont  réelles. 

7^5.  L'adresse  qu'on  acquiert  par  l'habitude  indique  ks 
transformations  les  plus  favorables.  Ainsi,  on  pourra  faire di»- 
paraître  le  second  terme  sous  le  radical  (n®  5o4)  ^  ce  qui  le 
mettra  sous  la /forme  v^(2i*±:a*),  ou  V/(a*ih«*),  en  sorte 
qu'on  aura  pour  termes  à  intégrer  {voy.  n®  781) 

a"dg  &"dg 

Dans  ce  dernier  cas ^  l'irrationnalité  disparaît  en  faisant... 
V/(a*  ±:  a*)  =  a — uz^  parce  que  le  carré  de  cette  équ.  est 
divisible  par  z\  d'où 


.a  = 


2az^ 


da  =  — aadM. 


K*d:  I 


^,         •     .  do?  -     .  —  dz  /.  • 

Cest  ainsi  que  ^(^^^_^,j   devient    ^(^._  ^,) .  en  &■ 

sant  x=.b  —  a  ;  l'intégrale  est  donc  (règle  VI) 


6*  +  arc  (008=  T  j  =  c  +  arcf  co8  =  — y — Y. 

On  aurait  pu  aussi  faire  la  transformation  précédente  >  qui  au- 
rait donné 

9.du  ,  ,  . 

=  c  —  2 .  arc  (tang  =  u). 


-/. 


z^*+  i 
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De  méme^  en  faisant  »  =  £  -«  a,  on  a 

,    adx  adz 

•^ ~î7(2a*  +  *•)  ~  1/(4*  — a"^' 

Téqu.de  la  Chaînette  (voy.  ma  Méc,  vP  91)  est  donc  (p.  378) 
jr  =  a\  {c[_x  +  a+  l/(2fl*  +  X*)]  }. 

Différentielles  binômes. 

796.  Proposons-nous  d'intégrer  Kx^Ax^a  +  bx*y ,  niy  n,  p 
étant  quelconques,  entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  néga- 

I 

tifs  (*);   on   supposera  z=ia  +  bx^\  d'oi  x=z(-^^^y  : 

ékrant  les  deux  membres  à  la  puissance  7/t  +  1 9  et  différen- 
ciant, il  viendra 

m-t- I 

m-f- 1  ' 

n.b    "" 

Kx'^Axia  +  iar")P  = ^^^  (a  —  a)     *»  .  «f'dz. 

Qaand  l'exposant  de  2— a  est  entier,  on  sait  intégrer  la  fonction. 

^i =  I ,  on  doit  intécrer  tPazi  si 1  est  positif 

n  °  n  ^ 

et  :=  A,  on  a  une  suite  de  monômes,  en  développant  (js — <i)^zJ^iz'j 

enfin,  si i  est  négatif,  on  a  une  fraction  rationnelle. 

n 

^OQc  toutes  les  fois  que  f  exposant  de  x  liors  du  binôme  j  aug* 


{*)  On  poarraic  rendre  aisément  m  et  n  entiers  parle  proce'dë  (n*  7^3;. 

\'\m\  x^àx\a-h  hx*J  j  en  faisant  x=zz^  devient  6z7dz  (fl-f-fo*)P.  Mais 
^etlc  transformation  n'est  nullement  nécessaire  pour  ce  qni  va  être  dit. 
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mente  de  un,  est  dit^isible  par  celui  de  s  c&m#  le  bmome,n 
sait  intégrer  la  fonction.  ' 

777.  Ce  cas  n'est  pas  le  seul  oh  Poa  sache  intégrer;  en  dm- 
sant  le  binôme  proposé  par  «*  et  multipliant  hors  du  blnone 
par  «"' ,  on  a 

Kx^^^^f^b  +  ojT'^yàx. 

OVf  en  reproduisant  ici  le  théorème  précédent,  il  est  clair  que 
cette  expression  sera  intégrable  pourvu  qu'on  ait 

— — ^- ,     ou  plutôt r  P  =  entier. 

Ainsi  >  lorsque  la  condition  indiquée  précédemment  ne  sera  pas 

remplie ,  on  ajoutera  p  au  résultat  fractionnaire  obtenu } 

et,  si  la  somme  est  entière,  la  fonction  sera  intégrabU  par 
cette  voie. 

778.  Nous  ferons  remarquer  que  si  p  est  fractionnaire  (et  ce 
cas  est  le  plus  important ,  puisque  sans  cela  on  n'aurait  à  in- 
tégrer qu'une  suite  de  monômes) ,  en  supposant  que  q  soit  le 
dénominateur  de /> ,  il  sera  plus  facile  de  faire  le  calcul,  en 
faisant  a  +  i«"= js*. 

On  demande,  par  ex.,  d'intégrer  jt~*dar(a"-|- «^)"^; 

est  ici  —  j;  mais  si  l'on  ajoute  —  | ,  la  somme  est  —  2  ;  pour 

intégrer  il  faut  donc  multiplier  et  diviser  par  (x^)^^  ou  *"^,et 

Ton  a  jt"7djc (  i  +  ax"^) 

)     ;   puis  é!e- 

Tant  à  la  puissance  —  6 ,  et  différenciant ,  on  trouve  x^is'} 
d'où 5(1  —  z^^)dz,  dont  l'intégrale  est 

€1' 


_,0 

,— 3\    3 


2rt*a?V/(«^  +  a)*' 


k 
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De    même  x^d*(a*-}-**)^    deviendra     |d«(a^ — «'^'')>    ^n 
lisant  a'+x*  =  a'  ;  on  en  conclura  pour  l'intégrale  de  la  pro- 

Mée,  ^  l/C^^H-  xy  (4r«—  3a^)+c.  On  a  aussi 


fi 


— -  =/--^d*('  +*"*^"'  =Ï7(TT^-)  +  ^• 


779.  Lorsque  /^  conditions  d*iniégrabilitè  ne  sont  pas  rem- 
Lies,  on  cherche  à  faire  dépendre  l'intégrale  demandée  d'une 
itre  qui  soit  plus  facile  à  obtenir;  c'est  ce  qu'on  fait  à  l'aide 
3  l'intégration  par  parties  {voy,  p.  371).  En  faisant  toujours 
^=a+bx*  j  et  supposant  d'abord  z  constant,  nous  aurons 

fx'^dx.zP  = ^ ^.fzP-'x'^-^'dzi 

ITÏ  -f-  I  Tîl  +  I 

oà     /x»cI*.»'='^-T'- ^^fx-'+'dx.tl'-'...  (i), 

m  ^"  I       Tn  "fr"  I 

cause  de         «  =  a  +  bx^     et    dis  =  nbx^'^^dx» 
[aïs  2lP=zP-\zz=i  zT-^a  +  ix»)  ; 

onc 

fx'^Ax .  7^  =  a/ar^da? .  «?-'  +  i/a''-'ar"»-^-»d* . . .   (2). 

galant  les  valeurs  (i)  et  (2),  on  trouve 

C/iH-i  +np)fzP-' .*'"+«da=:ar'"+V-a(/?H-i)A^"'.«"dx...  (3). 

ihangeons  />  —  i  en p  y  et  m  '^■'n  en  m ,  nous  aurons 

b{jn  +  I  +  np)  ^    ^ 

In  mettant  pour  le  dernier  terme  de  l'équation  (2)  sa  valeur 
ne  donne  (3) ,  on  obtient 

fx^dx.zP  =  — IL    PJ      °^     —...  (5); 

tqaation  où  l'on  a  2  =  a  +  ftx". 

780.  Voici  l'usage  de  ces  diverses  formules. 

1".  L'équation  (-^)  fait  dépendre  l'intégrale yi^dx.js?  de 


584  CALCUL   INTÉGRAL. 

y^m— a^Pdx  :  elle  sert  à  diminuer  l^ exposant  de  x  hors  du  bi- 
nôme de  n  unités  par  une  i''  opération;  puis  celui-ci  de  n^  pai 
une  2* ,  etc.  \  en  sorte  que  l'intégrale  proposée  dépendra  ii 
/x"^'"«Pdx,  i  étant  un  nombre  entier  positif. 

7^,  La  formule  (B)  sert  au  contraire  à  diminuer  l^ exposant  i^ 
du  binôme  z,dei,2,3...£  unités. 

3°.  En  résolvant  les  équ.  (^A)  et  (5)  ,  par  rapport  au  terme  i 
intégrer  dans  le  ^^  membre ,  on  obtient  ^  en  changeant  m— /> 
en  m  dans  {A) ,  etp  —  i  en  p  dans  (^)  , 

r  mj        »      -'X''"^'z!^'  +  (m+np+n+i)fx^dx.zP-*-'       ,-.. 

anip  +  i) 

Ces  formules  servent  au  contraire  à  augmenter  les  exposansdef 
hors  du  binôme  z,  et  celui  du  binôme,  ce  qui  est  utile  lorsque 
l'un  ou  l'autre  est  négatif. 

4^.  On  pourra  donc  déterminer  d'avance  la  loi  des  exposans 
de  x  dans  le  résultat  d'une  intégration  proposée.  Ainsi ,  il  sera 
facile  de  prévoir  cette  forme. 

On  évitera  donc,  si  l'on  veut,  l'usage  assez  pénible  de  nos 
formules,  en  égalant  les  difiPérentielles  de  ces  quantités ,  coni' 
parant  ensuite  terme  à  terme ,  comme  dans  la  méthode  des 
coeffîciens  indéterminés  (n®  77 1  ) ,  ce  qui  fera  connaître  A,  B,  C, 

781 .  Nous  donnerons  ici  un  procédé  d'intégration  qui  est  re- 
marquable par  sa  simplicité  et  par  les  nombreuses  circonstances 
oh  il  peut  être  appliqué. 

Différencions  la  fonction  x"""'  V/(i — x*)  ;  nous  aurons 

A[x--'i/ii-x^)]=in^i)x'^S/(i^x-)dx—-^^j 

multiplions  et  divisons  le  1*'  terme  de  cette  différentielle  [wr 
4/(1  —X*) ,  il  viendra 


Â 
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dfx»- V(«  —  -^  )]  =  0*  —  0  -j; 7^ 77 r  ; 

enfin,  intégrant  et  transposant,  on  a 

J  V/(i-x*)~""  I*  »  J  1/(1— x») "  "   ^^' 

En  appliquant  le  même  genre  de  calcul  à  x""'*^/(a7*  ±:  i), 
on  tronye 

Ces  formules  servent  à  intégrer  toute  fonction  affectée  du  ra- 
dical ^{A  +  Bx  +  Cx*) ,  puisqu'on  peut  la  ramener  à  la 


z'^àz  z'dz 


Tisant  haut  et  bas  par  a,  de  changer  ensuite  le  radical  en  \/{  i  dix*) 
ou  ^/(ap*ifc  i).  Or ,  les  expressions  E  et  F  serviront  à  faire  dé- 
pendre, en  dernière  analyse,  l'înt^rale  cherchée  de 

/xdx               r      xdx 
■     ,   ,   .^    ^  ou  I  —r: :r.  ' . .  si  71  est  impair, 

/dx               r        àx  .  . 
7-r-T-— r-  OU  /  -7-7 "TT  ....    SI  7»  CSt  pair. 
V/(x*=fci)     Jl/(i— X»)                      ^ 

Les  deux  i'"  rentrent  dans  la  règle  IV  (p.  87 1  )  -,  la  3'  a  été 
donnée  (n*  773)  ;  la  4"  est  Parc  (sin  =s  x). 
Par  exemple ,  on  a 

/i/(i— X*)  ^^  ^^    ' 


/■1 

/; 
fi 


x*dr  X 


= .  V/i — x*  +  îarc(8in  =  x)  +  c, 


V/(i— X*)  2 

1/  (I— X*)  3         '^  ^ 

x^dx  2r*+3      ./ -r  ,3 

|/(i— X»)  ^ g— .xV/i-x*  +  8arc(sin=rx)  +  c. 


2. 


25 


/ 
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Maïs  ici  ou  ne  peut  pas  pousser  plus  loîu  le  calcul,  parce  qi 
faudrait  ci-dessus  faire  n -=  i ,  ce  qui  donnerait  Tinfini,!; 
gage  dont  l'Algèbre  se  sert  pour  indiquer  qu'il  y  a  absurd 

L'intégrale  / a  long-^temps  exercé  les  analystes,  ell 

est  forcé  de  la  regarder  comme  une  transcendante  d'une  esp 
particulière,  qui  ne  peut  dépendre  des  arcs  de  cercle,  ni  des 
garithmes.  A  défaut  de  méthode  rigoureuse ,  on  emploie  ks 
ries  (p.  177) 

a*        I        ,  Pa  Va 

Multipliant  par  do;  et  intégrant  chaque  terme ,  il  vient 
—  =  la;  -f.  a;  la  -( H  ^ 5  -f-  ...  +  c. 

f  2.2  0a2«0 

786.  Si  n  était  fractionnaire  ,  l'une  ou  l'autre  des  méthc 
précédentes  servirait  à  réduire  l'exposant  de  x  à  être  com] 
entre  o  et  i  ou  —  i ,  et  le  développement  en  série  (n*"  706, 8 
servirait  ensuite  k  donner  ,  par  approximation  ,  l'intég 
cherchée. 

Tout  ce  qu'on  a  dit  ici  peut  également  s'appliquera  sa'i 
lorsque  z  est  une  fonction  quelconque  algébrique  de  x. 

Des  Fonctions  logarithmiques. 

787. Proposons-nous  d'intégrer  zdx.V^x,  z  étant  une  fonc 
quelconque  algébrique  de  x. 

Si  n  est  entier  et  positifs  on  intégrera  par  parties,  en  re 
dant  d'abord  Vx  comme  constant  ;  il  viendra 

fzdxl'^x  =  Vxfzdx  —  /i/(  1»-' x.  —fzdx) , 

et  comme  fzdx  est  supposée  connue  par  les  principes  a 
rieurs ,  on  voit  que  l'intégration  proposée  est  réduite  à  < 
d'une  fonction  de  même  forme,  où  l'exposant  du  logaritl 
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t  moindre.  Le  même  caloul  appliqué  à  celle-ci ,  et  de  proche- 
i  proche  aux  suÎTantes ,  achèvera  l'intégration. 
Ainsi  y  pour  x^\''x.dXj  on  a 


x"+»  ,.  n 


fx^dx.Vxz=  — —  Vx —-flV-'x.x^dx) 

m-f-i-  ifi+i 

J?**"*"*  71  —  I 

.  ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  résultats  successifs ,  on* 
•oiivera 

788.  Mais  ai  n  ««^  entier  et  nêgcUifj  on  verra ,  comme  pré-^ 
^demment  (n®  785)>  que  pour  faire  croître  au  contraire  l'ex- 
osant  du  logarithme ,  il  faut  prendre  d'abord  z  copstant  dans, 
intégration  par  parties  de  ^da:l"x.  Gomme 


/ 


dx  .  l"-*^>j? 


X  7i  +  I  ' 

dx 
n  partagera  sdx.l'^x  en  ces  deux  facteurs  sx  X  —  •  ^'x^ 


'où 


X 

J    rx        — 7»+i  n  —  !''•■.  ^     '•* 

)rmule  qui  remplit  visiblement  le  but  qu'on  veut  atteindre. 
faiSj  pour  mieux  voir  la  nature  des  obstacles  qu'on  rencontre, 
ppliquons  ceci  k 

"Fx"  ~  (/»  _  I  )  [«-«x  '^  TT^  1 J  V^  ' 

pérant  de  même  sur  ce  dernier  terme,  etc.,  puis  réunissant  ces 
ivers  résultats^  on  aura 

/:x"*dx j;m-np     ,  m+i        I 

"F x"  ~  ~  ^T  Li"""-c  "^  ^mri  •  l«-»x 


Sqo  calcul  intégral. 

Nous  sommes  obligés  de  nous  arrêter  ici  j  car  nous  ne  pour- 
rions prendre  n  =  i ,  dans  notre  formule ,  sans  y  introduiie 
l'infini.  Mais  faisons 


Il  vient 


jp""*"*  =  z ,     d'où  (m+  i)x"da:  =  dz, 
x^dx       dz       e^du 


Ix  \z  u 


9 


en  posaal  U'=Bi«.  On  reproduit  donc. ici  la  fonction  du  (n^  785), 
qu'on  ne  sait  intégrer  que  par  les  séries. 

789.  Lorsque  n  est  fractionnaire  j^  soit  positif,  soit  négatif  > 
l'une  ou  l'autre  de  ces  formules  ramène  l'intégrale  de  zdx.l'dx 
à  celle  d'une  fonction  de  même  forme ,  n  étant  compris  entre 
I  et—  I .  Après  quoi  il  faut  recourir  au  déyéloppement  en  sé- 
ries (n***  7061^  800). 

Des  Fonctions  circulaires. 

790.  S'il  entre  des  arcs  dans  une  fonction ,  pour  l'intégrer ^ 
on  remarquera  que  la  différentielle  de  ces  arcs  est  algébrique, 
et  que  y  par  conséquent ,  si  l'on  pratique  l'intégration  par  pa^ 
ties,  en  regardant^  ces  arcs  d'abord  comme  constans  (V,  p.  371), 
la  fonction  proposée  en  sera  exempte.  Ainsi,  z  étant  une  fonc- 
tion de  X,  on  a 

fzdx ,  arc  (sin  =s  a:)  =  arc  (sin  =  oc)  fzdx  —  /  ■     *^ — jr. 

De  même  on  trouvera 

fzdx .  arc  (tang  =  x),  =  arc  (tang  =  x)  fzdx  —  /  — -~  -^' 

791.  Mais  lorsque  les  fonctions  renferment  des  lignes  trigo- 
nométriques  ^  il  y  a  plusieurs  manières  de  les  intégrer,  qui  of- 
frent tantôt  plus,  tantôt  moins  d'avantages.  Nous  allons  exposer 
les  principales. 

l"**  Méthode.  On  peut  toujours  ramener  ces  fonctions  aux 
différentielles  binômes  ;  en  faisant  sinx  ou  coso:  =  z. 
En  effet ,  soit 
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siiix  =  «,     co8X=l/(i— a*),      ^^—  r^7J~^y 

l'où  sin^x .  C08"a: .  do:  =  «""da .  k^C  i  —  «*)*"*. 

i^  Si  n  est  impair  y  le  radical  disparaît. 

2°.  Si  /i»  est  inipair,  la  i'*  condition  d'intégrabilité  (n°  776) 
3st  remplie,  puisque  Hm^  i)  est  entier. 

?".  Si  in  et  >i  sont  pairs ^  la  2*  condition  (n^  777)  est  satis« 
faite,  puisque  î  (y»  +  w)  est  entier. 

On  trouvera ,  par  exemple , 

fsm^x .  cos^x .  dx =yi*da(  i  —  s*)  =  5  sîn^x  —  f  sin^x + c , 

fÛv?X .  dx=  /  — ^r :t-^  = 5  €08  X  (3  —  cos*x)  +  c , 

/..  ,      ,         /*    «y«               sin^x4-|sinx             ,    i.3x   , 
/5in+x.dx=/  -77 -r-= 7^ .cosxH y  +  c, 

J  v/(i— s*)  4  ^  2.4  ^ 

I      .  .    . 

792.  ]P  Méthode,  U  suit  du  n®  682 ,  que 

/dx . cos irjT  =  -  sin itx  +  c ,  /Hj? .  sin  kx=: —  -  cos kx  +  c. 

Or,  on  a  appris  (p.  190)  à  développer  toute  puissance  de  sinx 
et  cos  X  en  séries  9  suivant  les  multiples  de  l'arc  x;  on  aura  donc 
3  intégrer  une  suite  de  termes  de  la  forme  ci-  dessus. 
Par  exemple, 

fcos^x .âx  =  /\yq  cosSx  +  7^  cosSjp  + 1  cosj;)djr 
=  j^  sin  5*  +  ^  sîn  3x  -f- 1  sin'x  +  c. 

On  emploie  souvent  cette  méthode,  parce  qu'il  est  plus  facile 
l'obtenir  les  solutions  numériques ,  quand  on  préfère  les  sinus 
-'t  cosinus  des  multiples  des  arcs  aux  puissances  de  ces  lignes. 

793.  m*  Méthode.  Les  formules  (/C ,  n**  Sge)  serviront  aussi  k 
traduire  en  exponentielles  les  sinus,  cosinus. . . .,  ce  qui  ramè- 
nera l'intégrale  de  ceux-ci  à  celle  des  premières  (n®  783). 

794.  La  IV*  Méthode  consiste  dans  l'intégration  par  partie^. 
Cummc  —  d.t  sîn  jc  est  la  différentielle  <le  cos  jt,  décomposons  le 
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produit  sin"** .  coe"* •  dx,  en  d:i; .  sin « .  cos"jf  X  sîn"*^**  *,  le  i*'  fac- 


cos""^** 


leur  ayant  pour  intégrale  — r ,  on  obtient 


sin'"'"*x      _,.     .  m — 1 


/djcsin^xcoê'^sr ; cos""*''a:-4 — ; — Yèo«"'*'*xsin"*"*jp.dj. 

7»  +  I  72+  I 

Mettons  pour  cos""*^* ,  sa  Taleur  cos"* .  cos'jf ,  ou  cob'^x{  i— «ia*s); 
transposant,  il  Tient 

/.,     .                             8in"»-»Jt.co8"+»jr    .    m — i   -,  ... 

/tbrsin^x.cos'xci: ; H  — -—  Alx.«n"»-*a:.coê»x.. ..(/)• 

En  opérant,  par  rapport  au  cosinus,  de  la  même  manière 
que  nous  venons  de  le  faire  pour  le  sinus ,  on  çiura 

^.  sin'H-»  jrco8»-*x     ,    n  —  i  /.,      .  ,ir> 

fax  sin"»jr.coi'»jr  =  — — ^_—  -^  — ■ —  fdx.nn''^x.co»*-*x. .  ..(A;. 

m -f- /i  m-t-zi 

Ces  formules  abaissent  l'exposant  du  sinus  ou  du  cosinns; 
leur  usage  combiné  et  successif  donne  l'intégrale  lorsque  m  et 
n  sont  entiers  et  positifs.  Par  exemple,  on  a 

fdx  sin^*cos*x  =  -^  ^  sin'x  cos^o;  -f-  ifàx  sin  x  cos'  x, 
•     fdx  sin  :wx)8*a:  =      ^r  sin*x  cos  x  +  ^fdx  sin  x  ; 

or ,  ce  dernier  terme  = —  ^  cos  x  +  c  ;  réunissant  ces  direrse» 
parties ,  on  a 

/d*sin^.xcos*ar=cosx( — ^sin*jccos*ar4"iî:sin** — 1^)+^' 

•y  96.  Mais  si  m  ou  72  est  négatif,  ces  formules  exigent  quelque 
modification.  La  i'*  donne,  en  cbangeant  tî  en  —  71, 

/darsin^ir sin^-'^r m — i    rdjrsin'""*^         ^. 
cos"*               (tîi— 7i)cos'*'''j:      771 — nj       cos"* 

qui  fera, comme  on  voit,  dépendre  l'intégrale  cherchée  de  celle 

-    d^sinj:  dx  ,  ^  •         •  •      i>nnP 

tle ou  r- ,  selon  que  m  est  impair  ou  pair.  L  une 

cos»*  cos»*'  ^  r  r 

de  ces  intégrales  s'obtient  en  faisant  cos  a:  =  is ,  ce  qui  donne 

_  /  —  z=: , r ;  Vautre  va  être  donnée  (n®  706)- 

J  z"        {n—  i)cos»-'x*  ^       '^ 

J. a  seconde  de  nos  formules,  en  faisant  n   négatif,  et  résol- 
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infc  par  rapport  au  dernier  terme,  puis  changeant  n  en  n»-2y 
>iine 

cos"«  {ri — i)cos"'"'jf  n — \   J     cos""^* 

'intégrale  demandée  se  ramène  donc  a  celle  de  àx%\xï^x  y  ou 

rLy  siTi^^jc 

,   selon  que  n  est  pair  ou  impair.  La  i'*  va  être 

cos*  ^ 

onnée,  la  2'  l'est  par  la  forn^ule  (/). 

796.  Si  Ton  fait  nou  m  nul  dans  les  équ.  /  et  /^ ,  on  a 

/•  •  m    j        — cosx.8in"*""'x       m — i  ^j     . 

y  sm"*x.dr  = 1 / d*  sm  "*  *« , 

m  m 

^      „    j         sîn  X  .  cos""*  X  ,   n  —  1  ^ ,         __a 
jcos^x.dx  z=z 1 Ji\x  cos"   *  X  , 

langeant  dans  ces  équ.  m  en  -^m+^y  ^^  fii^  — 71+2 ,  on  trouve 

/dx    —  cos  X  7»  —  2  ^    dx 

sin^'x  ""  (to  —  i)  sin^^^'x       m  —  ij  sin"»""**' 

/dx    sin  X*            _i  '*  ""  ^  /*     ^^ 
C08"X         (  /l  —  I  )  COS^—'X         7»  IJ    COS"'~*x' 

u  lieu  de  déduire  ainsi  toutes  ces  formules  des  deux  équ. 

et  /iC,  on  pourrait  les  trouver  directement.  Il  suffirait  pour 

sla  de  réfléchir  à  la  nature  de  l'intégration  par  parties  ;  et  au 

ut  qu'on  s'y  doit  proposer. 

On  pourrait  encore  intégrer  d'une  autre  manière  les  frac- 

cos"**.djF    ^  sin"*j:.djif  , 

ions  — 7-^ —  et ;; —  ;  car  la  première ,  par  ex. ,  si  m 

sin"*  cos"ar  '^  ?  r  » 

...       ^,    (i — 8În*«)*d*      .,    1 
st  pair    et  =  2/1,  équivaut  a    r-j — ' ;    développant 

I  — sin^^r)^,  on  a  une  suite  de  termes  de  la  forme  sin^jr.d^r. 
li  m  est  impair  et  =  2A  -f- 1  ^  on  a 

cos*^j: . cos  x.dx (i  —  «*)*d« 

sin"*  «"         ' 

m  faisant  sinx  =  2. 

797.  Pour  le  cas  où  les  exposans  du  sinus  et  du  cosinus  sont 


3g4  CALCUL   INTÉGRAL^ 

à  laibbiiégaiifsy  en  multipliant  ie:Dumérateur  par  cos*x-(-sln'x, 
on  a 


r       àx         _r         i\x  r c 

J  8in*"x.co8";ip  .   J  sin"*""*j? . cos"«      J  sxvl^x  , 


co8""*jr 


On  parvient  donc  à  des  fractions  dégagées  de  sînj;  ou  de  «osa. 
Si  m  =.71,  comme  sîn  x  cos  a:  =  ^  sîn  2x ,  en  faisant  2x  =  z, 
la  fraction  proposée  se  change  en 

J  008*0?. sm*x  Jsm*4 

798.  Nous  intégrerons  à  part  cinq  fonctions  circulaires,  soit 
parce  qu'elles  offrent  des  calculs  plus  simples ,  soit  parce  que 
nos  formules  y  ramènent  toutes  les  autres.     " 

i'*.  Soit  -z ;  en  faisant  cos  x  =  2 ,  on  a ;,  fractioa 

sm  j;  1  —  a* 

rationnelle  {p.  373);  d'où 


J  sin  a 


sin  X  *  i  -j-cosa:* 

I  -^— cos  j: 


(l,  comme  (n®  35g)  tang*ix  = ,  on  a 

1  *y"  oos  **» 
ràx  ^C\/(\  —  COSX)         ,        ^  , 

I  «- —  =1  .JL2 — J.  =  1 .  c  tang  \  X. 

J  sin  X  |/(ï  +  COS  x)  °  * 

r 

?.".  Un  calcul  semblable;  en  faisant  smxz=z,  donne 

/'dr         ,ci/(i+8inx)       ,      ^        ,,w     ,    ,    ^ 
cosx  {/{i — smo;)  "^^ 

uJ?    cos  ÛC 

3'^.  Pour  — il — -î^,  comme  le  numérateur  est  la  diflferentielle 
sm  j; 

du  dénominateur  (règle  IIÏ ,  p.  370), on  a 

/dxcosx        r  àx  ^j         .  1/     •      N 

— ; -=.  I =  fax . cot  x  =  Hc  sin  x). 
sm  X         J  tanç  x 

4".  On  a  de  même 

/dr  sin  .r        ^ ,      ^                  T  dx         ,      c 
s=  /dx . tang  X  =  ;  -7—  ^=  1 r- 
cos  X                                    J  cot  X         cos  X 
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\  En  ajoutant  ces  deux  dernières  formules,  on  trouve 


û 


^^        =l^:!l2f=l(Ctang,). 


SIU  X  COS  X  COS  X 

7onstantes  arbitraires.  Intégration  par  séries. 

^.  Soit  P  l'intégrale  d'une  fonctioil' zdx  de  x,  ou....* 
=  zdx]  et  c  la  constante  arbitraire  qu'on  doit  ajouter  pour 
lie  soit  la  plus  générale  possible  (n^  768) ,  on  a 

fzdx  =  P  -f  c. 

t  qu'il  ne  s'agit  que  d'un  calcul,  c  reste  quelconque;  mais 
:|u'on  veut  appliquer  cette  intégrale  à  une  question  déter- 
ée,  la  constante  c  cesse  d'être  arbitraire ,  et  doit  satisfaire 
3s  ' conditions  prescrites.  Si,  par  ex.,  on  demandé  l'aire 
P^=*(fîg.  22),  comprise  entre  les  ordonnées  BCy  PM  y 
t  la  position  répond  aux  abscisses  a  ei  h^  comme  (n^  728) 
=  yàx ,  on  a  ^  =  fjràx  =  P  +  c.  Or,  l'aire  P  +  c,  com- 
içant  lorsque  j:  =  -^C  =  a,  t  doit  être  nul  lorsqu'on  fera 
=  a  dans  P-hc,  ou  ^  +  c  =  o,  A  étant  la  valeur  que 
ad  la  fonction  de  x  désignée  par  P,  lorsque  j;=a;  on  tire 
là  c  =  —  ^  ,  d'où  l'aire  t:=  P  —  -^.  Il  restera  ensuite  à 
tre  b  pour  x ,  et  l'aire  sera  renfermée  dans  les  lîtnites  près* 
es. 

In  général,  pour  déterminer  la  constante  arbitraire,  d'après 
.auditions  de  la  question,  on  cbercbera  quelle  valeur  i  doit 
odre  l'intégrale  /=P+c  lorsque  .r=:c,  savoir  y  it=>^+c, 

c=ik  —  A,     et     ^  =  P  +  ir— ^, 

s  qu'il  soit,  camme  on  voit,  nécessaire  de  connaître  Vori- 
€  de  l* intégrale j  c.-à-d.  sans  savoir  pour'  quelle  valeur  a  de 
iWe  est  nulle. 

Toute  intégrale  dont  l'origine  n'est  pas  iixée,  se  nomme  In- 
finie; elle  n'est  Complète  que  quand  elle  renferme  une  cons- 
nle  arbitraire.  Lorsque  les  limites  a  et  &  sont  données,  on  a 
^P  —  A  en  vertu  de  la  i*"®  ;  mettant  pour  x  la  2*  limite  h. 
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il  Tient  t=sB  — A,  pour  la  valeur  absolue  numérique  et  cons- 
tante de  t=.fyàx  :  c'est  ce  qu'on  nomme  une  Intégrale  difinie^ 
AeX.  B  étant  les  râleurs  que  prend  P  lorsque  jr  =:  a  et  h.  £n 
remarquant  la  forme  de  cette  expression ,  il  est  visible  que  pour 
l'obtenir,  il  suffit  Ae  faire  x  =  a  ^/x  =  b  dans  f  intégrale  in- 
définie P  ^  et  de  retrancher  le  premier  résultat  du  second.  Tout 
ceci  s'éclaircira  bientôt. 

M.  Fourier  a  imaginé  une  notation  fort  commode  pour  dési- 
gner les  intégrales  définies;  on  affecte  le  signe  f  d'int^ration 
de  deux  indices,  l'un  inférieur  qui  se  rapporte  à  1p  i**  limite 

de  l'intégrale,  l'autre  supérieur  pour  la  a*  limite.  /      indique 

une  intégrale  prise  depuis  x=a,  jusqu'à  x:=^b,  Cest  ainsi  que 

sin  xiix=  i ,  parce  que  l'intégrale  — cos*  derîent  —  i  eto 


/ 


aux 


deux   limites.  L'expression    /        indique   que   l'intégrale 

commence  à  x^sa^et  s'étend  jusqu'à  une  valeur  indéfinie  de  la 
variable  x. 

80Q.  Lorsqu'une  fonction  proposée  n'est  pas  susceptible  d'une 
intégration  exacte,  on  a  recours  aux  approximations.  Ains», 
pour  trouver  /idjf ,  on  développera  z  en  série,  suivant pes  puis- 
sances ascendantes  ou  descendantes  de  x  (n®  706)  ;  puis  multi- 
])Iiant  cbaque  terme  par  âx,  on  l'intégrera.  Nous  n'en  donne- 
rons que  deux  exemples. 

1".  Soit  /-  ;  cette  intégrale  est  arc  (tang  =  x).  En  dé- 

veloppant (i  +  ar*)""*,  on  a  (p.  28) 

^     =dar(i  —  x*  +  a:*  —  ar^ +...)» 


d'où         arc(tang  =  ji;)  =  x — ^x'  +  gX^  —  7*'... 

P        dx 
2°.  Pour  /  —7 rr  =  arc  (sin  =:  jc) ,  on  développe 


\ 
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ar*   .    i.3ar* 


(,-jf«)     •=,+-.+  -!_...     (p.  ,6)j  d'où 

«3  3ar^  3. 5. «7 

arc  (sin  =:«)  =  jt  H 5  -j 7-=  ^ 7-7? h»  •  • 

^  '  2,3       2.4.5       2.4-0.7 

On  n'a  pas  ajouté  de  constante,  parce  qu'on  suppose  que  l'arc 
dont  îl  s'agit  ici  est  le  plus  petit  de  ceux  dont  x  est  le  sinus 
ou  la  tangente,  arc  qui  est  nul  quand  le  sin.  et  la  tang.  le  sont. 
La  i""*  de  ces  formules  a  seryi  (n**  5g i)  à  trouver  le  rapport  w 
de  la  circonférence  au  diamètre;  on  peut  employer  la  2*  au 
même  usage,  car  le  tiers  du  quadrans  ayant  {  pour  sinus ^  ru 
faisant  j?  =:^^on  a 

I  1    .        I         ,        1.3        ,  1.3.5 


6         2      2.3.2^      2.4.5.2^       2.4.6.7.2^ 
Du  reste ,  la  loi  de  ces  séries  suit  du  calcul  même. 

801.  Pour  qu'une  série  soit  de  quelque  usage  dans  les  appli- 
cations numériques,  il  faut  qu'elle  converge  (p.  19)  ;  il  est  donc 
convenable  d'avoir  divers  procédés  pour  effectuer  ces  sortes 
d'intégrations.  La  suivante  est  due  à  Jean  fiernoulli. 

Faisons  h= — x  dans  la  formule  de  Taylor;  comme/far — x) 
oafoy  est  ce  que  devient  y  ou  fx  lorsque  xr=^Oyfo  est  une 
constante  h\  donc 

Or ,  la  dérivée  y  de  y  étant  donnée ,  l'intégration  consiste  à 
trouver  y\  soit/kLr  l'intégrale  cherchée,  «  "=-y ,  z  z=zy" , . . , 
et  l'on  trouve 

j=yidaf  =  è  +  «p  —  î«'**+  k^"^ — •  •  • 

Il  suit  de  ce  qu'on  a  vu  (n°  701),  qu'on  peut  obtenir  des  li- 
mites de  la  somme  des  termes  négligés. 

/*  d* 
-  =  1  (a  4-  Jf)  > 
tt  ^^  X 


on  a 


'  a  +  «'  (a  +  *)*'  («  +  *) 
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l(a  +  *)  =  la  + 


N-.+ 


802.  La  formule  de  Taylor  donne  aussi  pour  z  =  fx , 

/{x  +  A)  — /*  =  «A  +  i.'A«+  è»'*»  . . , 

d'oi    y(4f  +  6  —  «)—>=«(6—a)  +  i«'(*  — «)•+•. 

en  faùant  h=sb  —  a.  Si  l'on  prend  ensuite  x  =  a,  ce  qui 
change  z ,  z',  z'. . .  en  des  constantes  A ,  A',  A". . . ,  on  obtient 

fb^fa=zA{b  —  d)+^A\b-ay-\-^A\b^a)\..; 

c'est  l'intégrale /ici*  entre  les  limites  a;  =  a  et  x  =  ^  (n"  799). 
Mais  ponr  que  cette  série  soit  applicable ,  il  faut  que  celle  de 
Taylor  ne  soit  pas  fautiTC.  On  examinera  donc  la  marche  de 
la  fonction  z  depuis  j:=a  jusqu'à  x=Zr ,  afin  de  reconnaître 
si  elle  devient  infinie ,  pour  de  certaines  valeurs  intermédiaires 
de  cette  variable  x. 

On  pourra  faire  converger  la  série  autant  qu'où  voudra;  car, 
partageant  l'intervalle  b  —  a  en  n  parties  égales  ij  en  sorte 
que  b  —  a^^zniy  on  prendra  d'abord  l'intigrale  entre  les  limites 
a  et  a'\'i,  c-à-d.  qu'on  mettra  ci-dessus  a+  £  pour  h  De 
même  on  prendra  l'intégrale  depuis  a  +  i  jusqu'à  a +  2»;  en- 
suite depuis  cette  quantité  jusqu'à  a  +  3£. . . 

On  fera  donc  successivement 

X  =  a ,  ce  qui  changera  «,  a',  «" ... ,  en  -^ ,  A',  A", . . 

x  =  a  +  i B,  B\B\.. 

x  =  a  +  2J C,  Cy  C... 

etc.  ; 

d'oh     /(a+   0  — /«  =Ai+iA'i-+iA"i'+.,., 

f^a  +  !ii)-f{a+    £)  =  Bi+^,B'i^+^B''P+..., 
f[a  +  3f)  ~  f{a  +  ii)  =  Ci+\  Ci^  +  \  Ci'  +.- 

f(^a  +  ni)  —f[a+  {n—i)i]  =  M,+  1  IkTi^  +  IM"P+.- 

803.  Lia  somme  de  ces  équations  est 
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f{a  +  ni)  ~fa  =fb  -^fa  =r/zdx  = 

telle  est  l'intégrale  de  fzàx  entre  les  limites  àe  a  ii  b.  Si  Ton 
prend  i  assez  petit  poar  se  borner  au  seul  i*'  terme,  on  a 

/adjp=^i+  Bi"\'  Ci. .  .  +  Miy 

série  dont  les  divers  termes  sont  les  valeurs  que  prend  succes- 
sivement la  fonction  zdx ,  lorsqu'on  fait  x  égal  à  a ,  a  +  i^ 
a  -f  2^. . .  C'est  pour  cela  que  dans  la  méthode  infinitésimale  on 
regarde  l'intégrale  comme  la  Somme  d'un  nombre  infini  d'élé- 
mens,  qui  senties  valeurs  consécutives  que  prend  la  fonction 
lorsqu'on  fait  passer  la  variable  par  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires entre  ses  limites  ;  c'est  ce  qui  s'éclaircira  par  la  suite 
(n«  8o6,  2°.) . 

Consultez  sur  les  approximations  des  intégrales  définies  un 
beau  Mémoire  de  M.  Poisson  ,  inséré  parmi  ceux  de  l'Institut, 
1826.  M.  Cauchy  a  aussi  écrit  sur  le  même  sujet,  et  en  a  fait 
des  applications  à  des  questions  de  Géométrie  et  de  Mécanique 
très  curieuses.  La  TJiéorie  de  la  chaleur ^  par  M.  Fourier,  ren- 
ferme un  grand  nombre  de  questions  qui  se  rapportent  aux  in- 
tégrales définies. 

804.  Nous  ne  dirons  rien  des  intégrations  du  2*,  3*.;.'  ordre 
des  fonctions  d'une  seule  variable,  puisqu'elles  rentrent  dans  ce 
qu'on  a  exposé.  Il  y  a  alors,  2,  3. . . .  constantes  arbitraires. 
(Foy.  n«83i.) 

Par  exemple,  pour  /  /  /  àj,  »^^  '  ^"  intégrera  une  pre- 
mière fois;  et  comme  la  fraction  proposée  se  décompose  (p.  i64) 


2a*djp  àx 


^"  (x* 4- ay  ~  x^-^-a-'^^  "^"^^  ^^  première  donne  (n<>  771) 
-r-: — r  +  /  ^-T"; — i  +  ^  ,  il    reste  à  intégrer  de   nouveau 

xû.x 

+  cdx.  On  a  donc 


x*  +  a' 


fp 


t 
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Des  Quadratures  et  Rectifications. 

8o5.  L'aire  /  d'une  courbe  plane  (n*  728)  est  =/yd*,  et  il 
s'agit  d'intégrer  cette  expression  entre  les  limites  conTenaUes; 
c'est  pour  cela  qu'on  a  donné  le  nom  de  Méthode  des  quadiif 
tures  aux  procédés  qui  nous  ont  occupés  jusqu'ici ,  par  lesqods 
on  obtient  l'intégrale  des  fonctions  d'une  seule  variable.  En 
Toici  divers  exemples. 

I.  Pour  la  parabole  AM  (fig.  5i),  y*  =  2px'f  donc 

j  3 

t  =  fVi.'^P)  'X^àx  —  ^  V/(2p) .  «r»  +  c  =  5  a:>^  +  c. 

Quand  l'aire  doit  partir  du  sommet  ji ,  x^=o  donne  ^=0, 
ainsi  c  est  nul  ;  donc  l'aire  MAMf  d'un  segment  de  parcMe  at 
les  deux  tiers  du  rectangle  circonscrit  M'N'NM. 

Si  l'aire  est  comprise  entre  BC  et  PM,  en  faisant  ABz=,a^ 
BC=ib=:i^(2pa)yt  est  nul  lorsque  x^i^za,  d'oit  c.=-^jai, 
puis  *  =  f  (jxy  —  ab).  L'aire  CCMM  est  les  deux  tiers  de  ia 
différence  des  rectangles  iV'ilf  et  D*  C. 

Pour  les  paraboles  de  tous  les  degrés  y"»=ûwp",  on  a  ^=  '— ^• 

Toutes  ces  courbes  sont  donc  carrables. 

n.  Pour  l'hyperbole  équilatère  MN  (fig.  52)  entre  ses  asymp- 
totes Axy  AjTy  on  a  j^  =  /re'  (n°  4*8);  donc 

t=fj'dx=m'',  I  -^=m^]x  +  c', 

l'aire  t  ne  peut  être  prise  depuis  l'axe  -^,  parce  que  «  =  0  don- 
nerait t=  o  et  c= —  7/t*  1  o  =  00.  Mais  si  l'aire  doit  commencer 
à  l'ordonnée  BC  qui  passe  par  le  sommet  C,  comme  AB^^ 

(b?  4*8),  on  a  c  =  —  m^lm,  d'où  t=m''l  — .    On  voit  donc  :. 

m 

que  si  m=.i  y  on  a  ^=ljir  :  chaque  aire  prise  à  partir  ^BC,  |^ 

est  donc  le  logarithme  népérien  de  l'abscisse. 

Lorsque  l'angle  des  asymptotes  est  et,  l'aire  est  (p.  Say)» 

^   ,                     /'sin  etdx         -  .  ,  r       Ik 

t^=3jydx .  sin  «  =   /  ,  en  faisant  m:=s  i  ;  donc  /=Log'^  ■  ^ 
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irenant  pour  système  de  log.  celui  dont  le  module  est 
=  sin  «  (n®  678).  Si  l'angle  «  est  droit,  M-=z  i,  on  retombe 
le  i**"  cas,  et  l'on  obtient  les  log.  népériens  ;  mais  on  voit 
n  faisant  varier  Fangle  <t  des  asymptotes,  on  peut  obtenir 

les  systèmes  pour  lesquels  M<^i.  Ainsi,  lorsque  la  base 
[o ,  on  a  iR/  =  o ,434^9  44^'9)  l'^i^gle  qui  a  ce  nombre  pour 
s,  le  rayon  étant  un,  est  ct  =  25°  44'  2^*» 4?  •  ^^^  ^st  l'angle 

doivent  former  les  asymptotes  d'une  hyperbole  dont  la 
isance  est  un ,  pour  que  chaque  aire  soit  le  log.  tabulaire  de 
abscisse.  On  voit  par  là  que  c'est  très  improprement  qu'on 
t  donné  la  dénomination  de  Logarithmes  hyperboliques  au^ 

népériens,  puisque  tous  les  systèmes  de  log.  trouvent  leurs 
résentations  dans  les  aires  de  diverses  hyperboles. 
I.  Pour  le  cercle  ^'ss  a*  —  «%  Torigine  étant  au  cenlre  C 
.  53) ,  on  a 

nultipliant  et  divisant  par  V^(a* — x*).  Or,  ce  dernier  terme 

facile  à  intégrer  par  parties,  puisque  — ^ est  la  diffé- 

Lielle  de  — V/(a'  —  J?*);  donc 


Substituons  et  transposons  t,  nous  aurons 

is  la  formule  d«*  =:  d**  +  dj**  appliquée  à  notre  cercle, 

,         adx  adx  ,  ,, 

me  ds=  =  — 77-r rr  ;    donc,  en  prenant  l'arc  s 

y  V/(«  —  «) 

18  les  mêmes  limites  que  l'int^rale  proposée ,  on  a  enfin 
=  4  *j'+  i  ««  +  c.  Soient  CA = h  ,  AB  =  h  :  doublons  et 
^rons  depuis  x=:a  jusqu'à  «  =  6,  pour  obtenir  l'aire  du 
j;ment  BOB'\  nous  aurons  (n®  793)^0 X arc -5 O-fî' — bk  :  puis 
autant  le  triangle  CBB'y  il  vient 

a.  a6 


J 
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le  secteur  CB  OB' =s  i  CO  x:  arc  BOB' 

IV.  Pour  l'ellipse  (fig.  53)  ^=  -  {/{a*  —  *'), 


-n 


l/(a' 


-^)d.  =  îx. 


S  déaignant  la  pu:tie  de  l'aire  du  cercle  circoDSCrît  < 
prise  entre  les  ordonnées  limites.  Les  aires  f  et  z  soi 
le  rapport  constant  de  A  &  a.  Ainsi,  taire  du  cercl 
de  l'ellipse  j  ou  l'aire  d'un  «egment  de  cercle  tti 
segment  dt  telUp»e  ilucriU  qui  est  termMiie  pat 
Ordonnées,  comrru  U  grand  axe  est  au  petit; 
l'aiie  du  ceicle  circonscrit  est  *a',  celle  de  l'oll 
e^t  ^ah. 

V.  Pour  la  cyclo'ûle  FMA  (fig.  s3),  mcttous  l*or 
el  io\lFS—x,  SM=y,  nous  aurons  (n°  7^3,  VI 


d^ 


Vfe)- 


=fyAx=f\/{:iry~~ 


cette  intégrale  est  l'aire  de  la  portion  FKN  du  cei 
leur;  donc  l'aire  F^^J/= /'XEF=  >r*.  Coran 
AE^Tir,  le  rectangle  yE-=-i-jrr^,  d'où  AFE'=. 
AFA'  de  la  cycloîde  entière  eet  triple  de  celU  di 
ne  rate  ur. 

VI.  La  mcthoile  de  Simpson  pour  évaluer  les  a> 
^nfA^^/iinespar  approsimation,  mérite  d'être  expos 
bord  clierchoas  celle  d'un  petit  segment  CEM  C6g 
courbe  quelconque  rapportée  aux  axes  Ax,  Ay,  e 
a.  l'angle  MC/I  [armé  par  la  corde  CM  a\ec  A.v.  A 
entre  les  ordonnées  CB,  PM ,  menons  l'ordonnée 
pouvons  très  sensiblement  regarder  l'arc  CEM  oc 
parabole  dont  le  sommet  L  répond  au  i 
■de;  l'aire  est  donc  CEMI=^  \  CM.LI;  or  I 
rectangles  LEI,  WCff  donnent  LI=EI  coa  «,  CM= 
d'où  CEMI=^ErxCH. 
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Cela  posé  ,  faisons  BK  =  KF=zh,  CE  =y\  KE  z=,f , 
^Jf  =^*,  l'aire  CBPM  se  compose 

du  trapèze  CBPM  =h{y' +f),  et  de  CEMÏ—\h.El, 

rEI^zEK  —  IG—GK^'^iiy'^y'  —  y"),  àcauseque 
G  =  i  MH  :  partant,  le  segment  CEMI=s  *-  h  (2y  "— y^-y*) ,  e t 

la  petite  aire  CEMPB  =  §  A  (  i  /  +  2 j'"  +  i  jk" )• 

Supposons  que  l'aire  plane  qu'on  veut  évaluer  soit  limitée 
itéralement  par  deux  parallèles ,  et  qu'on  a  pris  l'axe  Ax 
erpend.  à  ces  droites,  comme  on  le  voit  fig.  i38,  pi.  YI  du 
*'  Tolume.  On  mènera  une  suite  de  lignes  parallèles  à  celles-ci 
t  équi distantes ,  qui  couperont  Taire  proposée  en  parties  dont 
éraluation  sera  donnée  par  notre  formule,  h  étant  la  dis* 
mce  commune 'de  ces  parallèles,  et  y, jr",j'*'.,.  leurs  longueurs 
sspectives.  £n  sorte  que  pour  les  aires  suivantes  prises  2  à  2 , 
n  aura 

I  A ( ijy-  +  2y"  +  ïf) ,     ïK\y  +  2J'"4- h'") ,  etc.; 

joutant, 

raîre  totale=§  A(i  /+2y'+y'»+  2^'^+j^^+2y^\..^y''). 

On  voit  donc  qu'aprt*  apoir  coupé  l'aire  proposée  par  une 
uiie  de  parallèles  en  nombre  impair j  menées  à  égale  distance  L^ 
n  fera  deux  sommes  -j  fune  des  lignes  de  rang  pair  quon 
^oubleraj  l'autre  de  celles  de  rang  impair;  on  retranchera  de 
%  somme  totale  la  moitié  des  lignes  extrêmes j  et  l'on  multipliera 
3  reste  par  |  h  :  le  produit  sera  d'autant  plus  approché  de  l'aire 
»roposée,  que  les  parallèles  seront  plus  voisines,  ou  que  h  &era 
ilus  petit.  Tel  est  le  théorème  de  Simpson. 

806.  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 

1**.  Si  l'aire  test  comprise  entre  les  branches  BM,  DKj  d'une 
nteie  courbe  (fig.  55),  ou  entre  deux  courbes  différentes  don- 
lées ,  en  nommant  Y  z=.Fxy  y  '=-fx ,  les  ordonnées  PM^  PE , 
m  a 
£CPM=zfYdx,  DCPEzzrfydx,  d'oii  BDEM=f{Y^yy\x. 

2».  Selon  la  méthode  infinitésimale   (n*»*  762,  8o3)  l'aire 

26 . 
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t  peut  être  considérée  comme  la  somme  de  rectangles  tels  que 
m  (%.  55),  dont  dx  et  dy  sont  les  côtés;  dxd{x  est  donc 
réiément  de  l'aire  t,  et  il  s'agit  d'int^rer  entre  les  limites 
convenables. 

Pareillement ,  concevons  que  dans  le  cercle  C  (  fig.  54)  od 
ait  pris  un  élément  m  en  un  lieu  quelconque;  sa  distance  an 
centre ,  ou  Cm  =  r,  et  Tangle  mCx  =  S  en  fixent  la  position. 
Uairede  l'élément  peut  être  représentée  par  dr,d9,  dont  Tinté- 
grale  relative  à  è  est  Sdr  :  en  la  prenant  depuis  S  s=  o  jusqa'î 
l=2«'r,  on  a  l'aire  d'une  couronne  circulaire  =2srrdr,  dont 
l'épaisseur  dr  est  infiniment  petite.  L'intégrale  est  «-r*;  prise 
depuis  le  centre  6^  où  r  =  o,  jusqu'à  la  circonférence  B  où 
r=  jR  =  le  rayon  du  cercle  >  on  a  wR^  pour  l'aire  du  cerclet 

3°.  Quand  l'aire  sera  renfermée  entre  deux  courbes  BM,  J)E 
(fig.  55),  dont  on  a  les  équ.   Y=zFx,  yz=fx,  on  int^rera 
l'élément  m  =  dydx  depuis  PE  jusqu'à  PUîy  c.-k-d.  que  yès 
devenant  (K— j^)dx,  sera  une  fonction  connue  de  or,  représen- 
tant l'élément  ME  compris  entre  deux  ordonnées  infiniment 
voisines.  Il  restera  à  intégrer  relativement  à  x  entre  les  limites 
AC,  AP\  et  si  l'aire  est  comprise  dans  le  contour  d'une  courbe 
fermée,  on  intégrera  {Y—y)dx  depuis  la  moindre  valeur  de* 
jusqu'à  la  plus  grande.  Lorsque  l'aire  est  renfermée  entre  quatre 
branches  de  courbes,   telles  que  BM y  Bl  ^  IK y  KM,  il  est 
facile  de  la  partager  par  des  droites  parallèles  aux  axes,  en 
parties  qu'on  sache  évaluer  séparément  d'après  les  principes 
précédens. 

Les  paraboles  op^wsées  AF,  Af  (  Cg.  59)  ont  pour  équ. 
y»=:ihîi/>jp;  intégrons  Vêlement  m=>dxdy  relativement  à  x, 

de  M'  en  A/,  c.-à-d.  depuis  —  -—  jusqu'à  4"  *^;  xdy  donne 

~ — ^  pour  l'aire  de  la  tranche  MM'.  Intégrant  de  nouveau  de 
P 

y3 

A  en  Cy  ou  depuis  ^=0,  l'aire  F'AFCserai  ^  ou^xy- 

4".  L'ordonnée  y  de  la  courbe  ne  doit  pas  devenir  infime 
entre  les  limites  de  l'aire  (n*  802). 


V 
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5*.  L'élément  yâx  change  de  signe  avec  y  ou  x,  d'où  il  suit 
que  l'aire  devient  négative  lorsque  x  on  y  sont  de  signes  con- 
traires. 

Lorsque  la  courbe  coupe  l'axe  des  x  entre  les  limites  de 
l'aire  y  il  faut  chercher  chacune  des  deux  parties  et  ajouter, 
parce  que  l'une  est  positive  et  l'autre  négative ,  et  que  la  somme 
demandée  doit  être  obtenue  sans  avoir  égard  à  ce  dernier  signe. 

Par  ex.,  la  courbe  KACD  (lîg.  56)  a  pour  équ.  y'==^x — a:', 
AK  ==-^/|=:  I  )  Torigine  est  en  A.  L'aire  /  =  Ja;* — \x^'\-c\ 
si  elle  doit  commencer  au  point  B  pour  lequel  AB  '=i\/ ^ ,  on 
trouve  c  =  —  j^\  d'où  /=^jc*  —  \x^  —  ~:  et  si  l'aire  doit 
être  terminée  en  ED^  où  AEz=i\/^ ,  on  trouve  /=o ,  ce  qui  in- 
dique seulement  que  les  aires  BCI^  lED  sont  égales  et  de  signes 
contraires.  En  effet,  on  voit  aisément  que  BCJ:=:-^r=:  —  DIE, 
De  même,  l'aire  prise  depuis K  jusqu'en  /  est  nulle,  parce  que 
ACI  =  ^  =  —  KOA. 

807.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  (n**  729), 
r'  =  -5(jpy' — y)  ,  qui   sert  à  trouver  l'ajre  r  comprise  entre 
deux  rayons  vecteurs,  cherchons  l'aire  CMO  (flg.  53)  dans 

l'ellipse  ODO';  on  a  ay4-iV=a=^>%  y  =  —  ^,   d'où 

Comme  l'aire  r  est  comptée  depuis  un  rayon  fixe,  tel  que  CO, 
jusqu'au  rayon  CM ,  le  signe  —  provient  de  ce  que  x  décroît 
quand  r  croît  (n**  702). 

Mais  la  formule  (n**  727)  des  rectifications,  appliquée  au  cercle 
dont   le   rayon  est  a  ,  donne  pour  longueur  de  son  arc  *, 

Qcix 

^~~r77^rir^*'  ^'^^  dT=iid5,  et  Tz=z^bs,  en  prenant 

l'arc  8  entre  les  mêmes  limites  que  r,  xt=iCO  et  x-=:CA, 
Quand  b  =  ay  on  a  ^z=las\  ainsi,  le  secteur  circulaire 
JBCO  =  i  CO  X  arc  ^O ,  et 

le  secteur  elliptique  MCO  p=  J  ^»  X  arc  BO  =  -  X  OCB. 

a 
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Pour  l'Iijperbole  il/iV  (fig.  5a) ,  on  a  xy=m*f  d'oi  r=— ^ 
et  dr=i — yàx>  »■= — fyàxi  donc  le  secteur  quelconque  hj- 
lîcrbolique  CAM=  CBPM, 

808.  Lorsque  les  coordonnées  sont  polaires  (fig.  25),  on  a 
(li^  729)  y  dr  =  ^r'd9.  Ainsi,  dans  la  spirale  d'Archimède  F 

(11°  47^)>  ^^  2»"r=a9,  on  trouve  r:=  -  fé^àr^  -  •  •=■+«. 

l'our  l'aire  j40I  formée  par  une  révolution  entière  du  rayon 
vecteur  jéMj  il  faut  prendre  l'int^rale  depuis  r=o  jasqaà 
r=a.  On  obtient  A0I=^7Fà^z=:le  tiers  du  cercle  dont  le 
rajon  est  jil. 

Remarquons  que  pour  pouvoir  étendre  l'intégrale  au-delà 
de  9  =  36o**,  il  faut  avoir  égard  à  ce  que  cette  2'  aire  contient 
celle  qu'on  vient  d'obtenir,  comme  (n^  806,  5®.}. 

809.  Donnons  quelques  exemples  de  la  formule  (r.®  727) 
des  rectifications,  s  =/^{dx^  +  dy^). 

I.  Pour  la  parabole ,  y^  =  2px  donne 

ydy=pdx,    s=:J^^^Qy-+p-). 
Cette  intégrale  est  (n**  773,  p.  878) 

■ 

*  =  «^  +  ^  V(p*+y)  +  ipny  +  V(p^ + y')]. 

Si  l'arc  s  commence  en  A  (fig.  5 1) ,  ^  =  o  donne  «  =  0  :  on 
en  tire  c  =  —  ip^p'»  donc 

II.  Pour  la  seconde  parabole  cubique  y^=ax:*,  on  a 

En  général ,  y  =  ax""  représente  toutes  les  paraboles  ou  les 
hyperboles,  suivant  que  n  est  une  fraction  positive  ou  néga- 
tive :  on  obtient  s=:fdx[/{i  +/2'aV~^).  Toutes  les  fo^s 


8' 
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(Q**jy6)  que  1(71—1)   est  exactement  contenu  dans  i  ,  ou 

que  —, :  -f-  ft  ^^  entier^  on  aura  l'arc  s  sous  forme  finie. 

2{n—i) 

m.  Pour  le  cercle ,  suivant  que  l'origine  est  au  centre  ou  à 
Feitrémité  du  diamètre,  on  a  j^*=r*— ar%  ou  y^'=z!irx — **. 

Dans  ces  deux  cas ,  il  vient  s=  j  .  En  mettant  pour  y  sa 

faleur  en  x,  on  voit  que  l'intégration  ne  peut  s'effectuer  que 
par  séries  (q°  800) ,  ou  par  des  arcs  de  cercle ,  ce  qui  ramène 
ta  question  au  poînt  d'où  l'on  est  parti. 

IV.  Pour  l'ellipse ,  a*^*+6*a;*=a*6»  donne 

en  faisant  a^=:V/(a* — i*);  e  désigne  le  rapport  de  rexccnlrî- 
cité  au  demi-grand  axe.  On  ne  peut  intégrer  cette  expression 
que  par  une  série  \  mais  il  faudra  disposer  le  calcul  de  manière 
à  la  rendi*e  convergente.  Ainsi  on  pourra  développer  (n®  Sfi&,\\) , 

Ou  bien  on  fera  l'arc  OB  (fig  53)  du  cercle  circonscrit  =  0, 

dx 
d'où         CA  =  X  =  a  cos  •  et  -77-7 :r  =  —  dô , 

puis  5  =  —  a/dfl  V^(  I  —  e*cos^ô) . 

On  aura  à  intégrer  une  suite  de  termes  de  la  forme  A  cos*'"0 .  dd 
(n®  796)  ;  par  là  l'arc  OM  dépendra ,  à  l'aide  d'une  série ,  de 
l'arc  correspondant  O^  du  cercle  circonscrit. 
La  rectification  de  Vhyperbole  offre  un  calcul  semblable. 

V.  Dans  la  cycloïde  (fig.  aS),  l'origine  étant  en  if^,  on  a 
(n»  723,  VI) 

On  n'ajoute  pas  de   constante,  lorsque  l'arc  s  commence 
en  F.  Or  VC?.^-)  =  KP\  donc  FM  =  2  fois  la  corde  KF. 

810.   Si  les  coordonnées   sont   polaires    (n**  72g),  on  a 
d5=:  V''0'*dG*+dr').  Ainsi  ^  la  spirale  d'ArchimèdC;  ou  aw/'rra^ 
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donne  .  =^211^  ^  (  ^  +  ,.  ). 

£n  comparant  cette  expression  à  celle  de  l'arc  de  parabole,  on 
voit  que  les  longueurs  des  arcs  de  ces  courbes  sont  égales,  lors- 
que r  est  l'ordonnée  de  la  parabole ,  et  -  le  paramètre. 

Pans  la  spirale  logarithmique  (n°  474)  >  ^  =  Ir  ;  on  trouve 
«  =  /yr 4/2  =  r  V^2  +  c  :  si  Farc  commence  au  pôle ,  c  =  0, 
et  l'on  a  «  =  r^a.  Ainsi ,  quoique  la  courbe  n'atteigne  ton 
pôle  qu'après  Un  nombre  infini  de  révolutions ,  l'arc  «  est  fini  et 
égal  à  la  diagonale  du  carré  construit  sur  le  rayon  vecteur  qui  le 
termine. 

Voyez  y  pour  les  courbes  à  double  courbure ,  ce  qu'on  a  dit 
11'*  75i. 

Des  aires  et  des  volumes  des  Corps. 

81 1.  Le  volume  p  et  l'aire  u  d'un  corps  de  révolution  autour 
de  Taxe  des  x  s'obtieunent  (n**  752)  en  intégrant 

if  =3  fipy*àXf     u  =:/2îryd«  =  f27Fy  ^/(dx*  +  dj*'). 

Voici  quelques  applications  de  ces  formules. 
I.  Pour  l'ellipse ,  en  recourant  à  la  valeur  de  ds  (jn?  809,  IV) , 
on  trouve 

La  i'*  donne  i^  =  tô*  f*^  ""  «TT  "f"  ^  )  •  si  le  sommet  est  une 

des  limites,  c-=:'--»^a.  Soit  donc  z  la  hauteur  du  segment  d'el- 

*7rb^z^ 
lipsoïde ,  ou  a;  s=  a  — •  2 ,  le  volume  =  ~o~T"  (  ^^  —  ^  )•  ^^^' 

l'ellipsoïde  entier,  «=  2a,  et  l'on  a  ^Tch^a.  Il  en  résulte  que,  i".  le 
volume  de  la  sphère  =  Iwa'';  2**.  rellipsoïdc  de  révolution  est  à 
la  sphère  circonscrite  I*  è*  \  a*;  3^  chacun  de  ces  corps  est  les 
I  du  cylindre  qui  lui  est  circonscrit  j  4°-  enfin  le  segraeutsphc- 
rique  =  *«*  («  -^  a  ^)» 


ÎL 
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L'intégrale  qui  entre  dans  la  Taleur  de  u  est  yisiblement  l'aire 
une  portion  de  cercle  concentrique  à  l'ellipse  comprise  entre 


a 


«  mêmçs  limites  que  l'arc  générateur,  et  dont  le  rayon  est  -• 

oit  z  cette  aire  facile  à  obtenir  ;  on  aura  u  i= . 

a 

S'il  s'agît  de  la  sphère,  on  a(n*8o9,  111),  d*  = ;d*oîi 

=:/29rrdx.  On  trouve  aisément  a^rz  pour  la  surface  de  la  ca- 
»tte  ou  de  la  zone  dont  z  est  la  hauteur  \  et  ^vf*  pour  Taire  de 
.  sphère  entière. 
IL  Pour  la  parabole  y^  =  2ax ,  on  trouve 

i>=/2Wax.  djf = îToa;*  H"  ^i 

l'origine  est  au  sommet,  c  =  o  et  0= —  a'.  On  a  donc  ainsi 
)  volume  et  l'aire  d'un  segment  de  paraboloïde  de  révolution. 
111.  Soit  j""*  =  ax^  y  on  en  tire 

/7i  -f-  2/i  m-i-^n 

e  calcul  se  rapporte  aux  paraboles  et  aux  hyperboles,  suivant 
ue  n  est  positif  ou  négatif. 

8 12.  Le  volume  /^et  l'aire  U  d'un  corps  sont  donnés  parles 
}rmules  (n**  7  54;  ' 

^oici  comment  on  doit  entendre  ces  doubles  intégrales.  Après 
voir  mis  pour  z,  pet  q  leurs  valeurs  en  or  et  enj^,  tirées  de 
équ.  de  la  surface  proposée  (n*  747) >  on  intégrera,  en  regar— 
ant  comme  constant  *  ou^  à  volonté,  suivant  que  l'une  of- 
l'ira  des  calculs  plus  simples  que  l'autre.  On  aura  ensuite  égard 
ux  limites  que  la  question  détermine. 

Par  ex. ,  si  l'aire  U,  qu'on  demande ,  doit  être  comprise  entre 
leus plans  parallèles  aux xzy  y^sia^  y  zzlB^  et  qu'on  ait  --^ 
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tégré  par  rapport  à^,  on  prendra  Fint^rale  entre  les limM 
aetb,  X  étant  regardé  comme  constant.  On  aura  ainsi  Imlr 
MB  (  fig-  49)  d'une  tranche  dont  l'épaisseur  est  infinimaftl  .^ 
petite  =djr,  terminée  aux  deux  plans  ME,  NB,  dont  il  ^tgiL" 
Cette  i**'  intégrale  sera  de  la  forme  çx.àx,  c.»à-d.  déliyréedeji 
mais  contenant  jr.  On  intégrera  de  nouTeau^relatiTementàsi 
depuis  la  plus  petite  jusqu'à  la  plus  grande  valeur  de  cette  n- 
riable,  et  l'on  aura  l'aire  demandée ,  qu'on  regarde  comme  II 
somme  d'une  série  infinie  de  tranches  semblables. 

Si  le  corps  est  terminé  latéralement  par  des  surfaces  cenrbeii 
on  devra  introduire ,  dans  la  i'*  intégrale,  des  fonctions  de S) 
pour  les  limites  de  j^ ,  en  opérant  d'une  manière  analogue  i 
n®  806.  Des  exemples  éclairciront  tout  ceci. 

Pour  la  sphère  (fig.  67) ,     **  +  J"*  +  «*  =  r*  ;  d'où 

z  z  z 

On  fera  d'abord  y  constant,  et  r*  — j^zzzA*  \  d'où 

Une  i'*  intégration  donne,  pour  l'une,  rdj.arcTsinrs-^  j.  Or, le 

plan  xy  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  Oy^  dont  l'équation  est 
*'*+J'*=''*>  et  dans  lequel  l'abscisse  AFz=: ±  ^/(r* — y^)=z±.À 
est  le  rayon  du  cercle  formé  par  le  plan  coupant  DmC,  Si  donc 
on  prend  cette  intégrale  depuis  a?  =  —  u^  jusqu'à  x=:  +  Ji 
on  aura  l'aire  infiniment  étroite  DmC  d'une  bande  parallèle 
aux  xz  f  et  tracée  sur  l'hémisphère  supéi*ieur. 

Faisant  donc  *  =  —  -^et«  =  +-<^  d^i^s  notre  arc  ci-dessus, 
pvia  retranchant  le  i^'  résultat  du  2%  nous  aurons  ^rdyf  parce 
que  l'arc  dont  le  sinus  =  1 ,  est  î  sr.  Intégrons  par  rapport  à  y  y 
qu'on  a  prise  pour  constante;  nous  aurons  xry  pour  2*  intégrale, 
et  les  limites  étant  —  r  eir,  qui  sont  la  plus  petite  et  la  plo^ 
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Sànde  valeur  dej',  VLTrr^  sera  l'aire  de  Phémisphère  supérieur. 
I)i8ons-eu  autant  pour  le  volume  ^(p.  385), 

/"V/t^*  —  * V*  =  5  *  V/(^' -- ^)  +  î  ^*  »c  (sîn  ==  5). 

menons  les  limites  —  /^  et  +  y^ ,  comme  ci-dessus;  le  i*'  terme 
aparait,  et  Ton  a  ^V^*.  Il  faut  donc  intégrer  de  nouveau 
t(r*--y*)dy,  qui  représente  le  volume  de  la  tranche  DmCE-^ 

Von  a  5  jr  (r*j^  —  ^y^) ,  qui  revient  à  ^=  J  «r^  entre  les  limites 
-  r  et  +  r.  C'est  le  volume  de  la  demi-sphère. 

L'élément  du  volume  ^est  dord^ds  :  on  intègre  d'abord  par 
ll^port  à  z  y  depuis  le  2  de  la  surface  inférieure ,  qui  limite  le 
irps  y  jusqu'au  z  de  la  surface  supérieure  :  ainsi ,  l'on  met  dans 
\xày  ces  deux  valeurs  de  z  en  fonction  de  ar  et  ^ ,  telles  qu'on 
s  tire  des  équ.  de  ces  deux  surfaces  :  on  a  ainsi  le  parallélépî- 
bde  compris  entre  elles,  et  élevé  sur  la  base  dordy.  On  intègre 
isuite  relativement  à  a;,  pour  former  la  somme  de  tous  les 
nsmes  qui  composent  une  tranche  dont  d^  est  Tépaisseur  ,  et 
ni  est  comprise  entre  deux  plans  parallèles  aux  :v;;. Supposons  que 

volume  ^soit  compris  dans  un  cylindre  iR/iV^  (fig.  58)  >  élevé 
ir  une  base  donnée  mngy  les  limites  de  cette  a*  intégrale  ré- 
iltent  d'une  section  quelconque  Pmrij  faite  dans  le  corps  par 
Q  plan  perpend,  aux  y  :  ainsi  l'on  prendra  l'intégrale  depuis 
=  Pm  jusqu'à  x  =  P/i,  valeurs  qu  on  tire  en  fonction  de  j* 
B  l'équ.  de  la  courbe  mfngy  base  de  notre  cylindre.  Soient 
^^fy  ^*  ^y  ^^^  valeurs  ;  on  les  mettra  successivement  pour  x 
ans  l'intégrale,  et  l'on  retranchera  les  résultats  l'un  de  l'autre.' 

ne  restera  plus  qu'à  intégrer  une  fonction  de  y ,  depuis  la 
loindre  valeur  AB  de  y  jusqu'à  la  plus  grande  AC^  valeurs 
a  on  tire  encore  de  l'équ.  de  la  hase  fng. 

Cherchons,  par  ex. ,  le  volume  du  cône  droit.  Prenons  son  axe 
our  celui  des  j' ,  et  le  sommet  pour  origine  :  l'équ.  est  (n**  62 1  ) 
y*  :=  z^  -i-  x^  y  l  étant  la  tang.  de  l'angle  formé  par  l'axe  et  les 
énératrices.  Or ,  zàxày  devient  'i-^il'^y'^  —  j:*)djcdj',  depuis  le  z 
iférieur  jusqu'fiu  supérieur,  puisque  s  =  zb  }/ (J^y"^  —  Jf*). 
^'intégrale  relative  à  a-  a  été  donnée  ci-dessus  et  p.  38o;  savoir, 
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Comme  en  faisant  is  =  o  ^  l'équ.  du  cône  donne  x  =  ±:  /^  pear 
les  limites  du  corps,  il  faut  changer  ici  xeu  —  ly  (ce  qui  donne 
séro) ,  puis  en  +  /y  [d'où  aly* .  arc  (tang.  =  oo)  =  srfy]  ;  ï 
Tient,  en  retranchant,  irl^y^ày,  qu'il  faut  intégrer  depuisj^^o, 
ou  le  sommet,  jusqu'à  y  =  hy  qui  répond  à  la  hase.  Donc  enfin  IL 
le  volume  du  cône  droit  est  ^irJ^h^ ,  ce  qui  revient  au  théorène  h. 
connu. 

De  môme ,  si  les  limites  de  l'aire  sont  déterminées  par  une 
courbe  FMNG  tracée  sur  la  surface  dont  il  s'agit,  on  chercher  l 
sa  projection  fg  sur  le  plan  af^  (n**  616),  qui  déterminera  nn 
cjlindre  droit ,  pour  lequel  on  raisonnera  précisément  de  li 
même  manière.  On  intégrera  donc  dxdy\/(i  +/>*  +  q*)  entre 
les  limites  ci-dessus  désignées. 

£n  Toici  un  exemple. 

Soient  tracées,  sur  le  plan  xy ,  les  deux  pai*aboles  égales  et 
opposées  F  JE,  F  JE'  (fig.  69),  donty  =  /«;,  j^*=:— w 
sont  les  équ.;  puis  la  parallèle  FE'  k  l'axe  des  x ,  JC  étant  =i. 
De  plus ,  concevons  un  cône  droit  à  base  circulaire ,  dont  le 
sommet  serait  à  l'origine  J ,  et  qui  aurait  pour  axe  celui  des  2» 
l'équ.  étant  z  =  k^/^x"^  +  J'*)*  C"^**  621).  On  demande  de  trou- 
ver l'aire  du  cône  comprise  dans  le  cylindre  droit  éleyé  sur 
JMFFM\  L'équ.  du  cône  donne 

l'élément  de  l'aire  du  cône  est  \/(i  +  h'^)àxày ,  sa  projection  est 
en  m.  L'intégrale  relative  à  x  est  ^/(i+/tj*)A:dy ,  qu'il  faut  pren- 
dre depuis  M' jusqu'en  71/,  et  l'on  aura  Paire  de  la  bande  infi' 
niment  étroite  qui  est  projetée  en  MlST,  Or  les  équ.  des  para- 
boles donnent ,  pour  les  abscisses  des  points  M'  et  A/,  limites  de 
l'intégrale, 

A  'X  % 


l 
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I 

Opérant  maintenant  pour  y  snr  cette  i*^*  int^ale,  il  yient 
•5^  V/(i  +it'),  qu'il  faut  prendre  de  A  en  C,  c.-à-d.  depuis 

/=  o  jusqu'à  y  =:z  b.  On  obtient ,  pour  l'aire  demandée, 

ai*    . 

.  L'application  de  ces  principes  à  la  recherche  des  centres  de 
grayité  et  des  momens  d'inertie  est  surtout  remarquable.  (^^. 
ma  Mécanique j  n®'  64  et  241*) 

IV.    INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS   ENTRE  DEUX  VARIABLES. 


Séparation  des  P^ariables;  Equations  homogènes. 

81 3.  Intégrons  les  équ.  du  i*''  ordre  entre  deux  variables. 
Soit  proposée  Péqu^  différentielle  Mdy  +  Nûx  =  o ,  qui  est 

du  i"  ordre  entre  les  deux  variables  x  et  y.  Il  est  clair  que  si 
elles  ne  sont  pas  mêlées ,  en  sorte  que  iKf  ne  contienne  pas  x ,  et 
que  N  soit  sans  j' ,  l'intégrale  de  l'équ.  sera  la  somme  des  inté- 
grales qu'on  trouvera  par  les  principes  antérieurs , 

fMày  +  /iVdjir= const. 

Il  en  sera  de  même  de  toute  équ.  dont  on  pourra  séparer  les 
variables.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  il/ est  fonction  de  x, 
et  N  de  y  seulement  ;  car ,  divisant  l'équation  par  ilfJV",  on  a 

dy    ,   dx 

C'est  ainsi  que       d*v/(i  -\ry*)  —  «dy  =  o 
donne  ^  =  y^^Ty)  5  d'oJi  (n»  773) 

iM=iCy+V(«+y)3,   et  «=jr  +  v/(i+y). 

814.  Si  M=XYy  A':^X,r,,  X  et  X,,  étant  des  fonctions 
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de  «,  Y  et  F, des  fonctions  de  j^ ,  on  a  -XI' dj'  +  ^^y^d»=o,  1^ 
qui  donne,  en  divisant  par  XY^, 

8f5,  La  séparation  des  Tarîables  est  encore  possible  dans  ht 
équ.  homogènes  (n°  822)  par  rapport  à  x  e\y.  Soit  .771  le  degré 
de  chaque  terme  Ay^a^ ,  ou  m  =  A  +  it  ;  en  divisant  l'éqa.  par 

x",  le  terme ./^)*a?*  devient  -^(-J  =  AJ" ^  en  faisant  j^  =  xs.  r 

On  voit  donc  que  M  et  N  deviendront  des  fonctions  de  s  seul, 
«n  sorte  que  si  l'on  divise  par  3f  l'équ,  Mày  4-  iVds=:o;  01 
aura  d j'  +  Zàx  =  o.  Mais  j' = xz  donne  ày  =  xds  -p  «d* ,  done 
ardz  +  («  +  ^)  <^*  =  ®  ;  d'o« 

d*    ,       ds  /^  di85 

I.  Prenons ,  pour  1  •'  ex. ,  {ax  +  èy)dj'  -{-  (/r  +  ^)<34f = 0. 
Divisons  par  ax  -f-  5^  ;  nous  trouverons 

équ.  facile  à  intégrer.' Il  faudra  ensuite  substituer  -  pour  2. 

X 

Gest  ainsi  que  ydy  +  (a:  +  ^J')daf  =  o ,  à  cause  de  a=  0, 

ôx    .  zàz 


ô=/=i,     g=7i,  donne  — +- 


s'+2a+  I 


=  o  ;  on  ajoute 


àz  au  namératenr  du  2*  terme ,  qui  devient  . — -—  ou 


àz 
i+z 


(I  +«)' 


.  On  a  donc  à  intégrer 


d'où 


àx  àz  àz 


Kcx)  +  Ki+z)+ 


o; 


1  4-  z 


=  o 


ou 


l,c(*  +  xz)  ^  ■— ,     ]c{x  +y)  +  ^^  =  o. 
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IL  Pour  ay^dy  +  («"»  +  by^)dx  =:  o ,  oa  a 

m.  Soit  xây  — yàx  =  d*  \/(x^  +  J'*)  7  posant  y  =:  xx^  et 
risant  par  j;^  on  trouye 

Qt  Tintégrale  (n°  778)  est  a:  =  c«  +  ^  V^(i  +  «*) ,  ou •: 

^zcy-^c  i/(jc*-hy^)f  qu'on  réduit  à  a:* =20^^+0%  en 
msposant  cy  et  élevant  au  carré. 

lY.  Quelle  est  la  courbe  dont  l'aire  BCMP  (Og.  5i)  est  égale 

cube  de  l'ordonnée  P3Ï,  qui  la  termine ,  divisé  par  l'abs- 

se^  et  cela  pour  chacun  de  ses  points  >  à  partir  d'une  or- 

nnéefixe^C?  Dej^'dx^:^,  on  tire,  en  dîfiPérenciant, 

■y  +  y)dr  =  SjcyMj';  faisant  j^  =  zjc,  on  trouve  (p.  872) 

'= ;,  d'oùa;*(i  —  2z')'  =  c,  puis  enGn 

I  '     '  22 

(a;«  —  2y»)3  =  cj?*. 

816.  Toute  équation  qu'on  pourra  rendre  homogëne  sera  donc 
tégrable.  Ainsi  pour 

Çax  +  6^+ c)  dy  +  {mx  +  ny  +/>)  djc  ==  o , 

ifait    ox  +  ij'+cs*,      wir  +  Tiy +/)  =  ^, 

oii       adx  +  bày = da         /redjc  -f-  ndj^  =  d*  ; 

-         mAz  —  adt       ,          bat  —  nàz 
lis        d  jr  =  — ,     dr  =  — 7 ; 

.  proposée  devient  homogëne  y 
ziy  +  tdx  =  o ,     ou    (mz  —  nt)  dz  +  (^^  —  ^«)  d^=s  o. 

ioand  m^  —  tui  =  o,  ce  calcul  cesse  d'être  possible,  mais  alors 

na       -  , 

*  =  rr->  et  la  proposée  est 

bcdy  -|-  bpdr  +  (ax  +  &y)  (èdj'  +  ndx)  =  o , 
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dont  on  sépare  les  yariables  en  labant  ox  -|-  ^  =  ^  *»  on  nb| 

au  —  adx 
titue  cette  valeur ,  et  qy  = r ,  etc. 

817.  Prenons  l'équation  linéaire  j  ou  du  1^  degré  en  jr, 

dy  +  Pyàx  =  Qdr, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x^  on  fera  y  =  zly  d*o&         1  r 

zdt  +  tdz  +  Pzidx  =  Qdx  ; 

et  f  comme  on  peut  disposer  à  volonté  de  l'une  des  indéteni*! 
nées  z  et  ù,  on  égalera  à  zéro  le  coefficient  de  z  ;  donc 

d/+P/dx  =  o,  tàz:=zQdx. 

La  première  donne  —  =  —  Pdx ,  d'où  U  =  —  fPdx  = — », 

et  comme  Pdx  ne  contient  pas^y  l'int^ale  u  de  Pdx  est  facile 
k  trouver.  On  a  donc 


en  faisant  la  constante  **  =  -^-  On  substitue  cette  valeur  dan* 
/da  =  Qdx,  et  l'on  a  Adz  =  Q^"dxj  d'où 

j4z  =/Qé;«dx  +  c. 

Q  et  i^  sont  des  fonctions  connues  de  x ,  et  l'intégrale /Q«'"' 

Ay 
étant  obtenue ,  on  remettra  pour  As  sa  valeur  -^  on  yt* ,  ^ 

qui  donnera  enfîn 

ye""  =/Qe"dx  +  c,     équ.  où  ^^  =/Pdx. 

11  suit  de  ce  calcul,  qu'il  est  inutile  d'ajouter  une  constante  a  > 
l'intégrale  fPdx  =  u. 

Soit,  par  exemple,  dy -i- ydx :=  ax^dx ;  on  a 

P=i,      Q  =  ax*,     7^=yPdx  =  x, 
/Qe«dx  =/ax3tf'dx  =  cre'  (x^  —  3x*  +  6x  —  6)  ; 
donc  j'=re~'4.a(x'' — 3r'  +  6r  —  6). 
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II*  l'équ.  (i  +  X*)  ày  — yxâx  =  adr ,  on  a 

\-^x^^      ^       i+x*'  Ji+OT*  K  V   -I-     y, 

e«  =  (  I  4-  x*)"«  (/^oy .  n*»  1 49 ,  1 2".)  ; 

.»dx==  C-fÈL-:=       ^  +  ,  (page  383),. 

}.  Traitons  enfin  Vèqu.  de  Kiccati,  ainsi  nommée  parce 
e  savant  s'en  est  le  premier  occupé  : 

dy  +  h^àiX  =  ax^&x  ; 
Si  /?»  ^  o ,  on  a  (p.  i63) 

dy      ^dx^     ^    (        ^  I  dy        V 

.  Qaand  1»  n'est  pas  nul,  on  pose  j*  =  Ir'^x"^  +  ax""',  et 
trouve 

x"d*  +  hz^àx  =  ax"*"+'4dr , 

sformée  homogène  si  7»  ■=  —  2 ,  et  qu'on  intègre  en  sépa-* 
les  variables ,  quand  ot  =  —  4- 
'.  Dans  tout  autre  cas,  soit  fait  «=f"',  x*"'*'^  =  a,  puis 


rrh  +  4       w  g  / 


2» 


77i   +   3'  71»  4-  3*  711  +   3' 

3ii  a  cette  équ.  semblable  \  la  proposée , 

d^  +  yeàu  =  dv^àu  \ 

ourra  donc  la  traiter  comme  ci-dessus ,  et  l'intégrer  lorsque 
'a — 2  ou  — 4* 

t  si  n  n'est  pas  —  2  ou  —  4  >  ^^  effectuant  une  transforma- 

semblable ,  et  continuant  de  proche  en  proche ,  selon  les 

les  procédés,  on  sera  ramené  à  des  équ.  de  mêmes  fonn^" 

2.  27 


4l8  CALCUL   INTÉGRAL. 

qae  la  proposée  y  ayant  pour  la  yariable,  dans  le  2'  membre, 

.  '«  +  4         '1  +  4      P+i| 

*in  exposant  successivement  =  —  — --^j —^  -"-Tî» 

^  711+3         n  +  3       p+3] 

c.-à-d.  que  cet  exposant  est 

m +  4  3i7i+8  5/71+  12  777» +  16 

771  +  3'  2/71-J-5'  3/71+7    '  4''*  +  9 

Que  l'une  de  ces  fractions  soit  nulle ,  ou — 2 ,  ou — 4>  lîntégrA 

sera  facile  à  trouver;  savoir,  77*=  — .         ,  s  étant  un  entier  qnel- 

'  2*  —  I  ^ 

conque  ,  positif^  ou  zéro. 

Si  Ton  eût  commencé  par  faire  jr  =  r"*,  jc*"*"*  =  s ,  Hansli 

proposée ,   le  même  calcul  aurait  conduit  à  trouver  que  Finté- 

sration  est  possible  lorsque  771=  ■  .  ■,     •  ;  ainsi  m  =  ■  .  ^-  ert 
"  "^  ^  2*  +  I  21  ±  I 

la  condition  d'intégrabilité  de  l'équ.  de  Riccati. 

Du  Facteur  propre  à  rendre  intégrable. 

819.  L'équ.  Mdy  +  Ndx  =  o  ne  résulte  pas  toujours  im- 
médiatement de  la  différenciation  d'une  équ.  f(^x,y)^o]CU 
on  a  pu  ,  après  ce  calcul,  multiplier  ou  diviser  toute  l'équ.par 
une  fonction  quelconque ,  ou  en  éliminer  une  constante  (n°68}) 
à  l'aide  def(^x,y)  =  o ,  ou  enfin  faire  telle  combinaison  qu'on 
voudra  de  ces  équ.  entre  elles.  L'équ.  proposée  peut  donc  ne  pas 
être  une  différentielle  exacte. 

En  général,  soit  u=f{x^y),  la  différentielle  étanjt, 

(lM  =  3/dy +  iVdji;,  la  relation  -. — r-  =-r — r-  devient  ici 
^  axoy      ayûx 

àM  _  àN 

dx  ^  dy  •••   ^'^- 

Ainsi ,  toutes  les  fois  que  Mdy  +  Ndx  est  une  différentielle 
exacte^  la  condition  (i)  doit  être  remplie*  JRéciproquemenij 
M  et'N  satisfont  à  la  condition  (i) ,  Mdy  +  Ndx  estuntdij^' 
rentielle  exacte  qu^il  sera  toujours  possible  d'intégrer. 
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Four  démontrer  cette  réciproque  «  intégrons  Mày  en  regar- 
dant s  constant  ,  et  soit  P  l'intégrale ,  fonction  connue  de  x  et  y , 

dp 
résultant  defMâyy  relatiye  a  y  seul,  ou  il/==  -5-;-.  Prenant  pour 

la  constante  arbitraire  une  quantité  X ,  qui  pourra  contenir  Xy 
nous  aurons  P  +  -^pour  l'intégrale  de  Mdy  relative  à  y.  Prou- 
voDsqne  P  -f-  Xest  l'intégrale  de  Mdy+Ndx,  quand  Téqu.  (1) 
a  lieu. 
La  différentielle  complète  de  P  -^  X  est 

^àx+^ày+àX    ou    ^dx+Mày  +  à:]gi 

I 

d'où  l'on  doit  conclure  que  P+X  sera  l'int^ale  de  Mdyj^Nàx 
Cqni  sera  par  conséquent  une  différentielle  exacte) ,  si  l'on  peut 
déterminer  X  de  sorte  que  ce  trinôme  soit  =  Mdy  +  Ndx,  ou 

Nàx=^dx  +  dX,     ou    dXz=ÇN'—^\dx...  {2). 

dP 
Or ,  en  différenciant  M  =  -j-  par  rapport  à  a? ,  on  trouye,  en 

vertu  de  la  condition  supposée  (i), 

dM_  d*P  _dN  djy        d'P  _ 

dx  """  dydo;        dy  ^  dy        dydx  "^     ' 

ou    o  =  d  (N j-  \  relative  à  y  ;    JV" —  -7—  est  donc  une 

fonction  de  07 ,  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

L'intégrale  cherchée  est  donc  P  +  X ,  P  étant  celle  de  Mdy 
par  rapport  à^  seul,  et  X  l'intégrale  de  la  fonction  de  x  donnée 
par  l'équ.  (2).  Nous  avons  donc  démontré  notre  réciproque  en 
même  temps  que  nous  avons  donné  un  procédé  d'intégration  de 
Mdy  +  Ndx. 

Il  est  inutile  de  dire  qu'on  peut  également  commencer  par  in- 
tégrer Ndx  y  y  étant  constant ,  et  compléter  l'intégrale  par  ttne 
fonction  y  de^,  etc..  On  préférera  celle  de  ces  deux  voies  qui 
facilitera  davantage  le  calcul. 

27.. 
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I.  Soit  proposé  d'intégrer  +  odr  +  ^byày,  oh 

t)ii  trouYC  P^sby^'j  aÎDSÎ  6y* +Xest  l'intégrale  cherchée,  pow- 1* 
que  la  condition  (  i)  est  remplie.  La  différentielle  de  fry^-f-Xn* 
latiye  à  Xy  comparée  &  iVdx,  donne  (p.  878} 

dX±=--4^?— rr+adx,  d'oiiX=aa:+Kcrx+i/(i+3:0]î 

doncy  on  a  by^-^ax  +  l.c[x4-  V{}  +^)]' 
IL  De  même  pour 

a{xàx+yAy)      yàx^^xày^ 

•2V=— — — +-J^. 

Après  avoir  reconnu  que  l'équ.  (i)  est  satisfaite^  on  intégrera 
Nàx  par  rapport  à  x  ;  on  trouvera 

aV/(**  +y)  +  arc  ^tang  r=  -)  +  F, 

en  désignant  par  Y  une  fonction  de  j^.  Différenciant  cette  ex- 
pression par  rapport  à  j^,  et  comparant  à  MAy  ,  on  aura 

dF=  Zby^Ayy  d'oi  F=  iy^  +  <^^  Ainsi  l'intégrale  est  obtenue 
complètement.  En  faisant  a  =  &  =  o,  on  trouve 

/^^î^  =  -c(tang  =  î)  +  o. 

•Cette  intégrale,  employée  par  M.  La  place  {Mécan,  cil, 
t.  I,  p.  6),  est  un  cas  particulier  de  la  précédente.  {Foy^ 
^  704). 

III.  On  trouvera  de  même 
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J  r*+ i/(*»+y)]V(*-+y)  ~   '^^  ^^  ^  -^  ^^' 

820.  Quand  iK/dy  +  Ndx  ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'in-» 
ftégrabilité,  on  peut  se  proposer  de  trouver  si^  en  multipliant 
cette  expression  par  une  fonction  2  de  jr  et  y  y  elle  pourrait  de- 
venir une  différentielle  exacte.  Mdy  +  Kdx=  o  résulte  de  Péli- 
mination  d'une  constante  entre  la  primitive  ^^(âp^j',  c)=bo,  et  sa 
différentielle  immédiate,  ^ettons  ces  équations  sous  la  forme 
y'+i^  =  o,  c=^  (.Xyy)  >  ce  qui  est  permis  ;  K  représente  une 
fonction  quelconque  de  x  et  y.  Ija  dérivée  de  c  =  Ç(x,y)  étant 

9'  =  Py  4-Q  =  o,  on  a  y +^=0;  et,  comme  la  cons- 
tante c  n'entre  plus  ici ,  cette  expression  (n^  687)  est  identique 
ai'ec^  +  A,  ou 

y+K  =  ^^'^  ^=:Ç,    on  a    <p'  =  P(y'+K); 

comme  ces  deux  membres  sont  identiques  y  et  que  ^'  est  une 
dériyée  exacte,  P{y'  +  A)  doit  également  en  être  une,  ce  qui 
prouve  qvL^ily  a  toujours  un  facteur  P  propre  à  rendre  intêgrable 
la  fonction  y'  -f-  K,  ainsi  que  toute  équation  différentielle  du. 
premier  ordre  entre  x  et  y. 

Cherchons  ce  facteur,  que  nous  représenterons  par  z, 
Mzdy  -f-  Nzdx  ne  peut  être  différentielle  exacte  qu'autant  que 

d{afz)      d{Nz)  (dM      dN\      ^àz       _.  da.        ,_, 

•m 

Cette  équ.  aux  différentielles  partielles  est  rarement  utile  à  cause 
de  la  difficulté  des  calculs  ;  mais  on  peut  en  tirer  quelques  pro- 
priétés remarquables. 

1**.  Si  l'intégrale  u  de  z{Mdy'-^Ndx)  était  connue ,  le  facteur 

4  serait  facile  à  trouver  ;  car  en  comparant   T"  ^*  4"  j~"  ^J" 

avec  z{Mdy  -f-  Ndx) ,  qui  lui  est  identique  ,  on  en  tirerait  aisé- 
ment s. 
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2®.  Multipliant  l'équ.  di^  =  z{Mây  +  Ndx)  par  une  fonc- 
tion quelconque  de  u ,  telle  que  çu,  nous  ayons 

^u.du==: z^u{Mdy  -)-  Ndx). 

Or ,  le  premier  membre  étant  une  différentielle  exacte ,  le 
deuxième,  qui  lui  est  identique i  doit  jouir  de  la  même  pro- 
priété ;  d'oii  il  suit  qu'il  y  a  une  infinité  de  facteurs  z .  Çu  propres 
à  rendra  int^rable  toute  fonction  de  a?  et  de  j^,  et  que  la  con- 
naissance de  Pun  d'entre  eux  z  suffît  pour  en  obtenir  un  nombre 
infini  d'autres  z.çu. 

3^.  Si  le  facteur  z  ne  contient  que  Tune  des  yariables  «ony, 
on  le  trouve  aisément;  car  soit  z  fonction  de  x  seul ,  l'équ.  (3} 
se  réduit  à 

dz_àx/dN_      dM\ 

T  —  3Ady  ~  dx)"'  ^^^' 

dz  dz     ,         ,  ,._, 

parce  que  -=—  =.  o ,  et  que  -r-  n  est  plus  une  difierence  par- 
tielle. L'intégration  de  cette  équ.  donnera  z;  car  l'hypothèse 
exige  que  le  2*  membre  soit  indépendant  de  y  \  on  reconnaîtra 
même  à  ce  caractère  si  la  supposition  est  légitime. 
De  raéme^  si  z  est  fonction  dey  seul,  on  a 

dz  _ây /dM      dN\  ^ 

et  le  2^  membre  doit  être  indépendant  de  x.  On  remarque  dam 
les  équ.  (4)  et  (5)  que  la  partie  renfermée  dans  les  paren- 
thèses est  nulle,  lorsque  Mdy  -f*  Ndx  est  une  différentielle 
exacte. 

(  F'oyez.  n°'  824,  6^,  et  828). 

1.  Soit,  par  exemple,  dx  -f-  Çaàx  +  '-^bydy)  V/(i  +  ^*)  ^^*» 
la  condition  d'intégrabilité  n'est  pas  remplie,  puisque 

dN       dM  _^  ^byx 

dy  ""  dïT  "^  ""  V^-HÔ' 

mais  cette  quantité,  divisée  par  M  ou  2,bjr^{\  -f- jc*),  donne 

pour  quotient  cette  fonction  dear,  ^  ;    donc    l'équ.    sera 
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rendue  int^rable  par  un  facteur  fonction  de  3ù.  L'équation  (4) 
donne 

Donc  z  =  — ^-r.  La  proposée  prend  alors  la  forme  qu'on- 

a  traitée  n*  819  ^L 

IL  L'équ.  linéaire  d^  +  P^da:=  Qàx  donne  -j— — -=—• =P, 

ainsi  la  condition  (i)  n'a  pas  lieuj  mais  cette  fonction  P,  di- 

àz 
yisée  par  il/=  i,  donne  une  fonction  de  x\  ainsi  —  =  Pàx  ,, 

d'où  la  =zfPdx  =  Uf  et  a  =  e^.  Tel  est  le  facteur  qui  rend  la 
proposée  intégrable.  Elle  devient  e^ày  +  é^ÇPy  —  Q)dx  =  o  ;. 
il  ne  s'agit  plus  que  de  suivre  le  procédé  du  n^  819.  Intégrant 
é^ày-  par  rapport  ky ,  on  a  e^y  +  X,  dont  la  différentielle  re- 
lative à  ar,  comparée  à  é^{Py — Q)djc,  donne  d AT =—c"Qda;j 
donc  l'intégrale  cherchée  est ,  comme  on  le  sait  déjà  (n^  817), 

é^y  =/  Qe"dx  +  c,     équ.  oi  z^  =  fPàx, 

1X1.  De  même;  a?Ay  +  i^x^y -. ^  jdjr=o, donne 

\z^^\x\  ainsi  ^  il  faut  multiplier  la  proposée  par  x  pour  qu'elle 
soit  intégrable.  On  trouve  enfin ^  pour  intégrale, 

lY .  Le  facteur  propre  à  rendre  intégrahles  les  fonctions  ho- 
mogènes se  trouve  aisément.  Soit  m  le  degré  (n®  322)  d'une 
telle  fonction  F  des  variables  x  y  y  » . .  \  si  on  les  remplace  par 
Ixyly. . .,  l  étant  un  nombre  quelconque^  F  deviendra  Z"*Fj 
iaisant  /  =  i  +  h,  F  devient  donc 

(i  +  7i)'»F=F(i+wiA4-m.  — "^^...Y 

D'un  autre  côté,x,  j. . .  sont  devenus  a: -f-Ao:.  y  +  hy, . . , 
et  la  fonction  F  de  (x+hx) ,  (j^+  hy) ....  se  développe  sui- 
vant le  théorème  (n*  708), 
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dx  dy    -^  *  dx^     2     ^  dxdy       ^      dy*  2 

Comparant  les  puissances  semblables  de  h,  dans  ces  deux  dére- 
loppemens ,  on  trouve 

-      dF      ,  dF 

'^^^d^^  +  dj;^---' 

NE.      d»F^  ,    d*F  ,  d»F    .  , 

^(«-i)F=^a;f  +  g^2ay+53;ry+..- 

821.  Pour  appliquer  ce  théorème  à  Mdy  +  Ndx,  SI  eXfl 
étant  homogènes  du  degré  p ,  cherchons  s'il  existe  un  facteur 
homogène  z,  qui  rende  zMày-j-zNdx  une  différentielle  exacte; 
soit  n  le  degré  de  z.  Gomme  Nz  est  homogène  du  degré  p  -f  »> 
la  propriété  ci-dessus  donne 

,      .     ^  AT  d(A^)    .        d(iVi) 

Çp  +  n)Nz  =  x^l+y-^, 

d(Mz)      d(Nz) 
or ,  on  suppose  -^j-  =  -^^  ; 

en  substituant  dans  I9  précédente  pour  ce  dernier  terme  sa  va- 
leur ,  il  Tient 

(p+n)  N^x  dp  +  ËÇ^^J!!)  =  à(,N.z+My.)  _ 
'^  or  do;  dx 

ou  Qo4-yt+l)iVg=     '-  ^     ^      ^J  : 

celte  équation  est  satisfaite ,  en  faisant  z  =  -rri — ,    --  \  car 
^  My  +  ^^ 

_        il[fdr  +  Ndx     ^  .  , ,      -,      „.     ,       . 
jP  =  —  7i—  I.  Donc    ^  .^     est  intégrable;  liqtégratiOD 

ne  présente  plus  ensuite  de  difficulté  (n**  819). 

On  trouve  que  xàx  —  dx\y  +  l/(af*  +jr'*)]  =  o ,  doit  être 

dy 
divisé  par  x\^{x^  +^*)j  intégrant  ^'\- — jr  ,  par  rapport 

kyyOndi\[^y  +  l/(ar*  4-  ^*)]  (n®  773);  ajoutant  X,  différen- 
ciant par  rapport  à  op,  et  comparant;,  il  vient 
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ainsi ,  X=  le  — 1«* ,  et  l'intégrale  cherchée  est 

comme  n^  SiS^  III. 

822.  On  a  quelquefois  besoin  de  différencier  y  relatiyement     ^ 
à  y  j  des  fonctions  qui  y  telles  que  u  =  fMàx  ^  sont  affectées  du 
signe  d'intégration  par  rapport  à  x  ;  on  différencie  alors  sous  le 
signe  /.  En  effets  puisqu'on  a 

—  ~M        ^^^  —  ^""^  ^^' 

àx  '     àjrdx       dordj'        ày\  ' 

et  intégrant  par  rapport  a  or,  on  trouve  -r-  =  /  -= —  dar. 

Sur  les  Solutions  singulières  ou  particulières. 

823.  Soit  proposée  une  équ.  différentielle  ^=0,  qui  ait 
pour  intégrale  complète  y*(A? ,  y  y  c)  =  o,  c  étant  la  constante 
arbitraire.  La  différentielle  immédiate  de  cette  équation  sera 
Pày  +  Qàx  =:  o  ;  la  proposée  doit  résulter  de  l'élimination  de  c 
entre  ces  deux  dernières  (n®  687).  Tant  que  celles-ci  demeurent 
les  mêmes,  on  doit  retomber  sur  la  proposée  ïT'sso,  par  l'éli- 
mination de  Cy  quelque  grandeur  qu'on  prenne  pour  Cy  dans  l'une 
et  l'autre,  quand  même  c  serait  une  fonction  àe  x  eX  y  \  cela 
est  éyident.  Différenciant  y  par  rapport  à  a:,  j^  et  c,  on  a 

Pày  +  Qàx  +  Cdcr=  o, 

qui  se  réduit  à  Pày  +  Qàx  =  o,  en  posant  Càc  =  o;  donc, 
toute  valeur  de  c  qui  satisfait  à  cette  condition,  changey=  o 
en  une  équation  «$  =  0,  telle  que  sa  différentielle  est  encore 
Pày  -f-  Qàx^=^o  :  l'élimination  de  c  entre  les  équ.  Cdc=z,Ojfi=o 
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redonnera  la  proposée  ^=o^  donc  â»  =  o  eat  une  relatioQ 
entre  jr  et  jr  qui  satisfait  à  l'équ.  ^=  o ,  et  en  est  une  intégrale. 

Cdc  =  o  donne, 

I®.  de  =  o ,  c  =  const. ,  et  la  fonction  f  reste  la  même. 

2?,  C=  o  peut  donner  une  valeur  constante  et  déterminée 
de  c  ;  y* devient  alors  une  intégrale  particulière  ^  qui  n'offre  rien 
de  remarquable  :  c'est  un  cas  renfermé  dans  le  précédent  ;  oà 
l'on  a  pris  pour  c  un  nombre  désigné. 

3°.  C  ne  contient  pas  c,  quand  c  n'est  dans ^^ qu'au  i*'  degré; 
alors  on  ne  doit  pas  poser  C=o,  cette  équ.  ne  pouvant  donner 
de  valeur  de  c  ^  ou  plutôt  C  =  o  donne  une  int^rale  partica- 
lièrC)  qui  répond  k  c  infini. 

4®.  C^  =  o ,  ou  -~  =  o ,  peut  donner  pour  c  une  fonction  n- 

riable ,  c?=3^(jp,  y)-Ç  étant  substituée  à  c  dansy=  o,  on  aura 
une  équ.  &=©,  dont  la  différentielle  sera  encore  Pdjf-4-Qd«=0;. 
en  éliminant  ç. 

En  général ,  S  n'est  pas  compris  dansflxyy,  c) ,  puisque  c  ne 
peut  y  recevoir  que  des  valeurs  constantes ,  tandis  que  c  est  de- 
venu variable.  L'équ.  S  =  o  y  qui  ne  renferme  pas  de  constante 
arbitraire,  offre  donc  une  relation  entre  jc  et  ^,  qui  satisfait  à 
la  proposée  ^=iO,  quoique  n'étant  pas  comprise  dans  son  in- 
tégrale générale.  Cest  ce  qu'on  nomme  une  Solution  ainguUèn 
ou  particulière. 

Par  exem]>le,  l'élimination  de  la  constante  c  entre  Téquatioa 
y^  —  le  y  +  a?"  =  c*  et  sa  dérivée ,  donne  (n®  687) 

mais  si  l'on  regai*de  c  comme  seule  variable  dans  l'équation  pri- 
miti  veproposée,  on  aura  cssi^^y,  ce  qui  la  changera  en  jp*+2y*=a 
On  peut  aisément  s'assurer  par  le  calcul  que  cette  équ.  satisfait  a 
noire  équ.  différentielle ,  quoiqu'elle  ne  soit  pas  comprise  dans 
son  intégrale. 

Pareillement  x^  —  ^y  —  b  —  c^  =  o ,  a  pour  dérivée,  après 
l'élimination  de  r, 

y'''{x^  —  b)  —  2xyy'  =  x^. 
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LoL  dérlTée  relatiye  k  e  seul  donne  ^  +  c  =  o  ^  tf  oh  c  =  "— ^> 
pais  x*-f-jr^  =  6;  c'est  la  solution  singulière  de  notre  équation 

dérivée. 

îJéqvujr=:x-\'{c'-^iy{/xy  donne  C=2(c — i)  v/jf=o; 
d'oii  cz^  1 ,  puis  y  =  X,  cas  particulier  de  l'intégrale  com- 
plète ;  ce  n'est  donc  pas  une  solution  singulière.  Ceci  se  rapporte 
à  œ  qui  a  été  dit  (2®*). 

£nfîn,  l'équ.  j^*  +  x* :=  2c« ,  donne  C  =  2a?=o,  qui,  ne 
oontenant  pas  c,  ne  donne  encore  qu'une  intégrale  particulière 
relative  à  c=oo.  {Foyez  le  cas  3".) 

824*  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 

1**.  Les  solutions  singulières  doivent  être  cherchées  avec  au- 
tant de  soin  que  les  int^rales  complètes ,  parce  qu'elles  peuvent 
renfermer  la  vraie  solution  du  problème,  qui  conduit  à  l'équa- 
tion différentielle  qu'on  a  intégrée. 

2".  L'équ.  î^  =0  exprime  la  condition  pour  que  f{x,  y,c)=o 

ait  des  racines  égales  relatives  à  c  (  n**  524  )•  ^^  donc ,  à  l'aide 
de  l'équ.  singulière,  on  chasse  x  ou  y^  l'intégrale  complète 
de  l'équ.  résultante  aura  des  facteurs  égaux.  C'est  ainsi  que, 
dans  notre  i**"  exemple,  si  l'on  fait  0:*= — 2y%  la  proposée 
devient. 

y^  +  iicy  +  c^  =  {y  +  cy  =  o. 

3*'.  Puisque  la  constante  c  est  arbitraire ,  on  peut  considérer 
l'intégrale  complète  f(xyy,  c)=o  comme  l'équ.  d'une  infinité 
de  courbes,  dont  le  paramètre  c  est  différent.  Si  donc  on  at- 
tribue à  c  toutes  les  valeurs  possibles ,  ces  lignes  consécutives 
se  couperont  deux  à  deux  en  une  série  de  points ,  dont  le  sys- 
tème formera  une  courbe  tangente  à  chacune.  L'équation .... 
y  (or ,  y  y  c)  =  0  appartient  à  l'une  de  nos  courbes  ,  ainsi  qu'à 
la  courbe  qui  les  embrasse  toutes  ;  seulement  c  est  constant 
dans  la  i*'  cas,  quels  que  soient  x  et  y,  tandis  que  dans  le  2*, 
c  est  une  fonction  variable  des  coordonnées  du  point  de  con- 
tact. La  tangente ,  en  ce  point ,  étant  déterminée  par  y',  est 
la  même  pour  l'une  et  pour  l'autre  j  y  doit  donc  conserver  la 
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même  yaleur^  que  c  soit  constant  ou  variable  danêJXxj  j^,c)=o; 

d'où  il  suit  que  si  Pon  élimine  c  entre  /=  o  ,  et  -^  =  o, 

l'équ.  résultante  en  x  et  ^ ,  qui  est  la  solution  aingulîèrtj  ay 
partient  à  la  ligne  de  contact  des  courbes  comprises  dans  l^m- 
tégralê  complète^  {Voyez  n®  765.) 

4®.  Résolvons  par  rapport  à  c  l'équ.  f{Xy  j^,  c)  =  o ,  et  wil 
c=z^ {Xy  y)*S\  l'on  substitua it  4( J?> y)  pour  c ,  dans/^jc, y^  c)=o, 
le  résultat  serait  identiquement  nul ,  ainsi  que  toutes  les  dérivées 
relatives ,  soit  à  x ,  soit  à  y.  On  a  donc  (n°  67a) 

d/        d/-    àc  _^      ^,^^    Ëi=_i/*^. 
do;        de  '  3^         '  àx  dx  *  de  ' 

or,  4-  =0 ,  donne  -r-  =  00  ;  de  même  -r—  =  00.  Ce  caractère, 
de  dx  '  ày 

propre  aux  solutions  singulières  >  offre  encore  on  moyen  dé  bi 

obtenir. 

De  x^  —  2cy  —  c*—  6  =  o,  on  tire 

donc  ar*+j^*  =  6,  qui  rend  cette  fraction  infinie,  estlasola- 
tion  singulière. 

En  posant  j-  ou  -r-  infini,  il  conviendra  de  s'assurer  ait 
do:         dy 

relation  entre  x  et  y,  qui  en  résulte ,  combinée  avec  la  prop 

sée ,  ne  donne  pas  ^(a;,^)=const.  ;  car  alors  on  n'aurait  qu'une 

intégrale  particulière. 

5^  L'existence  des  solutions  singulières  est  une  conséqueniX 

Af 
de  ce  que  l'équ,  —  =  C  =  o  ,  donne  pour  c  une  valeur  n- 

riable  c=:Ç>(jc,  y)  :  mais  il  se  peut  que  la  fonction  ^  soit  ré- 
ductible à  une  constante ,  en  vertu  de  l'intégrale  complète" 
f{xy  y,  c)  =  o ,  ou  que  /* contînt  c  sous  la  forme  (c  —  a)  (c— f )» 
eu  sorte  que  c=^  reviendrait  à  c=a;  alors  on  n'aurait  p» 
qu'une  intégrale  part iculièrc;  comme  si  l'on  eût  pris  unnombi^ 
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dâtermioé  pour  c.  Donc,  pour  que  G=o  donne  une  aohiUon 
singulière^  il  faut  qu'il  n^en  résulte  pour  c^  ni  une  constante  ^ 
ni  même  une  fonction  variable  ç  qui^  mise  dans  t,  reif  tendrait 
à  y  prendre  pour  c  une  valeur  constante. 
Par  exemple^ 

donoe  C= — y(x^  +  J^*  —  ^)  +  (j^  —  ^)c  =  o; 

Cette  équ.   n'est   qa'une   intégrale   particulière  provenue  de 
c  =  o. 

De  même  c*  —  (a;  +  y)c  —  c  +  x  +y  =  o,  donne 

C=2c— x— ^—  1  =  0,     cz=i(^x+y+i)\ 

la  proposée,  qui  rcTient  à  (c  —  i)  (c  —  x  — y)  =  o  ,   deyient 
(x  -f-  ^  —  i)*=  o  ;  ainsi  on  a  o;  +^=  i  »  intégrale  particu- 
lière provenue  de  c=  i ,  après  avoir  diyisé  par  c — i. 
L'équ.  y  =  x  +  (c  —  i)*(c  —  x)%  donne 

C={c  —  x)  (c—  l)  (2C  — X —  i)  =  o. 

c  =  i  donne  l'int^rale  particulière  ^=x;  c^=x  donne  la 
même  chose,  et  non  pas  une  solution  singulière,  quoique  c  soit 
variable. 

Enfin,  c=5(j:+  i)  donne  la  solution  singulière. 

6^.  Soit  z  le  multiplicateur  qui  rend  dérivée  exacte  l'équation 
y  -j^  K'=io  y  en  sorte  que  a(y'  +  /iC)  =  ^'  =  o  ait  pour  pri- 
mitive ^(x,j')=c-,  la  solution  singulière  *S=o  ne  doit  pas 
être  comprise  dans  cette  équation.  Par  conséquent,  si  de  «9=0, 
on  tire  y  en  fonction  de  x,  y:=s-^,  la  substitution  dans  la 
fonction  ç(Xy  y)  ne  doit  pas  la  réduire  à  une  constante  ;  ainsi 
sa  dérivée  ç'  ne  doit  pas  être  nulle. 

On  voit  donc  que  des  deux  expressions  y'  -{-  K,  et  ^'  ou 
z{y  ^K),  l'une  doit  être  nulle  en  vertu  de  jr=4^,  tandis 
que  l'autre  ne  doit  pas  l'être;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'au- 
tant que  z  est  infini.  Il  en  résulte  que  les  solutions  singulières 
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rendent  infinis  tous  les  facteurs  propres  a  rendre  întégnlk 
l'équ.  différentielle  proposée;  on  plutôt,  que  les  solutions  sîngr 
liëres  de  cette  équ.  ne  sont  autre  chose  que  les  facteurs  algébri- 
ques ,  que  l'on  peut  mettre  en  évidence,  et  séparer  entièremeot 
de  cette  équ.  par  une  transformation  convenable. 

{Foyez  un  Mémoire  de  M.  Poisson,  i3®  Journ.  Po^^^o&3 
est  démontré  qu'on  peut  toujours  délivrer  une  équ.  du  i^' ordre 
de  sa  solution  particulière ,  ou  en  introduire  une  à  volonté.) 

825.  Concevons  que  j^  =  X  satisfasse  à  une  équ.  proposée 
yz=F{Xyy) ,  X  étant  une  fonction  donnée  de  x,  et  qu'on  ait 

X  =  t\x,X) (I); 

cherchons  à  reconnaître  ^i  j  =  X  est  uns  solution  singuUirti 
ou  une  intégrale  particulière;  X  ne  renfermant  pas  de  constante 
arbitraire.  Soit^=4(j:^>ût)  l'intégrale  complète  dej''.=^x,^); 
a  étant  la  constante  arbitraire  :  si  ^=:^  est  un  cas  particulier 

de  jr  =  4(*>  ^)  »  ^^  ^^^^  V^^  "K^i  «)  devienne  X  lorsqu'on 
attribue  \  a  une  valeur  b  ,  il  faut  que  ^{x,  a^  —  X  soit  zéro 
pour  a=^b  :  donc  (n®  5oo) 

m  étant  la  plus  haute  puissance  de  a — h,  et  z  une  fonctioiL 
de  a:  et  a  qui  ne  devient  o ,  ni  00 ,  pour  a=:b.  Représentons 
la  constante  (a — b)^  par  c;  l'intégrale  complète  dey'=F(x,  y) 

sera  donc  y  =  X  +  cz. 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  y  dans  y=/^(^,j'),  cette 
relation  deviendra  identique , 

X  +  cz'z=F(x,X+cz). 

Or,  d'une  part,  le  développement  de  z  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  c,  a  la  forme  (n°  698)  z=K  +  ji<f-\'Bc^+. , . 
les  e!(posans  a ,  b. , ,  étant  croîssans  et  positifs,  et  Ky  AyB,.* 
des  fonctions  de  x'y  car  z  n'est  ni  00  ,  ni  o ,  lorsque  c  =  o. 
Donc 

X  +  cz^X+  K'c+A'c^'^'+. . . . 


«      >' 


SOLUTIONS    SINGULIÈRES.  /^5'l 

De  l'autre  part,  le  déreloppement  de  jF(Xy  X+ca)  doit  pa- 
reillement être  F(x,  X)+  Nc''z'*+  lkic'^z'*'+. . .  n,  m...  étant 
croissans  et  positifs.  Cette  série  est  d'ailleurs  facile  à  obtenir 
(p?  706},  et  l'on  doit  regarder  comme  connus  les  nombres  n, 
I». . .,  ainsi  que  les  fonctions  de  x  désignées  par  N,  M, . . .  Si 
donc  l'on  met  ici  pour  z  sa  valeur  développée»  on  a,  en  yertu 
de(i), 

+  Mc'^{^K+A<f+.  .•)"*  +  etc. 

Il  s'agit  donc  de  savoir  s'il  est  possible  de  déterminer  z  ,  ou 
plutôt  les  coefiBciens  A  ^  B, , ,  en  fonction  de  jp  ,  et  les  nombres 
a,  6. .  .j  de  manière  à  rendre  cette  équ.  identique;  car,  si  cela 
n'est  pas  possible^  y  =  Xest  une  solution  singulière  ;  dans  le 
cas  contraire  9  on  a  une  intégrale  particulière. 

Il  se  présente  trois  cas. 

I®.  Si  Ti^-  1 ,  le  terme  K'c  n'en  rencontre  pas  de  semblable 
qai  puisse  le  détruire  :  on  fera  donc  K^  -^=0,  d'où  /iC=oonst. 
Puis  on  posera  a  +  i  =  » ,  A^  z=.  NK^y  ce  qui  déterminera 
a  =  i* — I,  et  A  z=  fNK^Ax  \  et  ainsi  des  autres  termes. 
L'identité  sera  donc  toujours  possible,  et  ^=Xsera  une  inté- 
grale particulière. 

a**.  Si  /»=  1 ,  la  même  chose  aura  lieu  ;  car,  posant  K'znzNK, 
on  aura  \K^=fNàx  :  il  sera  facile  ensuite  d'ordonner  les  deux 
membres,  et  de  comparer  les  exposans  et  les  coetficiens  respectifs 
des  termes  de  même  rang.  On  déterminera  ainsi  les  exposans 
a,  6  • . ,  et  les  coefficiens  Ky  A,  B, , . 

3®.  Enfin,  si  n<^\  f  le  terme  Nc^K*^  n'en  trouvera  aucun  autre 
qui  lui  soit  semblable,  puisqu'il  n'y  a  pas  d'exposant  de  c  qui 
soit  <^  I  dans  le  i*^  membre  :  et  comme  K  ne  peut  être  nul, 
il  ne  sera  possible  en  aucune  manière  de  satisfaire  à  l'identité  : 
y'=.X.  sera  donc  une  solution  singulière. 

826.  Puisque  w  <^  i  dans  ce  dernier  cas ,  en  mettant  X-J-cs 
pour  y  dans  jP(x,  y) ,  si  le  développement  de  Taylor  est  fautif 
entre  le  i*'  et  le  2®  terme,  c.-à-d.  si  la  dérivée  de  F[^x^y) 
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relatÎYe  à  ^  est  infinie  (n®  696,  3*.),  j^  =  X  est  une  soktioû 
singulière.  Réciproquement  une  valeur  y  =  X  qui  satisfait  à 

dF  . 
y=F(jc,  j'),etren(î  ■=—  infini^  est  une  solution  singulière, 

puisqu'elle  donne  au  déyeloppement  de  F(x,  X-^czyidi  forme 
X  +  Nc'K*...,  »  étant  <i. 

dF         dy' 
La  condition  -i —  ou  -—  =  00  forme  donc  le  véritable  ca- 

d^  dy 

ractëre  des  solutions  singulières^  et  l'on  yoit  que  pour  qu'elle  soit 

remplie,  si  la  fonction  F  est  algébrique ,  elle  doit  renfermerai! 

radical  (n**699,  3®.)  que  rhypotbèse  y=X  fait  disparaître. 

Dans  le  2*  de  nos  exemples ,  p.  4^6 ,  on  a 

,   x[y±{/{x-+y'—b)]  dy  ^   X  /  y      \ 

^~  x^—b  '   dy        x^^b\       i/(x*+y^^); 

et  cette  dernière  fraction  est  rendue  infinie  par  la  solution 
singulière  y*  =  b  —  x^. 

827.   //  est  donc  facile  d^ obtenir  les  solutions   singulièm 
sans  connaître  l'intégrale  complète;  car,  en  tirant  la  yalenr 

de  -^,  on  régalera  à  l'infini  :  soit  j^  =  =,  on  fera   T=:Oj 

ou  U=  00.  Considérant  tous  les  facteurs  de  ces  équations ,  les 

résultats  qui  satisferont  à  y^=F(^x,  j^)  seront  seuls  les  solutions 

singulières. 

Poury  =  a(j  —  7i)*,  on  a  ak(y  —  /z)*-'  =  oo,  ce  qui  exige 

que  k  soit  <Ci ,  et  y=n  :  et  comme  la  proposée  n'est  satisfaite 

par  y=^n  que  quand  h  est  positif,  on  voit  qu'elle  n'est  sus* 

ceptible  de  solution  singulière  que  quand  k  est  entre  o  et  i. 

(y— 7i)*~* 
L'intégrale  complète  est  — ^ —  =  aj?  +  c. 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  donner  à  l'équation  dérivée  la  forme 
explicite  y'=iF{x,y)  pour  appliquer  notre  théorème;  car, 
soit  V=.o,  la  relation  donnée  entre  x,  y  eX  y'\  on  peut  con- 
,  sidérer  y'  comme  une  fonction  de  a:  et  j^,  que  cette  équation 
détermine;  ainsi,  la  diflPérence  partielle  de  y'  relative  à  y,  sera 
donnée  (n°  672)  par 
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dr      du^   a/ 

or»  T^  est  innDi  quand  -r— >  =o,     ou  -z —  =  oo  ; 

'         dy  ^  dy  dy 

en  sorte  qu'on  obtienara  toutes  les  solutions  singulières  par  celte 

▼oie.  S'il  arrive  même  que  la   fonction  f^  soit  algébrique  » 

rationnelle  et  entière ,  cette  dernière  couaition  ne  sera  pas 

dF 
possible.  Il  fauara  ensuite  éliminer  y'  entre  /^=o  et  -j—,  =  o. 

dy 

On  ne  aevra  a'ailleurs  prendre  que  les  facteurs  de  cette  dernière , 

dF        dV 
^i  ne  sont  pas  communs  entre  -7—7  et  -t — . 

Ce  calcul  ne  fera  connaître  que  celles  des  solutions  singulières 
qui  contiennent  y  ;  celles  qui  ne  renferment  que  x  écbappent  à 
cette  règle;  pour  obtenir  celles-ci ,  on  devra  raisonner  de  même 
par  rapport  k  xi  on  trouvera  ainsi ,  outre  les  solutions  déjà 
connues  où  entrent  x  eiyy  celles  qui  ne  dépendent  pas  dey. 

I*.  Ainsi  y  (x* —  27**)^*  —  ^^J^y  —  jf*  =:  o  donne 

(ar»  —  oy'')y  —  2*^  =  o , 

en  différenciant  par  rapport  à  y  seul:  éliminant^'  entre  ces 
équ.,  on  trouve  la  solution  singulière  ^  qui  est  «*-4--  2j^^=:  o. 
2^  De  mèmQ  xdx '\- ydy  =dj'V/(**4-y*— O» 

oa  **+  ^^y'+  y  *(c* — «*)  =  o 

donne         JÇT +y(^  —  **)  =  ^>  puis  «*+jf*  =  c*. 

3®.  Pour  jd»— Afdjcssad^jOÙdsrsaV/CtU^+dj'*),  on  trouva 
J^*  —  a*  =  ^ijfyy  +  y*(a*  —  «'-) , 

d'où  ajy  =  y  («*  ^  a")  ;  puis  éliminant  y ,  on  a,  pour  la  solu- 
tion singulière  ;  **"4"y  =  ^*' 
4*.  Celle  dey=:xy+  V  ,oh  V  est  une  fonction  quelcoiique 

dV 

dey'  f  s'obtient  en  éliminant  y  à  l'aide  de  *  +  T~r  =  ®« 
a.  a8 


-■   ;■•? 
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828.  Puisque  sans  coDnaitre  Tintégrale  complète  d'une  équ. 
dérivée  f^==o,on  sait  en  trouver  les  solutions  singuliëres,  et 
que  le  facteur  s,  propre  à  rendre  intégrable  la  proposée,  est 
alors  infini  (n°  824,  6°.),  on  peut  souvent^  par  des  artifices 
d'analyse,  trouver  ce  facteur  z.  Un  exemple  tiré  du  Mémoin 
deTrembley  (Acad.  Turin,  1790  — g i)  suffira  pour  faire  en- 
tendre ce  procédé. 

Dans  l'ex.  3*  nous  avons  trouvé  Jf*+^ — a*  =  o  pour  solu- 
tion singulière  ;  la  proposée  résolue  par  rapport  à  y' ,  donne 

qui  est  visiblement  satisfaite  par  or^— •a'=o  :  on  essaiera  si 
le  facteur  2  a  la  forme  (x* — a')'"(^*  +  x*  —  a')",  metn  étant 
des  indéterminées.  Pour  cela ,  on  multipliera  l'équ.  ci-dessus  par 
cette  fonction ,  et  Ton  posera  la  condition  (i)  (n®  819),  puis 
on  verra  qu'elle  est  remplie  en  prenant  7?i  =  —  i,  /»  =  —  J; 
ainsi,  le  facteur  qui  rend  la  proposée  intégrable  est 

(ar*  —  a*)"'  Ct'  +  **  —  «T  *• 

Des  Équations  où  les  Différentielles  passent  le  premier 

degré. 

829.  Cherchons  l'intégrale  de  F(x,  y,  y' ,  jr'^. .  .y'")r=o. 
Comme  cette  équ.  ne  peut  provenir  que  de  l'éliminatioù  d'une 
constante  c  entre  l'équ.  intégrale  et  sa  dérivée  immédiate,  dans 
lesquelles  c  entre  à  la  puissance  /»,  soit  c  =  ^(*,  y)  la  valeur 
de  cette  constante  tirée  de  l'intégrale;  ç>' (ar ,  j^)  =  o  ne  con- 
tiendra^' qu'au  i*"^  degré,  et  l'on  pourra  en  tirer  j''=Jf, 
X  contenant  x  et  y  affectés  de  radicaux:  et  puisqu'en  les 
faisant  disparaître  par  des  élévations  de  puissances,  on  doit  re- 
produire la  proposée  F=.o ,  il  s'ensuit  que  y-^^X  doit  être 
facteur  de  F. 

Si  donc  on  résout  la  proposée  par  rapport  hy',  et  qu'on  in- 
tègre ses  facteurs  y  —  X  =  o ,  y' —  X,  =  o. .. ,  ou  voit  que  ces 
intégrales  seront  celles  de  la  proposée  qui  répondent  aux  ai- 


1  f 
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rerses  valeurs  de  c  =  ^  (a; ,  y).  Soient  P=o,  Ç=io,  jR=:o.., 
368  intégrales;  leurs  produits  P()=o,  PQjR=o...,  satisferont 

lossi  à  la  proposée,  car  la  dérivée  du  produit  PQR étant 

P^QR. .  .+PQ'R.  ..+PQR'. .  .-hetc,  chaque  terme  est  h ul 
m  particulier. 
Par  exemple,jKJ''*  + 2j:j' — -y  donne  s 

•^  y  \/y'+x^ 

et  comme  le  i**"  membre  est  visiblement  (n**  769 ,  IV)  la  dérivée 
de  V^ix^'hy^)  >  on  a  pour  intégrale 

—  \/iy^  +  **)  =  ^  +  ^ ,  on  y*=z!icx  +  c\ 

83o.  Au  reste,  il  est  des  cas  oii  Fou  peut^  par  des  artifices 
de  calcul,  éviter  la  résolution  des  équ.  par  rapport  k  y' :  les 
deux  exemples  qui  suivent  sont  dans  ce  cas. 

I.  Supposons  que  l'équ.  ne  contienne  que  jp  et    y',  et  soit 
facile  à  résoudre  par  rapport  à  x ,  en  sorte  qu'on  ait  x  =z  Fy\ 
G>mme    dy^^jix  donne   (n**   769,  Y)y=:xy^ — fi^ày^,  en 
mettant  pour  x  sa  valeur  Fy' ,  on  a 

y^y.Fy-fF/.d/. 

Apres  avoir  intégré  fFy' .  dy^ ,  ce  qui  rentre  dans  les  quadra- 
tures, on  éliminera  y  à  l'aide  de  la  proposée  x  =  Fy. 
Ainsi  pour  (l'+y'*)^^* ,  on  a 

ce  dernier  term^  =:  arc  (tang==y')+c  ;  éliminant  y,  on  trouve 
enfin,  pour  l'intégrale  demandée, 

y  =  |/(a:  —  AT*)  —  arc  ^tang=  y/iJ^j  +  c. 
IL  Si  l'équ.  a  la  {orme  y -=: y' x  +  Fy\  en  différenciant,  on  a 
dy=ydx  +  (x+—,y/,  ou  (,r  +  ^dy  =  o,' 
iicaiVLsede  dy=ydx. 
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En  égalant  chaque  facteur  à  o,  il  vient ^'  =  c  et  *-f- ^  =  0* 

Il  ne  re^te  plus  qu'à  éliminer  j/,  entre  la  proposée  et  l'une  oa 
l'autre  de  ces  équ.  Celle-ci  ne  donne  qu'une  solution  siogo- 
lîère  (n°  827,  4**0  •  ^^  *'*  conduit  à  l'intégrale  complète 
yz=zcx  +  C,  en  désignant  par  C  ce  que  devient  Fy'  lorsqu'on 
j  remplace  y'  par  c ,  ou  C=  Fc, 

Amsi^j'dr  —  xdy^^a^Çjdx^-^ây*)  se  met  sous  la  forme 

y=yx  +  a{/{i+y^): 

d'où  y'  =  c  et  arH -7-— — 7tz=o\ 

la  !'•  donne  pour  intégrale  complète^  =  cjf+ a ^/(i  +c^)\\^ 
2*  conduit  à  la  solution  singulière  j^*  -{-  x*  =  a* ,  lorsqu'on  en 
tire  la  valeur  àey  pour  la  substituer  dans  la  proposée. 

Des  Constantes  arbitraires  ;  de  î Intégration  des  Ajua- 
tions  différentielles  à  l'aide  des  séries  et  de  leurs 
constructions. 

83 1.  Reprenons  la  série  de  Maclaurin  (n"  706), 
y  =fx  =/+  xf  +  i«!r  +  etc. , 

dans  laquelle  /*,  f  1  j"  •  •  »  sont  les  valeurs  constantes  que 
prennent  fx^  J^x,  f"x. ....  lorsqu'on  fait  jf  =  o.  Si  Féqu. 
dérivée  donnée  est  du  i**"  ordre,  on  en  tirera  y  ^y" ^y" •"•  en 
fonction  de  j'  et  x,  par  des  dérivations  successives.  Puisque 
jp  =  o  répond  à  y  =/^,  en  substituant  ces  deux  valeurs  dans 
y'  ^  y . . . ,  on  aura  celles  de/'  ,/*'... ,  et,  par  conséquent, 
tout  sera  connu  dans  notre  série,  excepté  /qui  demeurera 
arbitraire. 

De  même ,  si  la  dérivée  donnée  est  du  a®  ordre,  on  en  tire 
y"  ^y" *  • .  en  fonction  de  x,  y  el  y  )  or,  x  =  o  répond  à  y^ 
e\.y'  -=-/  \  mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  y" ,  y"* . . . ,  puis 
dans  la  série,  tout  y  est  connu,  excepté  les  constantes /et/ 
qui  sont  quelconques. 


i»- 
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Et  ainsi  des  ordres  supérieurs. 

Ce  mode  d'intégration  ne  peut  être  employé  lorsqu'on  ren- 
contre l'infini  en  faisant  a:=  o,  dans  fx^fx^  f'x. . . ,  et  la 
série  de  Maclaurin  ne  subsiste  plus.  Mais  faisons  07  =  a  dans 
celle  de  Tajlor,  a  étant  un  nombre  quelconque,  qui  ne  rende 
infinie  aucune  de  ces  fonctions  (n^  696);  en  désignant  par  A  , 
-/,  A*^, . .  les  valeurs  qu'elles  prennent  alors,  nous  avons 

à'ohy=fx  =  A  +  A\x  —  a)'{'^iA\x^ay+'^A''...^ 

en  posant  l'arbitraire  h-=.  x  —  a.  Le  même  raisonnement  que 
ci-dessus  montre  que  tout  est  ici  connu,  excepté  la  constante  ^^ 
si  l'équ.  proposée  est  du  i^'  ordre;  excepté  -^  et  A' ^  si  elle  est 
du  2',  etc.  ;  du  reste,  quoiqu'on  ait  pris  a  à  volonté ,  cette  lettre 
ne  compte  pas  pour  une  constante  arbitraire  \  c'est  la  valeur  A 
que  prend  alors  y  qui  en  tient  lieu. 

Concluons  de  là  que,  1^.  il  existe  toujours  une  série  qui  est 
rintégrale  de  toute  équ.  différentielle  entre  deux  variables  ;  on 
sait  tromper  cette  série  j  aux  difficultés  près  que  le  calcul  peut 
offrir. 

2**.  I/intègrale  renferme  toujours  autant  de  constantes  arbi^ 
traires  qu'il  y  d  d'unités  dans  V ordre  de  Ut  dérivée.  Quoique 
fondée  sur  la  théorie  des  suites ,  cette  conséquence  a  pourtant 
toute  la  rigueur  convenable  ,  puisqu'on  peut  regarder  toute 
série  comme  le  développement  d'une  expression  ïa\v^y=,fx^ 
laquelle  doit  contenir  autant  de  constantes  arbitraires  qnela  série. 

3**.  De  quelque  manière  qu'on  soit  parvenu  à  une  intégrale^ 
qui  renferme  le  nombre  convenable  de  constantes  arbitraires, 
cette  èqu\  sera  la  primitive  de  la  proposée  ,  et  renfermera  né^ 
cessairement  toute  autre  intégrale  qui  y  satisferait  aussi  ape^ 
le  même  nombre  de  constantes  arbitraires. 

832.  En  faisant  h  =  —  x  dans 

/(x  +  A)  =   /  +  /A  -f   i    y'h'  +    .  .  .  ,. 
f'(x  +  h)  =  y'  +  y'A  +  i  jy"A»  +  . . . ,  etc. 


m 
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on  a        (i)   ../  =  jK    —  y'x  +  ï  y"x*  —  -.-T 

(2)..  /  =  /  — /x  +  ;  j.^x»  —  ..., 

(3).../==  y"^   y'x  +  iy^x*  —    ...,  etc. 

Douc;  i^  si  l'équ.  dérivée  donnée  est  du  i*'  ordre,  on aon 
y\  y" . .  •  en  fonction  de  a:  et  j^  j  en  sorte  qu'en  substituant 
dans  la  formule  (i) ,  on  aura  l'intégrale  ^  f  étant  la  constante 
arbitraire. 

2°.  Si  l'équation  proposée  est  du  2*  ordre,  y" y  y" • . .  seront 
donnés  en  j?,  y  et  y' \  en  sorte  qu'en  substituant  dans  (i)  et  (2), 
on  aura  deux  équ.  entre  x  ^  y  ^X,  y\  chacune  contenant  une 
constante  arbitraire ,  ce  qui  formera  deux  équ.  intégrales  du 
i**^  ordre. 

£t  ainsi  de  suite.  Il  est  d'ailleurs  évident,  par  la  forme  même 
de  ces  intégrales,  qu'elles  sont  difîerentes.  Ainsi,  toute  équ.  du 
n"  ordre  j  a  n  intégrales  'de  l'ordre  n  —  i .  Si  ces  dernières 
étaient  connues ,  l'intégrale  finie  le  serait  bientôt ,  puisqu'il  suf- 
firait d'éliminer  entre  elles  y  ,  y" »  •  '»  J'*""**  I^onc ,  a^^ant  une 
équ.  dérivée  du  2*  ordre ,  on  aura  également  sa  primitive  ab- 
solue ;  soit  en  éliminant^'  entre  ses  deux  dérivées  du  i*'  ordre, 
soit  en  cliercbant  une  relation  finie  entre  x  et  y,  qui  contienne 
deux  constantes  arbitraires  ,  et  qui  satisfasse  à  la  proposée.  On 
en  dira  autant  des  autres  ordres. 

Il  nous  resterait  à  démontrer ,  sur  l'intégration  des  équ.  des 
ordres  supérieurs ,  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  facteurs 
propres  à  rendre  intégrables  et  aux  solutions  singulières;  mais 
comme  ils  s'éloignent  de  notre  but,  nous  renverrons  au  XII* 
cahier  du  Joum,  PolyU  j  leçons  i3  ,  i4  et  i5 ,  par  Lagrange. 

833.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  est  démontrée 
complètement;-  mais  elle  n'est  pas  toujours  propre  à  faire  con- 
naître l'intégrale  approximative,  à  moins  qu'on  ne  recoure  à 
des  transformations  qui  amènent  la  fonctioa  à  l'état  nécessaire 
]»our  qu'on  puisse  y  appliquer  les  principes  précédens. 

Lorsque  l'intégrale  ne  doit  pas  procéder  suivant  les  puissances 
tntières  et  positives  de  x,  on  aura 

y  =^  Ax'  ■\-  li x^  '\'  Cx'  ^  ..      (1), 
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^et  il  s'agira  de  déterminer  les  exposans  a,  b,  c,  .f  et  les  coeffî- 
ciens  -^,  j5,  C  . .  Pour  cela,  on  en  tirera  les  valeurs  de  y',  y"-  •  • 
et  on  les  substituera  dans  la  dérivée  proposée ,  que  nous  sup- 
posons du  i"^  ordre,  et  qui  devra  être  rendue  identique;  puis 
ordonnant  par  rapport  à  x,  on  comparera  terme  à  terme  les 
puissances  de  même  ordre,  ainsi  que  leurs  coefficiens,  comme 
pages  182  et  195  ;  ce  qui  déterminera  u4,ay  B,  b, , , 
Ainsi ,  pour  (i  +  y^)y=i  i ,  on  aura 

(i  +  Aax^-'  +  Bbx^"'  +  ...)  (-^x*  +  Boc^  +  ...)=  i  ; 

+  ABbx^'^^'+    B^bx^^'    +—  (_ 


+  ACcx^^"-'  +... 
+  Ax^  +Bx^  + 


i 

•  •  •   / 


Donc     2a-— 1=0,     a  +  ^ — i=a,     a+c — i=èr=25— i . . , ,. 
puis  ^'0=1,     AB{a-\'b)  + As=iO. . . , 

et  j^  =  a;«  ^2  —  |x»  +  t?x*  V'2 — 

Si  l'on  eût  pu  présumer  la  loi  des  exposans ,  i ,  |,  f. . . ,  on 
les  aurait  employés  sur-le-champ  dans  la  série  (ï),  ce  qui  au* 
rait  simplifié  les  calculs;  ou  plutôt,  faisant  la  transformation 
2*  =  X,  on  aurait  pu  ensuite  appliquer  la  série  de  Maclaurin. 

On  verra  de  même  que  l'équ.  ày  -|-  yàx  =  ax^dx,  donne 

+ 


a  7»+l  (/»+l)    {//i  +  2)         (/7l+l)...(lTO+3) 

834*  L'intégrale  ainsi  obtenue  manque  de  généralité,  parce 
qu'elle  est  privée  de  constante  arbitraire }  mais  si  Ton  change 
dans  l'équ.  différentielle  proposée  x  en  z  +  a ,  et^  en  /  +  &, 
on  déyeioppera  ^  en  2;  en  sorte  que  la  série  t  soit  nulle  lorsque 
«  =  o  ;  puis  substituant  pour  zeit  leurs  valeurs  x  —  a  e^  y — bj 
OQ  aura  l'intégrale  cherchée ,  où  a  et  &  tiendront  lieu  de  la 
constante  arbitraire  c,  puisque  dans  l'intégrale yî[x, ^,  c)  =  o, 


44o  CALCUL    INTÉGRAL. 

c  peut  être  déterminé  en  fonction  de  a  et  h.  Il  sera  aisé  d'étendre 
ces  principes  aux  ordres  supérieurs. 

835.  On  peut  aussi  approcher  des  intégrales  à  l'aide  des  frac- 
tions continues.  Soiiy  =  Ax*f  Bx*,  Cx^.  •  • ,  en  suWantlaiHh 

tation  p.  128,  cette  valeur  dej  sera  représentée  par  y  =  — - , 

z  désignant  le  reste  de  la  fraction  continue,  ou 2=  Bx^,  Cx*... 
Substituant  dans  l'équ.  diflërentielle  proposée  pour  y  cette  Tir 
leur,  en  négligeant  s,  ou  faisant^  ^=:  Ax*,  on  ne  conservera  que 
les  1*"  termes ,  parce  qu'on  regardera  x  comme  très  petit  (note, 
page  287).  On  trouvera  ^  et  a  par  la  comparaison  des  cœffi- 
ciens  et  des  exposans  ;  puis  on  fera ,  dahs  Péqu.  différentielle 

Ax*^ 
proposée  ,  y  =  — -—  ;  raisonnant  de  même  pour  la  transfor- 
mée en  z,  on  fera  z  •=.  Bx^  ;  puis,  après  avoir  trouvé  B  et  b,  oa 

Bx^ 
posera  z  =    ■        dans  l'équ.  en  z  ;  et  ainsi  de  suite. 

Par  ex.,  my  +  (i  +  x)y'  =  o ,  en  faisant  y  =  -^o:*,  devient 
(jn  +  a)  Ax*  +  clAx^"^  =  o ,  qui  se  réduit  à  oAx^'^^  =  o ,  à 
cause  de  x  très  petit  \  donc  a  =  o ,  ^\.  A  reste  indéterminé.  On 

fait  ensuite  y  =  — ; —  ,  et  l'on  a  /re  (i  -f-  z)  =  (i  -f.  x^;  d'où 

I  -f-  z 

posant  z  =  Bx^ ,  on  tire  m  +  Bot?  {m  -^  i)  =6i5x*~'  ;  ou  plu- 
tôt m  =  hBx?"'^  \  donc  b  •==:  i  ,  et  B  =:z  m.  On  fera  ensuite 

%  =  ...  :  en6n  on  obtiendra  cette  fraction  continue  pour 

intégrale  : 
y  =  A,  TOX,  — i(m— i)x,'g(/7i+i)r,  —  g  (/w-  —  a)x,... 

G>mme  l'équ.  proposée  a  pour  intégrale  y  =  A  (i  +  a:)"*", 
on  a  ainsi  le  développement  de  cette  fonction  en  fraction  con- 
tinue. 

On  pourrait  en  déduire  l'intégrale  sous  la  forme  d'une  série. 
( A^oy.  la  note ,  p.  1 32.) 

De  même  ,  l'équ.  dx=(i  +  x^)dy  donne  ce  déyeloppement 
de  l'arc  en  fonction  de  la  tangente 


i 
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,,  ,  X*      (2X)*     (3xY     (4x)* 


L.         Consultes  sur  ce  sujet  le  Calcul  intégral  de  M.  Lacroix,  t.  II , 
^     H*  668 ,  ouvrage  dont  on  ne  saurait  trop  recommander  la  lec- 
r      ture ,  et  dans  lequel  on  trouve  réuni  tout  ce  qui  est  connu  sur 
la  doctrine  de  l'Intégration. 

836.  Lorsqu'une  équ.  différentielle  proposée  appartient  à  une 
courbe ,  il  peut  être  utile  de  la  construire  sans  intégrer  ;  or , 
c'est  ce  qui  est  toujours  possible  ,  et  voici  comment  : 

Supposons  d'abord  que  l'équation  soit  du  premier  ordre , 
F(x ,  y ,  y)  =  o  ;  concevons  que  la  constante  soit  déterminée 
par  la  condition  que  x  ^=^  a  donne  y  =  b.  On  prendra  (fig.  60) 
AB  =:a,  ^C  =  &^etle  point  C  sera  sur  la  courbe  chercbée. 
En  substituant  a  et  b  pour  x  et^  dans  2^  =  o,  on  en  tirera 
pour^'  une  valeur  qui  fixera  la  direction  de  la  tangente  KC 
au  point  C.  Prenons  un  point  D  assez  voisin  de  C ,  pour  qu'on 
puisse,  sans  erreur  notable ,  regarder  la  droite  CD  comme  con- 
fondue avec  l'arc  de  courbe  ;  AFz=,  a',  FD  =  b'  seront  les 
coordonnées  d'un  autre  point  D  de  notre  courbe  ;  en  sorte  qu'on 
pourra  faire  x  =  a' ,  et  y  :=^  h'  dans  /*'=  o ,  et  en  tirer  la  va- 
leur de  y'  correspondante,  et  par  conséquent  la  situation  de  la 
tangente  lE^  qui  s'écartera  très  peu  de  la  i*^*.  On  continuera 
d'opérer  de  même  ;  et  Ton  voit  que  la  courbe  sera  remplacée  par 
un  polygone  CDEZ, 

On  pourrait  encore  raisonner  de  la  manière  suivante.  On 
tirerait  de  l'équ.  F=  o  et  de  sa  dérivée  les  valeurs  de  y'  et  y" , 
en  fonction  de  x  et  ^ ,  et  on  les  substituerait  dans  celle  du 
rayon  de  courbure  R  (n**  733)  ;  puis,  traçant  la  tangente  KC^ 
et  menant  une  perpend.  CN  égale  à  ce  rayon ,  x  et^  étant  rem- 
placés par  a  et  6,  on  décrirait  du  centre  A^un  arc  de  cercle  CD  ; 
on  regarderait  ensuite  le  point  D  comme  étant  sur  la  courbe,  ses 
coordonnées  étant  a'  et  b'.  On  mènerait  de  nouveau  la  tangente 
IP  et  le  rayon  de  courbure  DO ,  etc.  La  courbe  serait  alors 
remplacée  par  un  systciue  d'arcs  de  cercles  contigus.  Il  estmêm« 
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évident  que  Terreur  serait  moindre  qu'en  se  servant  des  tan- 
gentes seules ,  et  qu'on  pourrait  en  conséquence  prendre  les 
points  Cy  Dy  E.,.  plus  écartés  les  uns  des  autres;  ce  qui  rendrait 
les  constructions  moins  pénibles. 

837.  Si  l'équation  différentielle  proposée  est  du  2^  ordre, 
F{x ,  y,  y")  =  o;  après  avoir  choisi  de  même  un  point  arbi- 
traire C  pour  un  de  ceux  de  la  courbe,  il  faut  en  outre  prendre 
à  volonté  une  droite  quelconque  KC  pour  tang.  en  C\  cette 
double  condition  détermine  les  deux  constantes.  On  tirera  la 
valeur  de  y" y  et  par  suite  celle  du  rayon  de  courbure  R^  en  fonc- 
tion de  Xy  y  et  y' 'y  et  comme  ces  quantités  sont  connues  pour  le 
point  C  y  on  décrira  l'arc  de  cercle  CD ,  comme  précédemment 
Le  point  D  de  cet  arc  étant  supposé  sur  la  courbe ,  on  décrin 
sa  normale  DN y  en  menant  au  premier  centre  N  une  ligne 
droite.  Pour  le  second  point  D ,  on  connaîtra  donc  ses  coor- 
données a  y  b'y  et  la  valeur  de  y  qui  résulte  de  la  direction  de 
la  tangente  ID  en  D,  et  l'on  calculera  la  valeur  de  R  pour  ce 
point  D  :  prenant  OD=:R,  on  décrira  l'arc  DJE^  et  l'on  aura 
un  3®  point  JE ,  dont  on  connaît  les  coordonnées  et  la  directioa 
de  la  tangente;  et  ainsi  de  suite. 

Un  raisonnement  semblable  donne  le  moyen  de  remplacer  la 
courbe  par  une  série  d'arcs  de  paraboles  osculatrices. 

On  pourrait  aussi  appliquer  ces  principes  aux  équ.  différen- 
tielles du  3*  ordre;  mais  alors  non-seulement  il  faudrait  pren- 
dre arbitrairement  un  point  Cet  sa  tangente  KC,  mais  encore 
le  rayon  CN  du  cercle  osculateur  en  ce  premier  point,  ce  qui 
déterminerait  les  trois  constantes  arbitraires.  On  ne  pourrait 
ensuite  remplacer  la  courbe  que  par  une  suite  de  paraboles  dont 
le  contact  serait  du  3^  ordre.  On  en  dira  autant  des  ordre 
supérieurs. 

Concluons  de  là  que  toute  équ.  différentielle  entre  deux  va- 
riables peut  êire  construite  par  une  courbe  j  qui  a  autant  (b 
paramètres  arbitraires  que  d'unités  dans  l'ordre  de  féquation» 
Ceci  s'accorde  avec  le  n®  83 1 ,  où  Ton  a  prouvé  que  cette  éqn. 
A  toujours  une  intégrale. 


v 
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Des  Équations  des  ordres  supérieurs ,  et  en  particulier 

du  second  ordre. 

838.  Dans  les  cqu.  du  i*'  ordre,  on  a  pu  prendre  pour  prin- 
cipale telle  principale  qu'on  a  voulu,  sans  que  pour  cela  les 
procédés  d'intégration  exigeassent  des  modifications  :  c'est  un 
des  avantages  qu'offre  la  notation  de  Leibnitz  (n**  694).  Mais 
il  est  maintenant  indispensable  d'indiquer,  dans  chaque  équ., 
quelle  est  la  différentielle  qu'on  a  prise  pour  constante ,  et  d'y 
avoir  ^ard  à  cliaque  transformation  que  peut  nécessiter  le 
calcul. 

Si  donc  on  veut  que  âx  soit  constant ,  au  lieu  de  toute  autre 
différentielle ,  qu'on  a  regardée  comme  telle,  dans  une  équation 
donnée  ,  il  faut  modifier  cette  équ.  à  l'aide  de  la  théorie  connue 
(n*  6gi).  Ainsi ,  pour  ds.dy  =  ad*x,  ou  ax"  =  y,  on  a  pris 
pour  constante  as  =  {/(dx^  +  dy*);  donc  aisfx"  —  xs")  '=zy  h^\ 
pais  posant  a:^  =  i ,  on  a  x"  =  o,  s'*  =  i  +  y'*,  s^s"=:  y' y" , 

/«'•=  — ofi",  P-=L  —  ay\  ou  (dx*  +  dy)»=  — adaxl»j^, 

où  djc  est  constant.  Cette  équation ,  mise  sous  la  forme 

3 

^y"  +(i  +yO*  =Oj  ^a  bientôt  être  intégrée  (n®  840). 
Pareillement ,  pour  que  dr  soit  constant  au  lieu  de  àg  dans 

d*  V       \         X  .    • 

(djp*  4-  d^*)  -p^  =  - .  cos  -  ,  on  remarquera  que  cette  équation 

^uivaut  à 

d*  y dx^    I       X 

d;^~d?"-â^^^c' 

I  X 

4u'on  écrit j'"  =-  j!^ .  -cos-,  s  étant  toujours  variable  princi- 

c»  C 

H  y    ~~"  s  y  X  "^     I  X 

t*ale  ;  d'où  — — jr, — «^  =:  -7- .  -  cos  - ,  aucune  dérivée  n'étant 

s  •*  s  ^   a        c 

constante.  Enfin,  x'=  i  ,  donne  /*=  i  +  y*,  AV=:y'y', 
puis 
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^       I       *  j  ,        dx       X 

y'5=-co8-,     ou     dy  =  — cos-; 
-^         a       c  '  a        c 

dx  est  constant;  et  Ir  et  6  sont  les  constantes  arbitraires, 

v' =:  -  sin — 1-&,      d'oii      y;=:h  +  hx COS-. 

a       c  -^  a        c 

Ce  n'est  pas,  au  reste ,  qu'on  ne  puisse  quelquefois  préférer 
à  X  toute  autre  variable  principale  y  et  intégrer  ;  mais  par  la 
suite  ,  à  moins  que  nous  n'avertissions  du  contraire ,  nous  pren- 
drons toujours  dx  constant. 

83g.  L'équation  la  plus  générale  du  2*  ordre  a  la  forme 
F^y^y  y',  yyX)-=iO  ;  il  convient  d'examiner  d*abord  les  cas  par- 
ticuliers où  elle  ne  renfermerait  pas  les  quatre  quantités  j^'^jr^ 
y  et  X.  S'il  n'en  entre  que  deux  y  i'éq^.  peut  avoir  l'une  de  ces 
trois  formes  ^ 

F(y\x)  =  o,     F{y',y)  =  o,     F(y',y)  =  o. 

Quand  j'"  n'est  accompagné  que  de  y'  et  a?,  ou  de  y  et  y,  l'équ. 
est  de  l'une  des  deux  formes  : 

FQy",y',x)  =  o,     F{y',y',y)  =  o. 

Intégrons  d'abord  ces  cinq  cas  particuliers. 

I.  Si  Ton  Si  y"  =r  fx ,  comme  ^"dx  =  d^,  la  proposée  revient 
à  dy' =:^'.dx.  Soity'=X-f-  C  ,  l'intégrale  de  cette  équ.; 
comme  ydx  =  d^ ,  on  a 

ày  =  Xàx  +  Cdx  :     d  où    y  =  A  +  Cx  -j-fXdx. 
Soit,  par  ex. ,  à'^y  =adx*,  ou  dy  =  adx;   il  vient  d'abord 

y'r=c  +  ar,  ou  ày=zcdr +  axàx'y  enfia^  =  ^+cx  +  iûJî*' 

De  même  ,  soit  d'^  =  ax"djc* ,  ou  j/*  =  ax"  ,  ou  enfin. .  •  • 

dv'  =ax"dx:  on  trouve  y  =  -^  +  ex  + -r — ; — :•  Si 

n  =  —  I  ,  on  obtient^  =  ^  +  rx  -|-  axlx  ;  et  si  /i  =  —  2,  on 
a  y  =  -^  +  ex  —  alx. 
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Observez  que  le  calcul  cl-ilessus  s'applique  également  à 

yC'')=/x,     ou     d.jC— 0=/i:.dr,     doù    j^«-»  =  c  +  X 

II  ne  s'agît  plus  que  d'opérer  de  nouveau  comme  sur  la  proposée, 
li^'ntégrale  a  la  forme 

le  signe  2  désignant  n  intégrations  successives. 

II.  840.  SI  la  proposée  a  la  forme  F{y'',y')  =  o,  en  met- 

dy' 
tant  -T^  pour  ^*,  elle  devient  du  i"  ordre  entre  y'  et  x  ;  et  Ton 

en  tire  dr  =^'.dy.  De  plus,  comme  Ay  :=s y'dx ^  on  a 
ày  =  y  f* y  .  ày\  Ces  deux  équ.  étant  intégrées  ,  désignons- 
en  les  intégrales  par 

.r  =  ifcr  +  ^,    j^=:J\r+^; 

A  et  B  étant  les  constantes  arbitraires ,  M  et  N  des  fonctions 
connues  de  y.  On  voit  donc  qu'il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer 
y' entre  ces  équ.  (n°  882),  et  l'on  aura  l'intégrale  cherchée  avec 
ses  deux  constantes. 

Soit  ay"  +  (  i  +y •)  »  =  o  ;  on  trouve 

—  ad/  =  (i+yO«dx; 

d'où  dx=     ^-^,     d^= "^—^9 

(i  +  y»)*  (i+y*)* 


a/  ^  a 


puiB(n<>n77).  =  ^^---j_^^,       ^  =  ^  +  _^__^.. 

et  enfin  (,A  —  xy  +  {B  —yY  =  a\ 

Cette  intégration  donne  la  solution  de  ce  problème  :  quelle  est 
la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant,  ou  jR  =  a? 
Le  cercle  jouit  seul  de  cette  propriété. 

Ce  procédé  s'applique  à  tous  les  ordres ,  pourvu  que  l'équ. 
soit  de  laforme  F[yC">,y"-0]=o.  Ainsipour/'(y*,y)=o,on 
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la  ligne  demandée  est  formée  par  une  lame  élautiquê  qu'on 
courbe.  {Voyez  n"  89S.) 

Si  l'on  eût  Voulu  que  R  fût   une  fonction  donnée  X  ie 

Fabscisse  x,  on  aurait  posé  (i+J''*)*  =  Xj^".  Le  même  calcul 
aurait  donné 

Telle  est  la  solution  du  problème  im^erse  des  rayons  de  coût- 
bure. 

Soit  (i  +/•)  +  xy^y^^zzay  \/{i  +  y'»)  :  on  met  celle 
équ.  sous  la  forme 

dx  (  I  +  y'o + ^'fày  =  fldy .  v/(i + y*) 

qui  est  linéaire  (n°  817)  et  devient  întégrable  en  la  divisant  pir 
|/(i  +  J')*-  i^^y-  P'  4^3.)  On  trouve 

Mais  j^  =y^x  — /xdj',  devient 

__¥  -  ? Aii^y + \/('+y')\ 

il  ne  reste  pkis  qu'à  chasser  de  là  y,  à  l'aide  de  la  valeur  de  x. 
On   trouve ,  tout  calcul  fait ,  et  en  faisant ,   pour  abréger^ 

Enfin  2  (a*y*  +  **)y  =  *y  donne  l'équ.  homogène  (n®  8i5) 
2  (a*y*  +  af*)dy'=a:yd:r,  qu'on  sépare  en  posant  x'^y'z]  td 

dy  zdz 

3^        20*"+^*' 

On  intègre  par  log.,  et  il  vient 


I 


I 
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=fydjc,  lorsqu'on  met  pour  y  et  dx  leurs  valeurs  en  z, 
it  j'  =  J  c^z  (3a*  +  z*)  +  b.  Il  faudra  enfin  éliminer  z 
ces  valeurs  de  x.  et  de  y.-.- 

».  y.  Supposons  que  l'équatîon  du  2*  ordre  ait  la  forme 
,y',  j^) =0  ^  c.-à-d.  que  x  n'y  entre  pets.  La  substitution  de 
5ur  {A^  p.  44^)  de  y"  y  réduira  la  proposée  au  1*'  ordre 

y  et/- 
ex. ,  si  /==/(y V),on  trouve  yày=iy.f  (y', J'),  dont 

me  est  assez  simple. 

Si  l'intégrale  qu'on  obtiendra  est  résoluble  par  rapport  à 

i  sorte  que  y'  '=^fy  1  on  aura  dx  =  -^  =  ^ ,  et  l'on  en  con- 

aisément  oren^. 

Si  l'on  peut  tirer  j^  en  fonction  dey,  oiiy^szfy^^y = y'  àx 
îra 

assera  ensuite  /  de  l'intégrale  à  l'aide  de  y  "^^fy' * 
Enfin  9  si  ces  deux  cas  n'ont  pas  lieu  y  on  cbercbera  à  expri- 
/  et  y  en  fonctions  d'une  3*  variable  «,  et  yda:  =d^ 
ndra  Zix  =  Tàzj  etc. 
îqu. jk"  iyy  +  a)  =y  (i  +y'^)  se  çbange  en 

:p.4i6)     j^=fly+cv/(i+/o, 

it  ensuite  éliminer  y  entre  ces  équ.  On  trouve,  par  ez.> 
ue  c  =  o , 

a:  =  al(^);   d'oJi  y  =  C?. 
5qu.  ahy"  =  i/(y*  +  a*y*)  devient 

a6ydy=d>v/Cy+«y). 

a.  ag 
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Pour  intégrer,  on  (ettL^  =  *^  à  cause  de  Vhomogénéité,  et 

aura  a&sdy  —  abyi»  =  **dy  |^(a*  +  tf^)  ;  Péqualion  est  se* 
parablci  et  faisant  ensuite  (/(^^  -f-  a^)  =  to ,  on  en  tire  z,  ds^et 

Ton  svbatitue  ;  on  trouye  —  =:  «r-r ?  ;  il  sera  aisé  ffob- 

tenir  ^  en  fonction  de  t,  ainsi  que  y^  :  par  conséquent  au» 

xss  /  ^.  On  éliminera  ensuite  t. 

Soit  y^  +  jéy  +  Byz=zo^  j4  eXB  étant  constans :  on  aFéqi. 
homogëney dj/  +  ^yày  +  •^J'^J  =  o j  on  fait  )/  =  ytt\ 


d'oii 


d^^^__       — ttdtf  —  i«Im 


lîi 


i. 


en  désignant  par  a  et  &  les  racines  de  u*  -|-  Au  -f-  ^  =  o; 

-         dy      dy  —  dw 

puis  dx  ^=i  -4-  =  — ^  2=  , 

y        uy      (m  — a)  (w  — è) 

*^  ^y      j       •"  ^«     dy     z  j       —  du 

Donc        -^— fodxn: =^,     -i- — odr= , 

y  U'^o       y  U'-^a 

y  y 

enfin,  retranchant,  on  obtient,  pour  intégrale  complète^ 
y  (è  —  a)  =  —  m«**  +  n^* ,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 
y  =  Ce**  +  i>«**,  CetD  étant  des  constantes  arbitraires.        5 

Si  a  et  6  sont  imaginaires,  ou  a  s-i-     y^y/— i,  6=:ib-f-A^— »] 
on  trouve,. en  substituant  ci-dessus , 

Mettant  pour  6****^"'*  sa  yaleur  (Z ,  p.  187) ,  on  a 

yxsse^iC  cos  hx  +  D' sin  hx)  =  C  «**  cos  (hx +/)• 
Enfin  ;  si  a  r=:  &,  en  reprenant  le  calcul >  on  a 
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a 

-^  =  , ^.r-,  douyiu — a):=c€       "> 

^        (u—ay*  -TV/ 

dx  =  4=:-=^  =  7 --i     d'où     M  — a  =  — p-r: 

dînant  i^  —  a ,  on  trouve  enfin 

y  =?:  cc*C*+*)  (x  +  A)  =  Ctf«'  (X  4-  &)• 

^44  L'équ.y  +Py  +  Qy  =  o ,  P  et  Q  étant  dés  fonc- 
38  quelconques  de  x ,  sMntègre  par  une  transformation  très 
tple.  On  fait 

_  _    ^  "  *  disparaît  Le  calcul  est 

DC  réduit  à  l'intégration  de  l'équation  du  premier  ordre, 
4.(tt»+PM  +  Ç)dx  =  o. 

Par  exemple,  si  P  et  Q  sont  constans,  et  a,  &  les  racines  de 
-f-Pf^-f"  Q=o>  îl  cs^  évident  que  zi=a  et  i£=6  satisfont  à 
te  transformée:  donc  on  difuAx^=^ax'-\r7nf  ou  =:6x  -|-  t»,  et 

La  somme  de  ces  valeurs  de  y  satisfait  donc  à  la  proposée; 
isi  son  intégrale  complète  est,  a  cause  des  deux  constantes 
ritraires  C  et  £> ,  y  =  CV*  +  D^'. 

C^uand  les  racines  de  u^  -{-  Pu  -{-  Q  =  o  sont  imaginaires ,  ou 
si±h  |/ —  1 9  on  a  vu  (p.  4^^)  comment  ce  nl^ultat  prend 
Ibrme  y  =  C***  cos  {kx  +/)  :  et  si  les  racines  sont  égales  , 
faut  intégrer  Téquation  dw  +  («  —  a)*d*  =  o ,  qui  donne 

^i£d*=l(x  +  it)+ajr  +  J9,j^  =  /"^'=C*''(x  +  ife). 

I  retrouve  donc  ainsi  1rs  résultats  obtenus  dans  le  dernier 
emplc 

29.. 
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845.  Intégrons  l'éqn.  linéaire  on  dn  i*'  <]^gl^  en  y, 

P,  Q  et  R  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  seul.  Il  eit 
atsé  de  ramener  Fintégrale  de  cette  éqn.  à  celle  du  paragraphe 
précédent,  en  fisûsant  disparaître  le  terme  A  Pour  ceIa,fiÛ30iiS| 
comme  n*  8i7,j^  =  <&;  d'où 

y=:tz'  +  z/,   y''  =  tz''  +  !iz'^'i^zf. 

En  substituant  et  partageant  Féqn.  résultante  en  denx  autres» 
à  cause  des  rariables  t  et  s ,  on  a 

z^+Pz'+Qz^o.   .   .     (i), 


on 


d/+/(p+^)dx=^^.   .   .     (a). 


Supposons  que  la  i'*  soit  int^ée  (n**  844)  >  ®^  qu'on  en  ait  tiré 
la  valeur  de  s  en  a:  ;  la  a*  sera  linéaire  du  i**^  ordre  entre  /  ets, 
et  seraûicile  à  intégrer  d'après  ce  qu'on  a  tu  (n**  817)* 

En  changeant  n**  817,3^  en  /,  P  en  P  + ,  Q  en  —,  ont 

i«=/Pda?  4-  ak, 
é^^=z§r        .e*  =^.  £*(u**  4 19>  i^^O^cf^  ^AÎs^^t,  pour  abréger  y 

^  =  ^        ....     (3). 
Donc  on  a  fsVss/B^zdx, 

puis  ^  =  ^  =  « /(^-^/K^^dx^.    .    .     (4), 

La  double  intégration  que  renferme  ce  résultat  introduit  denx 
constantes  arbitraires,  et  par  conséquent  l'intégrale  complète  de 
la  proposée  permet  d'employer  pour  les  valeurs  de  s  et  ^  des 
fonctions  quelconques  de  x  qui  satisfassent  aux  éqù.  (i)  et  (3). 

Appliquons  ces  préceptes  a  j^*  +  2! Z  — s  -^ , 


EQUATI05S   DES   ORDRES   SUPÉRIEURS.  4^^ 

1  1         ^  a 


x'       ^  X"  X*—  I  • 

1*.  Féqu.  (i)  devient 

(n"  844)*  cette  équ.  est  rendue  homo- 
gène en  faisant  u^fT"^,  et  l'on  sépare  ensuite ,  en  posant 
xssffs  Çp?  8i5).  On  trouve 

on  n'ajoute  pas  de  constante.  Restituant  pour  f  et  «  leurs  va- 
leurs uT*  eiuXfOn  obtient 

a**.  D'un  autre  côté|  l'équ.  (3)  donne  f  =a?;  d'ob  l'on  tire 
flifzdx=sfaàx=zax+b,  et  l'équ.  (4)  devient 

X*  —  I  /*(gr  +  b)Tàx 

^~      X    J      (x'— !)•    • 

cette  dernière  intégrale  revient  (n*  577)  au  quart  de 
donc        ^  =  _f^+f?!^«l["cg^)]. 


a* —  i  m 


De  même/ j-j-  y  =  t^^,  donne  pour  Péqu.  (i)  , 

•       (a*—  i)z  .  ^  .  .    ^.  ' 

s  —  ^ — ^^      =  o  j  on  y  satisfait  en  prenant  £  =s  V/**"*"' . 

D^ailleurs  f  c=  i ,  et  fRçzàx  =f/ndx  =  mr  -f-  &î  donc 
r(mx  +  b)  dx I f    a      ^         mx  \ 

^~^J      0:-+'      —  I/o:-'  \"  ~ 5 ~ i"::rT/ 

846.  Lorsqu'en  comptant  ^,  a:,  dj',  dx,  et  d'^,  chacun  pour 
un  facteur,  l'équ.  est  homogène j  on  l'intègre  en  posant 
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y=iux^ày  =  yàxy  y'xz^z...  (i), 

tf  y  ^  et  s  étant  de  noayelles  variables.  En  eflPet,  la  transformée, 
dans  notre  hypothèse  ahomc^énéité,  aura  partout  x  en  facteur 
à  la  même  puissance ,  attendu  que  y  et  y'  sont  censés  être  des 
d^résy  o  et  -—  I  (n®  8i5).  Ainsi ,  la  division  dégageant  l'équ. 
de  la  variable  x,  elle  sera  réduite  à  la  forme  «  =  /*(  y',  it^ 
Or,  on  a  dy  =  yix  =:  uàx  +  xàu^  xày'  =  «dx, 

,  .  Ax  au  dy  dtf  ,^. 

(2)   ... —  =  -7 ,    ou -^=-7 ...    (3); 

I  X        y  — u  z        f — u         ^" 

mettant  ffour  z  dans  (3) ,  cette  équ.  est  du  i**  ordre  en  ^et  tf» 
et  on  l'intégrera  :  qu'on  tire  de  là  y  =  ^u ,  et  qu'on  substitue 
dans  (2),  cette  équ.  séparée  aura  pour  intégrale  Lr  =  4^ii^  il 
restera  à  éliminer  i^,  à  l'aide  de  j^  =  ux,  et  l'on  aura  l'inté- 
grale complète  ;  puisque  les  équ.  (3)  et  (a)  ont  introduit  chacune 
une  constante  arbitraire. 

Par  ex.,  xdyssAydx ,  on  xy'=y%  donne  Z'=y,  et  (3)  dei^t, 

dy  c/— w)=/d»,d'oiiy»=/(Mdy  +ydi*)=yw+ic. 

dx      dv' 
Or,  —  =  -^  donne  x  =  ay'  ;  ainsi ^  éliminant  y  entre  ces 

deux  intégrales ,  il  yient  oc*  —  aaxu  =  (?;  puis ,  éliminant  u 
de  y=:ux^  j;*  —  ^ay  =  C  est  l'intégrale  cherchée. 

847.  Soit  l'équ.  jiy  +  By'  + iCy»)  =  o,  dont  les  coef- 

ficiens  sont  constans;  faisons  y  =  ce^'^  d'où 

^  +  ^A+CA»+....  A:A»  =  o...   (M). 

Donc ,  si  l'on  prend  pour  h  les  n  racines  h  ^  k,  l^i» .  de  cette 
éq.,  et  pour  c  les  n  constantes  c,  c' ,  c"...,  la  proposée  sera  satisfaite 
par  toutes  les  valeurs  y  =  ce^y  ainsi  que  par  la  somme  de  ces 
quantités  :  l'intégrale  complète  est  donc 

S'il  y  a  des  racines  imaginaires,  elles  seront  par  couples^ 
A  =  a  ±:  i|/  —  I ,  et  deux  de  nos  termes  réunis  formeront 
#-'  (ce»*v:-i  4.  c^-*^K-') ,  qu'on  réduit  (équ.  L,  p.  187  )  à 


■SB 


ÉQUATIONS   1>BS  ORDRES   JSOPERIËURS.  4^^ 

«**  {m  C08  bx  +  n  sia  bx)  =  ke^  sin  (6a:  +  /). 

848.  Lorsque  Téqu.  {M)  a  des  racines  égales ,  (N)  n'est  plus 
qu'une  intégrale  particulière.  Que  hs=ky  par  ex. ,  les  deux  i*" 
termes  de  (JV)  se  réduisent  à  (c  -+-  c')  «** ,  où  c  +  c'  ne  compte 
que  pour  une  seule  constante ,  et  il  n'y  a  plus  que  n  —  i  arbi- 
traires. 

X**.  Si  toutes  les  racines  de  {M)  sont  égales  >  la  proposée  est 

hy  —  nh^'^y  + 1 71  (/i  —  i)  A»-»/. , .  ±:y)  =  o...  (P), 

puisque  {M)  revient  alovs  à  (A  —  h)*  =  0.  Or ,  soit  y  ^=:  ul 
d'oùy  =  u^  +  1u,y':==.u£'  +  liu'\'v!'i^ y'=uf+  3  etc^.., 
faisons  *=«**;  comme  /  =  /i«*'=  A^,  ^"  =  /**^...,  iC0  =  A7, 
on  trouve 

y  =  w/,  y  =  ^  (Ai«  +  ^')  >  J""  =  ^(^*^  +  ^^"'  +  «**)•  •  • 
j<0  =  t(^h^u  +  M-'u'  +  i  *(£— i)A'-V. .  .+u<^^). 

Substituons  dans  (P),  et  nous  aurons  une  équ.  dont  tous. les 
termes  s'entre-détruiront,  excepté  le  dernier  »C»);  donc  ttC")=ao, 
savoir  m  =  a  +  6»  -|-  c**. . .  +y3p"""*;  et  il  vient  pour  Pinte* 
graie  complète^  dans  le  cas  supposé  ^ 

y=:ut=:  (a  +  6*4- car*. .  .4-/i"^0**' 

a**.  Quand  l'équ.  (ilf  )  a  m  racines  ==  «,  elle  a  (A  — #)"*  pour 
facteur ,  sous  la  forme  A"  +  -^A"*""*  +  ^A"*""*  +...+#"•.  Com- 
posons l'équ. 

A^jr  +  Ah^-y  +  Bhr-^f. . .  ±:  y*»)  =  o. 

On  a  vu  que  l'intégrale  de  celle-ci  est  (a  -|-  6x. . .  +fx'^'^*)e*r. 
D'un  autre  côté,  la  proposée  est  satisfaite  par^=6*^**,  cV*... , 
valeurs  correspondantes  aux  n  —  m  racines  inégales  de  A  dans 
l'éq.  (Af).  Comme,  par  la  propriété  des  équ.  linéaires,  la  somme 
de  ces  solutions  doit  aussi  satisfaire  à  la  proposée,  l'intégrale 
complète  est 

j-=  (a  +  6a;. . .  +fx'^-')e*x  +  ce**  +  cV*  -f-  . . . 

^)  b. ,  .fye,c  , , .  sont  les  n  constantes  arbitraires  y  «^  A,  /. .  •- 
sont  les  racines  de  Véqti.  (^). 


456  CALCUL   INTÉGRAL. 

Ainai  pour  y  —  7.y'  +  ^y"  — ^  %^  +  J^''  =  o ,  on  trouve 
1  _  aA  +  a/i»  —  2/i'  +  A*  =  o  =  (  I  —  A)*  { i  +  ^O  > 
d'où  y  —  {a  +  hx)e*  +  rc'V'-"  +  de^"^ , 

849*  L*équation  Linéaire  de  tous  les  ordres  est 

■^y  +  ^y  +  Cy+  . . .  +  KyW  =  X. 

Supposons  que  X  désigoe  une  fonction  donnée  de  x ,  et  que 
ji,  B . , ,  soient  constans.  On  sait  toujours  réduire  l'intégration 
à  la  résolution  des  équ.  par  le  procédé  suiyant^  que  nous  appli- 
querons seulement  au  2*  ordre  : 

Jy  +  By+Cy'  =  X. 

Soit  é^^'dx  le  facteur  qui  rend  cette  équ.  intégrable  :  comme 
Xe^^'àx  est  la  différentielle  d'une  fonction  de*,  telle  que P, 
le  i**  membre  r"**d*(y/y  +  By'  +  Cy")^  est  anssi  celle  tfonc 
fonction  de  la  forme  e'^^Çay  +  by'-).  Différencions  donc  ce  ré- 
sultat f  et  comparons  terme  k  terme ,  nous  aurons  ' 

—  ha=:Aj  —hb  +  a=iB,  h=.C^ 

j 
d'où  ^  +  i?A+CA«  =  o,     a  =  — -,    h=C. 

La  constante  inconnue  A  est  l'une  des  racines  de  la  i^*  de  ces 
équ.;  les  deux  autres  donnent  a  et  6 ,  et  l'intégrale  du  i**"  ordre, 

11  faudra  de  nouveau  opérer  sur  cette  équ. ,  ou  plutôt  mettre 
pour  A  les  deux  racines  K  et  A",  puis  éliminer  y'  entre  les  deui 
résultats,  ce  qui  donnera  l'intégrale  complète  (n**  882). 

Pour  l'équation  du  degré  n^  le  même  raisonnement  prouve 
que  A  est  racine  de  l'équ. 

AJ^Bh  +  Ch\  . .  +  A7i»  =  0, 

et  autant  on  connaîtra  de  ces  racines,  autant  on  aura  d'inié* 
grales  de  l'ordre  n  —  i ,  de  la  forme 
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entre  lesquelles  on  éliminera  un  nombre  égal  de  quantités 
yC»— 0,  ^C«— O. . .,  ce  qui  réduira  le  problème  à  un  ordre  d'au- 
tant moindre^  ou  même  fera  connaître  l'intégrale  complété ,  si 
l*on  a  toutes  les  racines  h.  {^Foyez  le  Calcul  intégr,  d*Eulerj 
t.  II  ^  p.  4o2.)  On  a 

A       ,       a—B  b^C  ,      k  —  L 

Élimination  entre  les  Équations  différentielles. 

85o.  Si  l'on  a  deux  équ.  entre  Xy  y  et  t,  l'élimination  de  t 
conduira  à  une  relation  entre  x  eXj"j  mais  si  ces  équ.  sont  dif- 
férentielles, ce  calcul  exige  des  procédés  nouveaux. 

{Mx+Ny)^t  +  Pix+  Qiy  =  rAt, 
{M^x  +  N^)àt  4-  P,Ax+  Qfiy  =  r^d^ 

étant  les  équ.  les  plus  générales  à  trois  inconnues ,  éliminons  Ajr^ 
divisons  par  le  coe£Bcient  de  Ax,  et  faisons-en  autant  pour  d^  ; 
nos  équ.  seront  mises  sous  la  forme  la  plus  simple 

(ax  +  by)At  +  Axz=iTAt, 
(ax  +  b'y)At  +Ay  =  Sdù. 

Nous  supposerons  ici  que  les  coefficiens  sont  constans ,  et 
T* ,  S  des  fonctions  de  t.  Multiplions  la  2"  par  une  indéter- 
minée  Ir^  et  ajoutons  à  la  i*^",  nous  aurons 

(« + «'*)  (  X + ^i^j.y  yif + (j* + %) ={T+ sh)di. 

Gela  posé ,  il  est  TÏsible  que  le  2'  terme  àx  -\-  kày  serait  la  dif- 
férentielle du  I*'  ,  abstraction  faite  de  (a-\-at)dt,  si  l'on  avait 

l  =  ^-±^t  ou  a'i'  +  (a  -b')h  =  b. 
a  -^  a  k 

Prenant  pour  k  l'une  des  racines  de  cette  équ. ,  l'on  aura 
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ou  (a  +  a'k)ude  +  du  =  (r  +  Sk)de, 

en  faisant  x  'j^  ky  s=s  u.  Il  sera  «îsé  d'intégrer  cette  éqaatioi 
linéaire  (n*  817) ,  et  d'en  tirer  la  yaleur  de  i^  en  fonction  de  i, 
on  «  -f-  ity =/^;  on  mettra  tour  à  tour  pour  k  les  deux  radiiei 
de  notre  équ.,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  t  entre. lei 
résultats. 

Si  les  racines  de  k  sont  imaginaires ,  on  remplace  les  expo- 
nentielles par  des  sio.  et  cos.,  comme  n***  843  et  844-  £t  si 
elles  sont  ^ales ,  on  n'obtient ,  il  est  vrai  ^  qu'une  seule  inté* 
grale  entre  x ,  y  et  /  ;  mais  en  tirant  la  valeur  de  l'une  de  ces 
variables,  et  substituant  dans  l'une  des  proposées,  on  doit  in- 
tégrer de  nouveau  l'cqu.  résultante  à  deux  variables. 

85i.  Si  l'on  a  trois  équ.  et  quatre  variables  ^r,  y^  z  et  ii 
pour  éliminer  s  et  ^,  et  obtenir  une  relation  entre  x  et  y^oa 
posera 

(or  +by  +  cz)iit  +  dx  s=  Td/, 

(a'x  +  b'y  +  cz)dt  +  dy  =  Sdi, 

{a"x  +  b"y  +  cz)dt  +  d«  =  Rdt. 

Nous  supposons  que  T^  S  et  R  sont  fonctions  de  t  seul;  et 
que  les  autres  coefficiens  sont  constans.  Pour  opérer  de  même, 
multiplions  la  2^  par  k  et  la  3*  par  lyketl  étant  deux  indéte> 
minées;  puis,  ajoutant  le  tout,  mettons  le  résultat  sous  la  forme 

+  dx  +  kdy  +  ldz=  (T  +  Sk  +  lil)dt. 

Or,  il  est  clair  que  la  partie  renfermée  entre  les  crochets  aura 
pour  difiPérentielle  dx  +  kdy  +  Idz ,  si  l'on  détermine  ^  et  it  par 
les  conditions 

h  +  b'k  +  b"l_^       c  +  c'k  +  ct  _. 
a  +  a'k  +  a"l~    '     a  +  a'k  +  a"l~    * 

doue,  si  Ton  fait  x  '\'hy  -f-  /s  =  i^ ,  on  aura 
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(tf  +  a'k  +  a''l)i^t  +  du  =  {T  +  Sk'i-Rl)dt. 

Intégrant  cette  équ.  linéaire,  il  Tiendra  u  en  fonction  de  /, 
oux'^ky'^'  Iz  '=^ft\  et  comme  i&  et  /  sont  donnés  par  des  équ. 
du  3*  d^ré,  en  en  substituant  les  racines  dans  cette  intégrale, 
elle  donnera  trois  équ.  entre  x^y^  t  et  z,  qui  serviront  à  élimi- 
ner ^  et  z« 

852.  Si  l'on  a  les  équ.  du  2*  ordre 

dy  -f.  (adj-  +  bdx)dù  +  (rj-  +  gx^it*  =  Tde, 
d*x+  (a'dy+b'dx)dt+  (c'y  +g'x)dt^  =  Sde% 

on  fera  d^  =  pdt,     àx  =  qdt^ 

et  Ton  aura  dp  +  (ap  "^  bq  -i-  cy  -4-gj;)d^=  Tdij 

dq  +  {ap  +  b'q  +  c'y  +gx)dt=s  Sdt  ; 

on  aura  donc  quatre  équ.  entre  les  cinq  variables/?,  q,  x,  y  et  t* 
et  on  les  traitera  par  le  procédé  expliqué  ci-dessus.  On  voit  que 
ce  genre  de  calcul  s'applique  en  général  aux  équ.  du  i*^  degré 
et  de  tous  les  ordres ,  quel  que  soit  leur  nombre. 

Quelques  Problèmes  de  Géométrie. 

853.  Lorsque f  dans l'équ.  F{x  ^y,  c)  =  o  d'une  courbe ,  la 
constante  c  est  arbitraire ,  et  qu'on  lui  attribue  successivement 
toutes  les  valeurs  possibles ,  on  a  un  système  infini  de  lignes. 
On  nomme  Trajectoires  les  courbes  qui  coupent  celles-ci  sous  le 
2néme angle;  en  sorte  que  si,  par  ex., la  trajectoire  est  Orûio^ 
^nale ,  en  menant  des  tangentes  à  cette  courbe  et  à  la  courbe 
variable ,  à  leur  point  d'intersection ,  ces  tangentes  soient  à  an* 
gles  droits. 

Voici  le  moyen  général  d'obtenir  l'équ.y*(a?,.y)=:o  des  trajec- 
toires^ Soit  F(F,  X,  c)=:o  l'équ.  de  la  courbe  mobile,  à  raison 
du  paramètre  variable  c.  Pour  une  valeur  de  o  ,  cette  courbe 
prend  une  situation  déterminée  AM  (fig.  6i)  :  menons  des 
tangentes  à  cette  ligne  et  à  la  trajectoire  DM  en  leur  poi 
commun  ilf  s  Y'  et  y  en  fixeront  les  inclinaisons  sur  l'axe  dfll 
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et  l'angle  T^ilf  7  qu'elles  forment  entre  elles  a  pour  tangenle 
y'  —  Y' 

(i  +  ry)a  +  r-y  =  a (i>, 

II  faut  jcl  remplacer  Y  et  X  par  j^  et  x,  parce  qu'il  s'agit  d'on 
point  commun  aux  deux  courbes  :  a  est  une  constante  ou  une 
fonction  donnée.  Le  raisonnement  du  n^  4^a  démontre  que» 
l'on  élimine  c  entre  cette  équ.  et  celle  FCj»,  x,  c)  =  odeIa 
courbe  coupée,  et  qu'on  intègre ^  on  aura  celle  de  la  trajectoire 
Si  elle  est  orthogonale,  on  trouve  simplement,  au  lieu  de  (i}9réq. 

1  +  yy^  =  o. . . .  (2). 

Par  ex. ,  si  l'on  demande  la  courbe  qui  coupe  à  angle  droit 
une  droite  qui  tourne  autour  de  l'origine,  F=  cX  donnera 
Y'  =  c ,  et  l'équation  (2)  deviendra  i  +  ry'  =:  o  :  éliminaot  c 
à  l'aide  dej'  =  c r ,  on  trouve  xdx+ydj'=o  j  d'oJi  a:*-f^*=5^. 
Donc  la  trajectoire  pst  un  cercle  de  rayon  arbitraire. 

Mais  si  la  droite  doit  être  coupée  sous  un  angle  donné,  dont 
a  est  la  tangente ,  le  même  calcul  appliqué  à  l'équ.  (i)  donne; 
pour  la  trajectoire,  cette  équ.  dififér.  homogène  (n*  81 5) 

j^+ax=:y  (x  — ay); 

^'o"  al  (c  \/x^  +y'')  =  arc  Aang.  =  ^^ , 

équ.  qui  appartient  à  la  spirale  logarithmique  (n*  4?^)  '  ^^"^^ 
qu'on  peut  s'en  convaincre  en  traduisant  cette  relation  en  coor< 
données  polaires  (n*  385). 

Pour  l'équ.  X"*!^"  =  c,  qui  appartient  aux  hyperboles  et  pa- 
raboles de  tous  les  ordres,  le  même  calcul  don  ne  l'équ.  homogène 
{nx  +  cLmy)y'  =  anx  —  my.  Quand  la  trajectoire  doit  être  or* 
thogonale,  ^nyy  =  nx  ayant  pour  intégrale  my^  —  no^  =  A^ 
cette  courbe  est  une  hyperbole  du  a*  degré^  ou  une  ellipse, sui- 
vant que  l'exposant  n  est  positif  ou  négatif. 

La  trajectoire  orlliogonale  du  cercle  qui  a  pour  éqaatiofi 
^*=2cjf  —  a:',  est  un  autre  cercle  dont  Téqu.  esl^*+**=-4r' 


z 


\ 
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Oo  le  construit  en  prenant  pour  centre  un  point  quelconque  de 
l'axe  des  y  ^  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  à  l'origine. 

854.  Lorsqu'on  se  propose  de  trouver  une  courbe  dont  la 
soutangente  ou  la  tangente. .  •  •  soit  une  fonction  donnée  ^  de 
a:  et  de  j^,  il  suit  des  formules  (n®  722)  qu'il  faut  intégrer  1  s 
équ.  y  =y^,  y\/k^  +y*)  =y^«  *  •  •  C'est  pour  cela  qu'on  a 
donné  le  nom  de  Méthode  inperse  des  tangentes  à  la  brandie 
de  calcul  qui  est  relative  à  l'intégration  des  éqU.  du  1*^  ordre 
entre  x  eiy^ 

En  voici  quelques  exemples. 

Quelle  est  la  courbe  dont  en  chaque  point  la  longueur  n  de 
la  normale  et  l'abscisse  ^du  pied  de  cette  droite ,  ont  entre  elles 
une  relation  donnée  n=Fxl  Puisque  (n®  722)  on  a  ^  =  a:  +  yy' 
et  n=y^{i  +y'),  il  est  clair  que  le  problème  proposé  se 
réduit  à  intégrer  Véq\x.y\/(^i  +  y^  =  F(^x  +  yf). 

Si  l'on  veut  que  ti  et  ^  soient  les  coordonnées  d'une  parabole^ 
dont  2/>  est  le  paramètre,  il  faut  que  n*  =  2.pt ,  d'où 

Pour  intégrer  cette  équ.,  résolvons-la  par  rapport  à  yy  ,  puis 
divisons  tout  par  le  radical ,  nous  aurons 

or,  le  I*'  terme  est  visiblement  la  dérivée  de  V/(jP*4*^P^— y)  ; 
donc  V/(p*  +  2/?x — y^)  =a  —  x,  S\  l'on  carre,  on  obtient, 
en  mettant  c  au  lieu  de  la  constante  arbitraire  a  +i'9 

La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est  en  un 
lieu  quelconque  de  l'axe  des  x ,  et  dont  le  rayon  est  moyen 
proportionnel  entre  2p  et  la  distance  de  ce  point  k  l'origine. 
C'est  ,-aa  reste,  ce  qui  est  d'ailleurs  visible. 

Mais,  outre  cette  multitude  infinie  de  cercles  qui  satisfont  au 
problème ,  il  y  a  encore  pour  solution  une  parabole  ;  car ,  en 
remontant  anx  procédés  des  n®'  828  et  827 ,  on  trouvera  l'éqa« 
singulière  y  ^  2px  -l-p^  Il  est  facile  dé  vérifier  (comme  on 
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Ta  Ta  n*  8249  3^0  V^^  ^^^  parabole  résulte  de  Pintersection 
continuelle  de  tons  les  cercles  successifs  compris  dans  la  sola- 
tioQ  générale. 

855.  Trourer  une  courbe  telle ,  que  les  perpend.  abaissées 
de  deux  points  fixes  sur  toutes  ses  tangentes  forment  un  rec- 
tangle constant  =  t.  Prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  qui  joint 
les  deux  points ,  l'un  étant  à  l'origine,  et  l'autre  distant  de  2a: 
le  n^  374  fait  connaître  les  expressions  des  distances  de  ces  deux 
points  à  la  tangente,  qui  a  pour  équ.  V — jr^=y  (JX '^ x)yîi 
l'on  trouve 

(aa/  +  jf  - yx)  (y  —y'x)  =  it(i  +  / •) ....  (i). 

Cette  équ.  s'intëgre  en  la  différenciant  d'abord  ;  y"  est  facteur 
commun ,  et  l'on  troure  y"  z=l  o  y  et 

— a:(aay  +  jf  —  yx)  +  {y—y'x^  (aa— x)  =  aifry. . .  (2);; 

la  1'^  donne  y  -ssiCy  qui  change  la  proposée  en 

ce  sont  les  équ.  de  deux  droites;  et  il  est  aisé  de  s'assarer 
qu'elles  répondent  en  effet  au  problème.  Le  nombre  des  droites 
comprises  par  couple  dans  cette  relation  est  d'ailleurs  infini. 

Quant  à  l'équ.  (2),  si  l'on  en  tire  la  valeur  de  y\  et  qu'on  la 
substitue  dans  (1),  en  changeant  x  en  a*  -f-  <'>  on  a 

y\a^  +  it)  +  x»  =  h[a^  +  h). 

On  trouve  donc  une  ellipse  qui  a  pour  foyers  les  points  fixes 
donnés ,  et  pour  demi-axes  V/(>t +  a*)  et  \/h.  Cette  courbe  est 
une  solution  singulière  du  problème,  et  résulte  de  l'intersection 
successive  des  droites  comprises  dans  l'intégrale  complète. 
On  pourra  s'exercer  encore  aux  questions  suivantes  : 
Trouver  une  courbe  telle ,  que  toutes  les  perpend.  abaissées 
d'un  point  donné  sur  ses  tangentes  soient  égales. 

Quelle  est  la  courbe  telle^  que  les  lignes  menées  à  deux  points 
fixes,  d'un  point  quelconque  de  son  cours,  soient  également  in- 
clinées sur  la  tangente  ? 
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V.    INTEGRATION   DES    ÉQUATIONS   QUI   RENFERMENT   TROIS 

VARIABLES. 


Équations  différentielles  totales. 

856.  Puisque  l'équ.  àz  =3/>(Lc  +^4y  '^^^^^  de  lai  somme 
des  dérÎTées  (n®  704)  de  z  =f[x,y),  prises  relativement  à  x 
et  y  considérées  comme  variables  indépendantes ,  on  en  conclut 
que  les  fondions  de  a:  et  j^  représentées  par  je?  et  q  doivent  être 
telles  y  qu'on  ait  (n°  703) 

Si  une  équ.  proposée  satisfait  à  cette  condition ,  on  idtégrera  la 
différentielle  exacte  p^x  +  qdy^  par  le  procédé  du  n^  819;  le 
résultat  sera  la  valeur  de  a  ouy(x,  y).  C'est  ainsi  que,  d'après 
l'ex.  I,  p.  4î^o,  l'on  voit  que  l'intégrale  de 

dx 

est  zz=zby  +  àx-{'lc{x+  V^i+a?). 

857.  Si  l'équ.  différentielle  proposée  est  implicite, 

Pdx  4-  Qày  +  -Rd«  =  o; 

P'^  ^  .et  jR  étant  des  fonctions  de  »,  j^  et  z,  on  pourra  la 
mettre  sous  la  forme  dz  =  pix  -f-  qày,  en  faisant 

p  n 

/)=:  ——,     g.=  —  •—.  Pour  reconnaître  si  la  condition  (i) 

est  remplie,  comme/?  contient  z  qui  est  fonction  de  ^r  et  v, 
'pour  obtenir  le  premier  membre  de  l'équ.  (i) ,  il  ne  faut  pas  se 
borner  à  regarder  x  comme  constant  dans/?,  et  y  comme  varia- 
ble^  il  faut  en  outre  faire  varier  z  par  rapport  li  y  >  d'o&  (a*  iftkjf^ 

-i^.  -L.  ar .  -i  - ,  à  cause  dé  ar  =s  -r-.   On  eh  dira  autant  dé  a  relà:< 

d^    '    ^    d*  d^  *   .:    M* 
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tivemeat  à  x;  on  a  donc ,  au  lieu  de  la  condition  (i)| 


ip  àp       âq         Sq 


dy 
Remettaot  pour/>  et  q  leurs  Taleora,  oa  a 

éqn.  qui  exprime  que  z  est  une  fonction  de  deux  Tariables  in* 
dépendantes ,  auxquelles  elle  est  liée  par  une  seule  éqn. 

858.  Soit  Fie  facteur  qui  rend  Téqu.  Pdx+Qdy+Rdz:^o, 
la  différentielle  exacte  àef{x,  yyZ)z=zo,\\  suit  des  principes 
développés  (p.  298]^  que  si  l'on  fait  a:  constant^  ou  dj:  =  o, 
Téqu.  FQcly +  F/lda=o  doit  être  une  diflFérentielle  exacte 
entre j^  et  zi  on  doit  en  dire  autant  pour  dj^  =  o  et  dz=o; 
d'où  l'on  tire 

d.TOd.FQ      d.FP_A.FR      d.FQd  FP 
dy  d&'        dz  dx   ^        dx  dy   * 


ou 


W^-'#!  =  ç 


dF 


i  dy         dz  )         *■  da 

1  dx'         dy  )  dy      ^ 

Or,  si  l'on  multiplie  respectivement  ces  équ.  par  P,  Q  et  jR, 
et  qu'on  les  ajoute  ^  les  2*'  membres  se  détruiront ,  en  sorte 
que  le  facteur  commun  F  disparaissant,  on  retombera  sur  la 
relation  (2);  donc  on  ne  peut  espérer  de  rendre  la  proposée 
intégrable  à  l'aide  d'un  facteur  F,  qu'autant  que  la  condition  (2) 
est  satisfaite.  Toute  équ.  entre  deux  variables  est  intégrablei 
au  moins  par  approximation ,  tandis  qu'il  n'en  est  pas  de  même 
des  équ.  à  trois  vaiûables  ou  plus. 

359.  Si  les  différentielles  passent  le  i"  degré,  voici  ce  qui  a 
Ken.  Quelle  que  soit  l'intégrale  cherchée ,  en  la  dififérenciant,  il 
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si  clair  qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme  Pdx'\'Qdy'i-Rdzr:=i  o, 
i  laquelle  la  proposée  doit  être  réductible;  donc,  si  l'on  ré- 
out  la  proposée  par  rapport  à  ds>  les  àx  et  dy,  ne  doivent  pas 
leiaeurer  engagés  sous  le  radical:  elle  n'est  donc  intégrable 
[u'autant  qu'elle  est  décomposable  en  facteurs  rationnels.  Pour 

uidac^  +  £dy*  +  Cdz^  +  JDdxdy  +  Edxdz  +  Fdydz  =  o , 

e  radical  compris  dans  la  valeur  de  dz  est 

l/[  (£:•—  4^C)  dx^+:i(^EF—!iDC)dxdy+  (F'^^BC)  dy]i 

3n  le  soumettant  à  la  condition  connue  (n**  i38},  on  trouve 
(^EF—nDC)*—  (E*-  4^C)  (F^-.4i5C)  =  o. . .     (4). 

Sî  cette  équ.  est  satisfaite,  on  aura  à  intégrer  deux  équ.  de  la 
forme  Pdx  +  Qdy -j- Rdz  =z  o ,  dont  la  proposée  est  le  pro- 
duit. 

860.  Pour  intégrer  Pdx  -f-  Qày  +  Rdz  =  o ,  lorsque  la  con- 
clîtion  (à)  est  remplie,  on  regardera  comme  constante  l'une  des 
variables,  telle  que  Z]  puis  on  intégrera  Pd.v-f-  Çdj^s=o.  Soit 
f{Xiy^ZyZ)-=iO  l'intégrale,  Z  étant  la  constante  arbitraire 
qui  peut  contenir  z  :  on  différenciera  cette  équ.  complètement, 
et  l'ou  comparera  à  la  proposée;  il  devra  eu  résulter  pour  dZ 
hdc  expression  indépendante  de  x  et  j^ ,  fonction  de  zei  Z  seuls; 
l'intégration  fera  connaître  Z,  Ce  procédé  résulte  des  principes 
mêmes  de  la  différentiatîon  des  équ.  (ja?  704). 

I.  Soit  dx{y  +  z)+dy(x  +  z)  +  dz  {x  +y)  =  o  ;  en  fai- 
sant ds  =  o ,  on  a  djp  Qy  +  *)  +  dj^  (*"+•*)  =  ^  >  dont  l'inté^ 
grale  (n*  81 3)  est  {x  +  z)  (y  +  z)z=:Z.  Différencions  ce 
résultat,  et  comparons  à  la  proposée ,  nous  aurons  dZ=  ^zdz, 
d*oùZ^  =  «*4"^«  Donc  r  intégrale  demandée  est  xa+J'*+ ^==  c . 

II.  Avant  de  traiter  l'équ.  zdx  -f  xdy  -+  jdz  =  o ,  on  la  sou- 
mettra à  \jL  condition  (2)  ;  et  comme  «  +  J^  +  ^  ^^^  P^  nul , 
oa  voit  que  l'équ.  n'est  pas  intégrable.  Si  l'on  exécutait  le  calcul 
indiqué  pour  l'intégration,  on  trouverait  que  Z  ne  peut  être 
d^agé  de  x  çX  y. 

III.  Pour  [a:(x-a)-f.jK(j'-*)3<l^— («-OC^dx+j'd^), 

2.  3o 
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la  même  chose  a  lien;  à  moins  que  a  et  &  ne  soient  nuls.  Dam 
ce  cas,  on  a  (**+y*)d^=(«  —  c){xdx +ydy)'j  cm  int^e 
en  faisant  cU=o;  d'oi  **-f-j^*=Z*.  Dîfi%t*enciant  et  com- 
parant à  la  proposée  I  on  trbUTe  Zd2a=(s-— c)dLZ;  d^oii 
Z  =  A(^z  —  c).  Ainsi  l'intégrale  est  x*  -}-  ^*=  ^*  Qt  —  c)*. 
IV.  Soit  encore  proposée  l'éqa. 

£n  faisant  dz  nul ,  on  doit  int^er 

djc  ,  dy  ,,  , 

oc^+xz  +  z*'*'  j^+yz  +  z^'^^'  ^^ 

ouO       arcrtang=    /"  +  ^  + ^^^^^-)  =  i.V/3.A 

Puisque  cet  arc  est  une  fonction  de  s ,  sa  tangente  Test  aussi,  et 
l'on  peut  poser  y  en  faisant  le  dénominateur  =  f , 

2*  —  zx  —  aj-  —  2.xy  ^  '"     K  )' 

Différenicions  cette  équ.,  chassbns  le  dénominateur  ^,  et  com- 
parons à  la  proposée  multipliée  par  az\  comme  les  termes  en 
âx  et  dy  sont  les  mêmes  des  deux  parts ,  on  égale  entre  eux 
les  autres  termes^  savoir  : 

!i{x*+xy+y^)zdz=^:L{z*x+zy+iixyz+xy+y^x^àz-'fAZj 
ii{j(^z+3xyz+y''z+z''x+zy+xy+y^x)dz+(p^.dZ=zo. 


(*)  On  trouve  soayent  des  formoles  dans  lesquelles  on  doit  ajonter  des  «ici 
donnes  par  leurs  taog.  Soit  arc  (tangr==«t}  -f-arc  (tang=^)  ;  m  et  n  désignant 
CCS  deux  arcs,  ou  et=tangm,  /8=tang/Sy  il  s*agît  de  tronyer  l'expression 
de  l'arc  m^-n.  On  a  (ëqu.  K,  n«  SSg) 

lang  (m  +  «)  =  — — ^  i    d'où  m -h /t  =  arc  T  tang  =  *      -^J» 
C'est  ainsi  qn^on  a  réduit  IVqn,  ci-dessus. 


1. 
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ettons  pour  ^  sa  valeur  tirée  de  (a) ,  et  supprimons  le  facteur 

^xy  +yM  +  x%)Z^àz  +  (2:  -^y  +  M)M^^dZ  sss  o. 

est  cette  équ.  qui  est  destinée  à  donner  Z  en  s,  et  qui  doit 
pas  contenir  x  et^%  On  tire  de  (a) 


xz 


ibstituant,  on  trouve  que  2Z(a*  —  ary)  est  facteur  commun  ^ 
Ton  a  Z(Z  —  i)da  +  «.dZ  =  o;  donc 

d«  dZ  dZ  CZ  rr  ' 

ÎW=   r-. 


Z  Z— I*     '"Z—i' 


^ec  cette  valeur  de  Z,  Téqu.  (a)  est  l'intégrale  demandée, 
'on  peut  écrire  jpy + *« + J* = ^(* + y + ^)' 

86x  •  Si  la  condition  (2)  n'est  pas  satisfaite^  en  suivant  le  pro^ 

dé  <|n'on  vient  d'indiquer^  dZ  ne  peut  plus  être  exprimé  en  z 

Z  seuls.  Fêtant  le  facteur  qui  i^nd  iat^rable  Pdv-f-  Qày^ 

u^Z  l'intégrale  de  FPAx  +  FQAy\  comparons  ]a  dilTéren» 

Aie  de  m4-Z  =  o  avec  FPAx  + FQày'\»FRàz;s::o'j  nous 

Mivons 

oit         dZ  ^ 

u^Z^=:o^    V*  +  -j=^  ï=  x'Ti-. * . . .-      (5). 

y  et  z  entrent  ici  y  en  sorte  qu'on  ne  peut  en  tirer  Z ,  ni  l'in- 
p*ale  demandée  u-|-Zs=o,  comme  cela  arrive  quand  la  con- 
!:ion  d'intégrabilité  est  remplie.  Il  n'en  résulte  pas  moins  que 
4*Z=o  satisferait  à  la  proposée  et  en  serait  l'intégrale,  si 
n  déterminait  Z  en  fonction  de  2 ,  Zseb^js  ^  de  manière  ù 
»^  €in  même  temps  la  relation  (5).  Or,  on  a  vu  (n^.704) 
e ,  dans  la  difiPérentiation  des  équ. ,  on  suppose  tacitement 
e  les  variables  x  etjf  «c«t  dépendantes,  ea  vertu  d'^ne  rela- 
>n  arbitraire  ^ui  les  lie  l'une  à  l'autre.  Dans  le  cas  actuel ,  on 
peut  intégrer  sans  établir  cett^  dépendance  :  on  voit^^pie,  si 
n  pdie  Z,7a^,  le  8y5të9»e  de  nos  deux  équ. 

3o.. 
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U  +  fE=ZO^     T-  +^'«  =  F/l.  ...        (6) 

flatisfait  à  la  proposée,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme  de  la 
fonction  f . 

Les  éqn.  qui  ne  satisfont  point  à  la  condition  d^intégrabOifé 
étaient  autrefois  appelées  Absurdes  :  on  établissait  en  prin- 
cipe qu'elles  ne  signifiaient  rien,  et  qu'un  problème  susceptible 
de  solution  ne  pouvait  jamais  conduire  k  ces  sortes  de  relationi, 
quon  prétendait  équivaloir  aux  imaginaires.  Monge  prouva  que 
cette  opinion  est  fausse,  en  donnant  la  théorie  précédente. 

Si  l'on  cherche  une  surface  courbe  qui  remplisse  certaino 
conditions,  lesquelles,  traduites  en  analyse,  conduisent  à  une 
ëqu.  différentielle  entre  les  coordonnées  x,  y  et  x ,  les  points 
de  l'espace  qui  satisfont  au  problème  sont  donc,  dans  le  ca 
présent,  non  pas  ceux  d'une  surface,  mais  ceux  d'une  courbe  à 
double  courbure ,  parce  que  Téqu.  ne  peut  exister  qu'en  se  par- 
tageant d'elle-même  en  deux ,  ainsi  que  cela  s'est  souvent  ren- 
contré d'ailleurs  (n^  ii?,  533,  £76).  Bien  plus,  commet 
est  arbitraire ,  ce  n'est  pas  une  seule  courbe  qui  répond  aa 
problème ,  mais  une  infinité  de  courbes  soumises  à  une  loi 
commune. 

Ainsi ,  pour  zdx  -f-  xày  +  yiss  =  o,  on  trouvera 

d'où  y  +  z\x'\'Çz=::Oy     ]x  ^^^z^nyx^^ 

pour  les  équ.  (6)  dont  le  système  satisfait  à  la  proposée,  quelle 
que  soit  la  fonction  ç» 
Dans  Vex.  III  du  n°  860,  on  a 

R  =  ^x(x — a) — yiy^b),  F=(st-c)^';  donc 
**+y+  2^«=o,  iz  —  c)  1>'z+x(x—a)  +y  {jT^h)  =0. 

Équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre» 

86^.  Soit  l'équ.  iz  =:/>d»  +  qdy-y  p  et  q  sont  les  différen- 
tielles partielles  de  s ,  par  rapport  à  at  et  y  respectivement. 


S 
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Nous  ayons  donné  les  mourons  de  remonter  de  cette  équ.  à  son 
înt^rale  *^=f(Xfy)i  proposons-nous  maintenant  de  trouyer 
Péqu.  at:szf(m,  y)  par  la  seule  connaissance  de  l'un  des  ooeffî- 
ciens/i  et  ^;  ou  d'une  relation  entré  eux. 

Prenons  d'abord  le  cas  où  q  n'entre  pas  dans  la  relation,  savoir» 
fÇ^p,  Xfyf%)=:o,  On  sait-  que  les  yariables  x  eX,  y  sont  in- 
dépendantes dans  l'int^rale  %=f(xyjr) ,  l'une  pouTant  varier 
sans  l'antre  (u*  7^4)  î  coBime  q  n'est  pas  dans  la  proposée ,  cette 
éqvu  se  rapporte  au  cas  oIijp  et  2  ont  seuls  varié ,  puisque  si 
ywxntitf  la  relation  donnée  F=zo  demeurerait  la  même.  Il  s'agit 

d« 
dont  de  faire  /»=•=-  dans  la  proposée ,  et  d'intégrer  une  équ. 

entre  les  variables  xelz^y  étant  supposé  constant,  illors  la 
constante  additive  à  l'intégrale  devra  être  uiu  Jonction  arhi^ 
trmnê  de  y,  que  nous  représenterons  par  çy. 

OonCy  pour  intégrer  Inéquation  F(py  x,  y,  z)=0  9  il  faut  en 
éUminer  p  à  Vaide  <ib  dz  =  pdx ,  intégrer  en  prenant  y  con^ 
iànt,  et  ajouter  pj. 

On  raisonnera  de  même  à  l'égard  de  q  pour  intégrer  l'équ. 

Par  ex. ,  /i  S5S  3«*  a  pour  intégrale  sr  =  a;'  +  ^y^ 

Celle  de  ar=pV/(**+^'),  est  3=  V^C^+r") +»> 
Pour  p  V/(a*  — y^  —  X*  )  =  a ,  on  trouve 


=  ..arc(sin=^^/_^,^)  + 


(^y. 


SoW  qxy  +  az^=iO\  on  intègre  xydss+asdj^s:;©,  x  étant 
constant;  et  Ion  a  l(«*y)  =  lc;  d'où  z*.j-«  =  ^x. 

Enfin,  soit  j»(^* +^)  =3^"  +*"  J  d'où  résulte  l'équ.  homo- 
gène {y^  +  x^)àz  =  (jf*  +  a*)dx ,  puis 

arc^tang=  ^  — arc^tang  =  -^  =c, 

ou  (note  page  4^6) 

<yU  —  x)\  Jt  —  x 
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863.  Prenons  Péqu.  générale  linéaire  du  i*'  ordre 

Pp+Qq  —  K 

P,  Q,  F"  étant  des  fonctions  données  de  x,jr,  %,  Élimlnoii» 
p  de  d£=pdr-f-^ciy»  nous  auron» 

Pds  — f^cljc=y(Pdy— Çdr)....  (i), 

éqa.  à  laquelle  il  faut  satisfaire  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale,  jT  étant  quelconque  j  puisque ,  d^aprfes  Péqu.  propmfe,  q 
reste  indéterminé.  Quand  les  yariables  Xy  y^  %  sont  séparées 
dans  cette  éqn.  ^  chaque  membre  peut  être  rendu  intégraUeeD 
particulier.  Soient  «-sssa,  f^==^^T  les  intégrales  des  équation» 
respectiyes 

PdA— f3x=so,    Pdy— Qdx=:o,..  (2)j 

l'équation  rerient  a  fcix^=:.qftiff  ft  et  ft  étant  les  facteurs  «pi 
rendent  les  équ.  (2)  intégrables  ;  et  pour  que  cette  équ.  le  soit 

elle-même  >  il  faut  que  ^q  soit  une  fonction  de  p  »  ^Toir.r. 

«■=^Py  f  désignant  une  fonction  tout-à-fait  arbitraire. 

Lorsque  les  x^y^z  sont  mêlées  dans  les  équ.  (2),  si  jr=«; 
et  p  =  iS  9  sont  des  fonctious  qui  y  satisfont  ^  la  proposée  a 
encore  pour  intégrale  tt  =  ^p  •  et  c'est  ce  qui  nous  reste  à 
démontrer. 

£n  effet  I  pour  reconnaître  si  la  proposée  est  satisfaite  par 
une  équ.  quelconque  9r=^py  11  faut  qu'en  la  différenciant  sous 
la  forme  àzzzz  pàx -^  qày ,  les  valeurs  qu'on  trouvera  pourp 
et  q  y  étant  substituées ,  donnent  Pp  -f-  Q^  =  ^.  Les  différen- 
tielles de  9r=  cty  p-^fi  étant 

d^=^da:  +  ^dj  +  Cdz=o ,  dp  =  aâx  +  bdy  +  càz  ==  0, 
on  trouve  pour  la  différentielle  de  jt  —  <pp  =  o,  relative 

à  z  el  X, ,  .{C  —  c.^' f)p  +-^  -^  ^«^'p  =  0, 
li  z  et  y, ,  .(C —  <^'^'f)q  -1"  ^  —  6.ç'p  =:o. 

Tirant  de  \ap  eX.  q^  pour  substituer  dans  Pp  +  Qq  ==  ^j  on 
trouve  que  l'équ.  ît  =  f  p  satisfait  à  la  proposée,  si  l'on  a 
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laais  si  l'on  admet  que  les  fonctions  ^  et  p  ont  été  choisies  de 
manière  k  satisEure  aux  équ.  (â),  on  peut  tirer  de  celles-ci  dz 
et  dx  pour  substituer  dans  <br  =  o  et  df  =  o  ;  et  l'on  trouve 
qae  les  éqn*  qui  expriment  la  condition  déterminante  de  w  et 
f  »  «ont 

ainsi  ir=;^  satisfait  à  la  proposée,  la  fonction  p  demeurant 
arbitraire I  et  rsff  est  l'int^ale  demandée. 

Si  Voa  élimine  do:  entre  les  équ.  (2),  il  vient  Qdx — Fâysso  ; 
deux  des  équ.  suivantes  contiennent  donc  la  3*,  et  peuvent  être 
employées  indifféremment: 

Pd«— «Urî=o,  Pdj'  — Çdx  =  o,  Qdz^rây=o...  (3). 

Condoons  de  là,  que  ï^ intégration  de  Véqu.  aux  dijfèren- 
tiêUmu  partieUe9  du  i*'  ordre  Pp  -^  Qq^zzV^se  réduit  à  aatiê" 
faire  à  deux  des  équ.  (3),  par  des  Jonctions  ^  =«,  p  =i^  » 
et  à  poser  «-  =  f  p,  f  désigrumt  une  fonction  arbitraire^  «1  et  iS 
des  constantes,  qui  n'entrent  pas  dans  l'int^ale,  attendu  que 
la  fonction  p  contient  autant  de  constantes  qu'on  veut. 

Si  Ton  âiit  Pf  =  const ,  oiPa  w  =  const.,  qui  satisfait  aussi 
à  la  proposée;  en  sorte  que  9r=:«i  et  /=:/d  en  sont  des  inté- 
grales particulières. 

864*  Examinons  d'abord  ce  qui  arrive  dans  divers  cas. 

i*^.  Si  ^estnnl,  l'une  de  nos  équ.  (3)  estds=o,s=«t=:x; 
il  ne  restera  donc^  dans  la  2*  ,  que  les  deux  variaUes  x  eX  y\ 
l'intégrale  f  =  /S  s'obtiendra  ensuite  (chap.  IV) ,  et  «  =^f  sera 
l'int^ale  de  Pp  +  Çs'  =  o. 

Par  ex. ,  py = qx ,  donne  P—y  >  Q= — x ,  ydy-j^xdxsso , 
d'oi  f  =x*+^*,  puis  a=^(x*  +  jf*),équ.  finie  des  surfiaees 
de  révolution  autour  de  l'axe  des  z  (n^  622  et  7o5}. 

Pour  px'i-^x^so ,  on  trouve  xày — ^dx=ro ,  Ij^sIat  ,  y=mXf 

-  =r  p  ;  enfin  «  =  ^  f -^  J  ;  c'est  l'équ.  des  conoïdcs  (n*  748). 
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De  même  y  loît  q:=ipP,  P  ne  contenant  pas  m,  l'intégrale 
est 

z:=(Pf,    f=fF(dx  +  Pdy), 

F  étant  le  facteur  qni  rend  intégrable  dx  -f-  Pày. 

Q,^.  Quand  il  arrive  que  deux  des  équ.  (3)  ne  contiennent 
que  deux,  variables  et  leurs  différentielles ,  l'intégration  donne 
aisément  •■  et  f . 

Soit  proposée  Péquation/7X  +  2y  =  '^;  d^oii  xAz=:znzàiy 
xày  =^dr ,  puis  à  =  «tx^^jr  =  iSj?;  on  en  tire  «  et  jS  ^  valeurs 

de  9* et  p,  et  par  suite  l'intégrale  cherchée  £  =  a:"^r^j.Oa 

▼oit  que  f  est  homogène  et  quelconque;  et  comme  la  proposée 
est  l'énoDoé  du  théorème  des  fonctions  homogènes  (p.  4^}, 
on  en  retrouve  ainsi  la  démonstration  pour  le  cas  de.  deux 
variables. 

Pour  />a:'-|- £)»•  =  «*,  on  a  x^Az-rrzz^àx^  x*iy:=yix] 
d*oii  a^*  —  x"~*  =  jr ,  ^"~*  —  x^'rs  f  j  donc  l'int^rale  est 

II  /i       i\ 

=  çl J,     ou 

£       X  \y      xj 

X  et  frétant  des  fonctions  de  x  seul,  l'équ.  q  :=pX+/^, 
donne  -Yd«+ ^"clxa^:  o,  Xcly -<*djc  =  o,  et 

3**.  Quand  Tune  des  équ.  (3)  est  seule  entre  deux  variables, 
après  l'avoir  intégrée,  on  élimine  à  l'aide  de  ce  résultat  8r  =  A, 
l'une  des  variables  de  la  2*  ou  3*  de  nos  équ.,  puis  on  intègre, 
et  l'on  a  f  =  i3  ;  on  remet  vr  pour  ot  dans  p ,  et  l'on  a  sr  =  ^p ,  ou 

p  =r  Ççr. 

Soit  y-3?J^— P^*=V*j  d'où  x^âz+y^àx=o,  x*dy+xj^dx=o; 
celle-cî  donne  xy  =  ^;  mettant  dans  l'autre  jSo:'"*  pour  y,  il 
vient  dz  +  /3»x""^da;  =  o  ;  d'où  z  =  ^g*.x-3  -f.  ^j  rcmellant  ici 
xy  pour  ^,  on  a  z  —  j^^.c^'s «t  =«••,  partant,  Tiulégrale  de- 
mandée est  3zr=2y^  -f  3x<p(xy). 

Pour  px  +  qj'r=z  /?.\/(ï;"  -{-  y'),  on  a 
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xix  ^  nix  V/(x*  +  y*) ,    xày  =ydx  ; 
Ja  a*  donne j^=^x;  chassant j<  delà  i'*^  elle  devient 

d«  =  /iV/(i+i80dx;  d'où  «  — iixv/(i +j8*)  =«, 
puis  îf=^js— 7»v/(x»+y),  p=jrr"-'; 

et  enfin  »  =  n\/Çx^+y^) +  ç(^. 

865.  Maïs  quand  x,  y  et  z  sont  mêlées  dans  les  éqn.  (3), 
il  n'est  plus  possible  d'intégrer  chacune  en  particulier,  car  y 

né  peut  être  supposé  constant  dans  la  i'*^  ni  2  dans  la  a^ 

On  est  alors  obligé  de  recourir  à  des  artifices  particuliers 
d'analyse.  Cest  ainsi  qu'on  parvient  souvent  à  intégrer,  en 
substituant  pour  pou  q,  dans  les  équ.  suivantes,  la  valeur  tirée 
de  la  proposée;  ces  équ.  résultent  de  dz=zpdx  +  qdyf  traité 
par  l'intégration  par  parties. 

sL=px+f{qày—xâp) (4), 

si  =  9a+f{pdx—ydq) (5), 

z=px  +  qy—/{xdp+ydq).  ...     (6), 

Par  ex. ,  si  />  est  une  fonction  donnée  de  q ,  telle  que  p=iQ , 
la  relation  (6)  devient 

d'oti  il  suit  que  le  facteur  de  dq  doit  ne  contenir  ai  x,  ni  y, 

^Q'+y=^'qy   ^=Q^  +  qy  —  <Pq\  ^ 

la  fonction  ^  est  arbitraire.  L'intégrale  résulte  ensuite  de  l'éli- 
mination de  q  entre  ces  deux  équ. ,  lorsque  cette  fonction  ^  a 
été  déterminée  (n®  879). 

866.  Apres  avoir  mis  dans  dz  =j»dx  +  qdy^  la  valeur  de  p 
ou  celle  de  q^  tirée  de  la  proposée ,  on  a  une  équ.  différen- 
tielle entre  les  quatre  variables  x  ^y ,  2  et  q  ou  p»  Supposons 
que  cette  équ.  soit  réductible  à  être  une  différentielle  exacte, 
en  prenant  pour  constante jd  ou  ^,  ou  une  fonction  d  de  cette 
lettre j  et  soit  y(r,  y ,  z,  j)  =  c,  l'intégrale  dans  cette  hjpo- 
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thèse  de  é  constant  II  est  yiaible  qujB  si  l'on  différencie  celle 
éqti.i  on  reproduira  celle  d'où  on  Pa  tirée,  non -seulement  6 
et  c  demearant  constans,  mais  même  si  A  çt  c  sont  des  la- 

riabiesi  pourra  qu'on  ait  -^  dS  —  dcs:=o.  Ainsi,  pour  rendre 

à  9  son  état  de  fonction  rariable  quelconque  dans  l'équ.  diffé- 
rentielle,  et  que  cependant  l'équ. /*=c  en  soit  toujours  l'in- 
tégrale, il  suffira  de  supposer  que  c  est  une  fonction  arbitraire 
de  9,  telle,  qu'on  ait  ensemble 

Dans  le  cas  oit  la  proposée  est  différentielle  exacte,  0  étant pm 
pour  constant^  on  intégrera  dans  cette  hypothèse  ^  et  fon  aura 
la  1'*  de  ces  équ.j  qu'on  différenciera  ensuite  relativement  àê 
seul  j  pour  former  /a  !)*;  le  système  de  ces  deux  équ.  satisfera  à 
la  proposée,  ^  étant  une  fonction  arbitraire.  Quand  on  aura 
déterminé  f  (n®  879)9  il  restera  à  éliminer  d  entre  elles,  et  l'on 
aura  l'intégrale  demandée. 

Il  suit  de  ce  qu'on  a  tu  (n®  ^65) ,  que  si  la  !'•  équ.  est  con- 
sidérée comme  appartenant  à  une  surface  courbe  dont  è  serait 
un  paramètre  variable,  ces  deux  équ.  sont  celles  de  la  caracté- 
ristique; la  recberebe  de  cette  courbe  revient,  comme  on  yoit, 
à  l'intégration  de  l'équ.  proposée. 

Soit  donnée  l'équ.  z^=ipq\  on  trouve 

-         zAx   .      ,          ,        qAz  —  adx       (â  +  x)  da  —  %Ax 
àz=.—  +qày,     Ay  =  i—^—  = Jt  +  W' 

en  posant  jr=9-f-x  ;  l'intégrale  est ,  pour  6  constant , 

r  = f-  0è ,     d'où =  ®'ô , 

en  différeùciant  relativement  à  è  seul.  Le  système  de  ces  deax 
équ.  est  l'intégrale  de  la  proposée  z  =^pq- 

867.  On  facilite  souvent  l'intégration  en  introduisant  une  in- 
déterminée é,  qui  permette  de  partager  Téquation  proposée  en 
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deux.  Soît  f{pjX)  =  J^qtXj'f  faisons  fip,x)  =  6  ;  d*où 

F(ç^y}ss6'^  rétolyons  oea  ^a.  par  rapport  à  ^  et  ^,  nous 
aurons 

lotégrons  en  prenant  è  constant,  d'après  ce  qu'on  Tient  de 
dire; 

z  +  pi  =  f4^  +  fxày: 

il  restera  k  diSerencier  relativement  à  9  seul,  et  à  éliminer  d 
entre  ces  équ.,  après  avoir  déterminé  la  fonction  9. 
Par  ex.  9  pour  l'équ.  a*pq  =  x^%  on  a 


Donc 


ap         y»       ^  x*fl        ,  y 


3a*  +  ^=:p»9+^,     ^9  =  ar^-Ç. 


868.  Quand  Téqu.  Pp  -^QqzszV^  est  homogène  en  x^  y,z^ 
on  fait  a7=fe  ,  y:=iuz\  P,  Q,  f^se  changent  en  P|«*/  Qi*", 
^la"  (n**  81 5),  et  les  équ.  (3)  donnent 

d'o&  (P,  —  tV^^u  =  (  Ç,  —  M  r,)d^. 

L'Int^ale  de  cette  équ.  en  ^  et  z^  étant  trouvée ,  on  s'en  ser- 
vira pour  éliminer  soit  t,  soit  u^  de; l'une  des  précédentes, 
qu'on  sait  alors  intégrer;  enfin,  éliminant  z«  et  ^  par  x^s=.tz^ 
y:=^uzy  on  a  les  solutions  ar  et  f  des  équ.  (3) ,  et  par  suite 
l'intégrale  ^s:^^. 

Pour  l'équ.  pxz  +  qyz  =  x*,  on  trouve 

(i  —  ^')dz:=i%tàty     u{i  — ^)d«  =  z^Au) 

d'où  uAt^^ztàUf    t=iMi,     «v/(i  — f»)=i3; 


enfî 


n,    x  =  <y,     \/(z*  —  x')=:/3,     z^=x*+(/'\ 
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Equations  diffërentielles  partielles  du  :2*  ordre. 

86g.  Outre  les  ooefficiens  p  et  q  du  i*'  ordre,  l'éqmtioB 
peut  contenir 

d**'^'"'     dïd^~djfdx"~*'      dy»  ~ ^' •  •   ^"^^^ 

d'oJi       dp  =  rdr  +  >dy,    d^  =  *da:  +  ftly. . .    (^), 
d*«  =  d/>dr  +  d^dj^  =  rdx*  +  2«dxdy  +  tdy\ 

Il  s'agît  d'intégrer  l'équ.  f(.x,y,  z,  p,q,r,8,  l)=io. 

Remarquons  d'abord  qu'on  doit  considérer  y  comme  cons- 
tant dans  l'équ.  qui  a  la  forme  r=  Pp-t"  Qf  V^^  reTient  à 

-T-^  =P  —  -f"Ç>  P  et  Q  étant  des  fonctions  de x, y  et  a;  car 

les  différentielles  partielles  g ,  s  et  t  ^  qui  se  rapportent  a  la 
Tariation  de^,  n'entrent  pas  ici  (n^  862)  :  on  a  alors  à  inté- 
grer une  équ.  aux  différentielles  ordinaires  du  2*  ordre  entre  x 
et  z  ;  mais  au  lien  de  la  constante  additive ,  on  prendra  une 
fonction  arbitraire  ^y- 

Par  exemple ,  si  z  n'entre  pas  dans  P  et  Ç ,  en  substituantj- 

pour  /> ,  on  a  —  =  pp+  Q  j  la  fonction  {Pp  +  Q)dx  est  li- 

ax 

néaire  entre  les  variables  p  et  x;  j^  est  d'ailleurs  constant; 

l'intégrale  est  donc  (n®  817),  en  faisant  M  =  /Pdjc, 

/>  =  JJ  =  e-(fe'^Qdx  +  (fy)  ; 

intégrant  de  nouveau ,  et  ajoutant  une  nouvelle  fonction  arbi- 
traire 4j^,  on  a  l'intégrale  demandée. 

Lorsque  P=o,  ona  p  =/Çda:  +  Çy]  d'où 

z  z=fdxfQâx  +  x(py  +  -iy. 

Pour  l'équ.  xyr^={n  —  i)/?y  +  «)  comme  dans  cet  exemple 

ona  i  — n     y  = — , 
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f)n  obtient 

Enfin  soit  afrs=:(7»  — i)p,  on  a  nz=ix^^j'+  -^jy. 

870.  Pour  intégrer  ^=P^-|-Q,  ou  j-;  =  P-5 — )-  Ç,   il 
faut  prendre  x  constant,  et  ajouter  çx  et  4^. 

Soit  a^  =  jçy;  on  a  d'abord  5^=  -=—  =  s^ —  •+-  ^jc;  pais 

d'à 

871.  L'intégrale  de  «==  M >  ou -r-r-asiïf,  rentre  dans  la 

théorie  des  cubatures  (  n^  812)  ; 

z=2fdxfMdy  +  fx  +  '^^. 
C'est  ainsi  que  sr^ax"^  hy^  donne 

^=ïxy{ax  +  by)  +  ^x  +  ^}y. 

872.  Soit  8=iMp'\'Nf  M  et  iV  étant  connus  en  x  et  y,  ou 


d^z     _  d^  _ 


dxdj^         dj' 


Mp  +  Ni 


p  et  y  sont  ici  seules  variables,  et  l'on  retombe  sur  une  équ. 
linéaire  (n®  817);  donc,  faisant  uzsfMdy,  on  a 

i>=  ^  =  e\(p'x  +  fe-\Ndy). 

Intégrant  ensuite,  par  rapport  à  a;,  il  yient 

z  =/(^«dj:/«-"JVdj')  4-/cyar.djc  +  ^y. 
Par  ex. ,  pour  sxy  ^  bpx  +  oy»  on  trouTe 
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893.  Prenons  Péqu.  linéaire  du  2*  ordre 

R,  St  Tf  V  sont  donnés  en  Xy  y^  Sy  p  et  q»  Éliminant  r  et 
t  par  les  équ.  (^)  y  qui  servent  de  définition  à  ces  fonctions, 
on  a 

RAp&y  +  Tàqàx  —  ^^drdjf  =s  «(fld^  —  lîd  xàjr  +  ^dx*). 

Supposons  qu'on  connaisse  deux  fonctions  «"^  ^ ,  qui  rendent 
nul  chaqae  membre  respectif,  ou  quW  ait  7r=z=  «^  p  =  jS,  ayec 

iRdy    +Tda;»     miSdxdjr, 
/îdpd^  4-  iTdsrdx  =5  rdxdj^. 

II  s'agit  de  prouver  qu'ici,  comme  au  n**  863^  s-s^  satisfera 
à  la  proposée ,  quelle  que  soit  la  fonction  ^  y  tf  et  f  contenant 
XjjTy  Zyp  eiq.  Pour  le  démontrer,  ramenons  d'abord  œséqn. 
au  i**"  ordre,  en  posant  dj^  =  X2dx,  il  vient 

jRQ*  — 5û+r=o...  (i), 

dy  =  Odx,    jRûd/>  +  Tdq  =  rûdx. . .   (2). 

La  !'•  de  ces  équ.  donne  pour  Q  deux  valeurs  en  ^t  y,z,  p,q\ 
et  l'on  suppose  que  9r=«  €t  pse/S  ont  été  déterminés  dema- 
niëre  à  satisfaire  aux  équ.  (2).  Formons  donc  les  différentielles 
complètes  dx-s^o,  dp  =  o,  sous  la  forme 

Adx+Bdy  +  Cdz+Ddp  +  Edq=:o,  adx  +  bdj:,,eàq=9. 

Mettons  pdx  +  qdy  pour  d^ ,  Cldx  pour  dy  ;  enfin ,  pour  dq  sa 
valeur  tirée  de  (2)  ,  nous  aurons  deux  sortes  de  termes  dans 
chaque  équ. ,  les  uns  facteurs  de  dx ,  les  autres  de  d/7;  en  les 

égalant  séparément  à  xérd  (attendu  que  la  proposée 

Rr-i-  S8...^=  Vy  ne  pouvant  déterminer  qu'une  des  quantités 
r,  s ,  ^ ,  en  fonction  des  autres  ^  ^  de  x^  y^  %  y  p  et  q  ^  dx  et  d/^ 
restent  indépendans)  ,  il  vient 

u  4-  ne  4-  (/»  +  5'0)c  + 


T    -•*' 

^-     T 

eVQ. 

,       «RQ. 
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Os  équ.  eiprimeot  la  condition  qae  >  et  f  satisfont  anx  con-^ 
dîtioDS  (2).  Gela  posé ,  pour  recontiaitre  si  en  effet  l'équation 
w^Çf  satisfait  à  la  proposée,  prenons  sa  différentielle  com- 
flite  àr=ç'f.dff  ou 

jidx  -f-  Bàj-...  Eiq  =  p'f  •  [aAx  +  bày...  tàq)-^ 

substituons- j  pour  A^  D,  a^d,  leurs  valeurs  tirées  des  quatre 
^0.  précédentes^  et  pdr  ^-^dj^  pour  du  ;  enfin ,  réunissant  les 
termes  qui  ont  pour  coeffîcieus  B^  C,  E,  b,  c,  e ,  nous  voyons 
fa'îls  ont  pour  facteur  l'une  ou  l'autre  des  quantités 

BùAp  +  Tiq  —  FCïÀx,    dy  —  fidj?, 

lesquelles  sont  nulles  en  vertu  des  équ.  (2) ,  et  cela  quelle  que 
loit  la  fonction  f  ;  donc  ^  =  ^p  est  Vintègrale  première  de  la 
proposée j  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  j. 

On  se  trouve  ainsi  conduit  à  traiter  les  équ.  (2)  ;  mais  il  faut 
remarquer  qu'outre  ces  deux  relations,  on  a  d2=27dx-f-^dy,. 
ce  qui  ne  fait  que  trois  équ.  entre  les  cinq  variables  x^y^z^p 
et  q.  Il  pourrait  donc  se  faire  que  l'équ.  qu'on  obtiendrait  entre 
trois  de  ces  quantités ,  par  l'élimination ,  ne  remplit  pas  la 
condition  d'intégrabilité  (u^  857)  ;  dans  ce  cas,  elle  ne  provien- 
drait pas  d'une  équ.  unique.  On  serait  alors  conduit  h  une 
intégration  inexécutable,  sans  que  pour  cela  on  fil^t  en  droit  de 
conclure  qu'elle  n'est  pas  possible ,  et  que  l'équ.  différentielle 
proposée  ne  résulte  pas  d'une  seule  primitive. 

Concluons  de  là  que,  pour  intégrer  l'équ.  linéaire  du  2*  ordre 
Rr^  Ss+Tt=:  Fi  on  posera  les  équ.  (i)  et  (2)  ;  celle-là 
fera  connaître  Q,  dont  la  valeur,  substituée  dans  (2),  donnera 
deux  équ.  auxquelles  il  faudra  satisfaire  par  des  intégrales  9-=:«^ 
p=sfi  :on  fera  Trznp^ ,  et  il  restera  à  intégrer  cette  équ.  du 
!•*'  ordre. 

Comme  Féqu.  (i)  est  du  2*  degré,  on  en  tire  deux  valeurs 
de  n^  on  préférera  celle  qui  se  prêtera  mieux  aux  calculs  ulté« 
rieurs. 

874.  Prenons,  par  exemple,  (^V— 2/7js+/'*^— o;  •^=S'*> 
iS=:  — 2p9r,  Tsss/}*,  ^=0,  donnent,  pour  l'équation  (i). 
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y»û*4"  Vî^  +  P*=^®i  *^'®^  jft+p=o;  et  chassant  O  dci 
éqii.  (2), 

Celle-ci  donne  p=z^;  l'autre  revient  à  da=:o,  s=«;  et 
fizzzçn^  OU  />  =:  q^z ,  reste  à  intégrer  de  nonvean. 
Appliquons  la  méthode  du  n^  863^  qui  donne 

d2=:o,    d^=— dx.fs;     d'oà   £  =  «,    jr^-x^rriS; 

posant  jS=4^«e^  il  Tient  enfin  pour  l'intégrale  cherchée,  f  et  4 
étant  les  deux  fonctions  arbitraires,  j^-f- 0:^2  =  ^z. 

L'équation  rx*+  2Jry«  +  ^t  =  o ,  ou  fl  =  x',  5^  =  2 jy... , 
donne  ni;=y,  et  les  équations  (2)  devîeanent  j^d^  =s  xdy^ 
xùp  -^yàq  =  0.  La  i'*  donne  y=z(ix\  chassant  y  de  la  a*, 
elle  devient  dp  +  ^djrrïsoj  d'où />+«^=i3i  enfin,  i8  =  ^ 

donne  pour  l'intégrale  première,  /^JE^  +  S^y^^-^^T- ). 

Les  équ.  (2)  du  n®  863  sont  ici  d2=dj:.9,  xày-^z.yix]  on 
tire  de  cette  dernière  y=ietx\  chassant^  de  l'autre,  dz=dx^tf , 

i=j:^+^;  enfin,  ^=:-\(iy  donne  *=j:^r- j  +  4^{^Y 

Dans  l'exemple  suivant  on  a  fait  p  -^g=xa, 

r(i  +^/7i)  +8{q  —  p)  771=  ^(i  +pm). 

L'équation  (i)  est 

(i  +qm)Cl^  —  (q  —  p)mQ£=z  i  +  pm; 

d'où  Û=i.  Quant  h  l'autre  racine  de  Cl,  comme  elle  con- 
duirait à  une  intégrale  première,  contenant  p^q  sous  le  signe 
ç  ,  et  hors  ce  signe,  elle  ne  peut  être  employée.  Les  équ.  (2) 
sont 

dj^  =  dx ,     (ï  +  qm)dp  =  (i  +pm)dq. 

On  a  X — J=«*>  pour  intégrer  la  2*  faisons />  —  y  =71,  et 
p  +  qz=zm\  on  en  tire  les  valeurs  de  p,  q,  dp,dq,  etl'ona 
celle  équation  séparable  77i/id/7i=  (2  +  /7i*)d/i,  qui  donn&.. 
if,  =^fi\/(7.  +  771*);  ainsi,  fi=(p»  devient 
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Pour  intégrer  de  Douveau  cette  équ.,  mettons  pour  p  et  ^  leurs 
Taleurs  en  ttk  et  tz  dans  àz=ipàx'^qdj]  il  vient 

adis  =  (ttï  +  n)dx  +  (//^  —  7i)dy 

=  m(àx  +  ày)  +  (dx  —  dj')  \/(2,  +  m*)  .^'(x  —  jr). 

Int^rons,  en  supposant  771  constant,  par  la  méthode  du  n^  866, 
et  nous  trouvons  que  Fintégrale  cherchée  est  représentée  par  le 
système  des  deux  équations 

HZ  +  -^m  =  m(x  -Iry)  +  V^{^  +  ^^)  ?(^  — y)  y 
^'m  =  (x  +  j.)  +   ^(^^^.^  <P{x  -  y). 

875.  La  complication  de  ces  calculs  empêche  très  souvent 
qu'ils  ne  réussissent;  mais  dans  le  cas  où  les  coeffîciens  R^Seï  T 
sont  constans,  et  ^fonction  de  x  et  y  y  l'équ.  (i)  donne  pour  il 
deux  valeurs  numériques,  telles  que  melniét  les  relations  (2), 
auxquelles  ît  =  fit  et  p  =  jS  doivent  satisfaire ,  s'intègrent  et 
donnent,  pour  la  racine  m  y 

y'=zmx  +  €^     et  jR7np+  Tqz=:imfVdx\ 

On  devra  substituer  dans  Vy  pour  y  y  sa  valeur  mx  -}-  «  ;  puis 
fVdx  ne  dépendra  plus  que  des  quadratures.  L'intégration 
faite ,  on  ajoutera  une  constante  0 ,  et  l'on  remettra  pour  «  sa 
valeur  y  —  mx.  On  aura  donc  les  équ.  cherchées  ar =« ,  p  =/8 , 
en  sorte  que  p  =  ^'5r  =  ^'(j^ — ma:),  deviendra 

Rmp  +  T^  =  mfVAx  +  <p\y  —  mx). 

On  raisonnera  de  même  pour  la  2®  racine  tï  de  12 ,  ou  plutôt 
on  changera  ici  m^enn:  mais  il  suffît  de  traiter  l'un  de  ces  deux 
cas ,  parce  que  l'autre  conduit  au  même  résultat.  On  dioisit 
celui  qui  se  prête  le  mieux  au  calcul. 

Il  s'agit  maintenant  d'intégrer  de  nouveau  :  pour  cela,  repre- 
nons notre  i'*  intégrale,  et  tirons-en  la  valeur  de  p  pour  la 
mettre  dans  Az=pAx  +  qAy  :  remarquant  que  par  la  nature 
des  deux  racines  meXn  de  Cï^  on  a  Rmn^=^  T,  on  trouve 

a.  3i 
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Rd%  —  àxf  Fdx  —  dx(p\y  —  mx)  =  j%(dy  —  ndjp); 

en  comprenant  dans  ç'  le  diviseur  constant  m.  Or,  pouria- 
tégrer  cette  équ.  (  n®  863  ) ,  on  égalera  à  zéro  chaque  membre 
séparément;  d'où 

Il  conTient,  avant  tout,  de  faire  quelques  remarques: 
I®.  On  devra  mettre  nx  +  c  pour  y  dans  la   a*  équ. ,  et 
intégrer  par  rapport  à  x;  puis  on  remettra  y '^nx  pour  c  dans 
le  résultat. 

2®.  Les  deux  intégrales  fàxfFSx  nécessitent  une  distinctioD 
importante ,  puisqu'on  a  d'abord  mis  mx  +  «  pour  y  dans  F, 
et  y  —  mx  pour  «  dans  le  résultat  ;  tandb  qu'on  doit  faire 
y  =  nx  +  c  dans  dxfydx ,  et  restituer  y^^iix  pour  c. 

S**.  fdx.p\y  —  mx)  devient  /da:.^'[ a? (»  —  /»)  +c],  ou 

(h 
— — ,  ou  plutôt  ç  [(/*—  m^x  +  c]  >  en  comprenant  la  cons* 

tante  ti—  n»  dans  ^  ;  ainsi ,  l'on  a  ^(y  —  m*). 

4^.  Enfin,  la  constante  b  est  une  fonction  quelconque 4 de ^' 
ou  ô=->{,(j' — nx).  Donc 

Rz  =  fâxfFâx  4"  ?>( J'  —  '^^)  +  4'(  J"  —  nx). 

Par  ex.,  pour  r — « — 2/  ^=r  ^~S  on  a 

n*-f'ft=2,    d'oil   7»=I,   71  =  —  2   et  jr=x+ii,  yz=ii-^2X. 

Donc 

fàxfFdx  =  fkdx  1  j^  = /Wa;  1  (et'  —  2ar). 

Cette  intégrale  s'obtient  aisément  (n**  787,  ou  76g,  V);  elle 
devient  —  kx  —  iyl ^ y^  en  remettant  ix  -^-y  pour  tt,  Ainsi, 

d*i5  d*« 

Pour  r=ib^t  ou  -î-j-  =&*  T"!  >   ^'^^  ^^^  l'équ.  des  cordes 
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"Tibrantes  {voy.  ma  Mécanique j  n**  3io),  on  a  ^=  i,  7==— 6", 
•Ss=o  =  ^,    d'oi    n»ss:è%   f?»  =  ^  =  — ,1,    j^  =  èa?+a, 
ou  ^  =  «  —  è*  ;  enfin  fàxfVàx  =  o.  Donc 

Nous  renvoyons,  pour  de  plus  amples  détails  sur  cet  le  ma- 
tière^ au  Calcul  intégral  de  M.  Lacroix. 

876.  On  intègre  quelquefois  en  suivant  le  procédé  du  n**  867 , 
qui  consiste  à  partager  la  proposée  en  deux  équ.  à  Taide  d'une 
indéterminée  d»  Par  ex.,  l'équ.  r^=«*,  des  surfaces  dévclop- 


paMcs  (n'  766),  donne  -  =6s=  — ,  d'où  r=sd,  «=^3, 

ràx  +  8dy  =  è{sdx  +  iày) ,     ou  dp  =  ddq  {B,  n*»  869). 

Cette  équ.  n'est  intégrable  qu'autant  que  6  est  fonction  de  q  ; 
âoncp=^  est  rintégraîe  i'*.  L'équ.  dzz^pdx-i-qâjr  devient 
d2  =  dx.^  +  qdy  :  supposant  q  constant ,  par  la  méthode  du 
n*»  866,  il  vient 

zz=zx(pq  +  qjr  +  4if    ^'9.  +J'  +  4V  =  ®' 

Toutes  les  surfaces  développables  sont  comprises  dans  le  système 
de  ces  deux  équ.,  et  pour  l'une  d'elles  qu'on  déterminerait  en 
particulier,  il  faudrait  trouver  les  fonctions  ç  et  4^,  puis  éli- 
miner q  entre*  les  deux  équ.  résultantes.  -^ 

Intégration  des  Équations  différentielles  partielles 

par  les  séries* 

877.  Prenons  le  2*  ordre  pour  ex.  des  intégrales  approchées. 
Soit  donnée  une  équ.  entre  r,  s,  t.„  x  ;  choisissons  l'une  des  va- 
riables, telle  que  x,  et  posons  la  formule  de  Maclaurin  (n®  706) 

f,  f  y  f» . . .  désignent  ici  des  fonctions  cherchées  de  y^  qui 
sont  ce  que  deviennent  l'intégrale  zz=:f{xf  y)  et  s^  dérivées 

3i.. 
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relatives  à  x ,  lorsqu'on  fait  x  =  o  (^).  Qa'on  tire  de  la  pro^ 
posée  r=  F{t,8,p,q,  x,y) ,  il  est  clair  que  si  Ton  cliatige 

X  en  zéro ,  z  en  fi  p  en  f\  enfin  5  ou  -5^  en  -r^- ,  il  n'entrera 

dans  la  valeur  de  r  que  f,  f,  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  j, 

puisque  q  deyient  ~  ^  et  ^  =  -r-^  :  ainsi,  r  deviendra/*.  De 

même  la  dérivée  de  r,  relative  à  x ,  donnera  fy  k  l'aide  da 
mêmes  fonctions /et  f,  qui  demeurent  quelconques  :  et  ainsi 
pour  y '^j  y^....  en  sorte  que  la  série  contiendra  deux  fonctioiu 
arbitraires  de  y. 

Pour  le  3*  ordre ,  le  même  raisonnement  prouve  que  la  série 
ci-dessus  est  l'intégrale  et  contient  les  trois  fonctions  quelconques 
ff  f^  f'  ^^  général ,  toute  équ,  différ»  partielle  d'ordre  n 
a  une  intégrale  qui  contient  n /onctions  arbitraires. 

878.  Lagrange  a  encore  proposé  d'approcher  des  int^rales 
par  la  méibode  des  coefficiens  indéterminés.  On  pose 

z  =  ^ -|* ^  +  **;c  +  *'»  +  x^^'  •  •  • 

En  prenant  les  différentielles  convenables,  substituant  dans  la 
proposée,  et  égalant  entre  eux  les  termes  où  x  entre  au  même 
degré,  on  a  diverses  équ.  qui  servent  à  trouver  celles  des  fonc- 
tions de^  qui  ne  doivent  pas  rester  arbitraires. 
Par  ex. ,  pour  r^=q ,  on  trouve 


dA7» 


=  r  ==  2;^;  -f-  6xH  -|-  1 2«*« .  ,  .  , 


^  =q  =  <P'  +  »V  +  x*x  "  r, 

substituant  dans  r=^  et  comparant,  on  trouve 

z  =  <p  +  x^  +  ix^(p'  +  ^,x^'  +  i:^x^(l>\... 


(*)  Si  la  (oxrcûonflxfjr)  devait  être  de  natare  à  donner  rinfinî  poar  qoelqn* 
valeur  à&f,f\  f-^t  il  faudrait,  comme  on  Ta  faitno83i,  changera  eux— a; 
dans  la  proposée ,  a  étant  une  constante  qn^on  prend  à  volonté',  de  manière ii 
B«  plus  rencontrer  de  dérivées  infinies  dans  les  calculs  qa^on  va  exposer. 
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De  môme  pour  léqu.  j-^  +  -^—  +  j-^  =  o ^  ou  trouve 
jDe^  Fonctions  arbitraires.  " 

879.  On  dira  pour  les  fonctions  arbitraires  ^,  ^ des 

équ.  dîffér.  partielles,  ce  qu'on  a  dit  (n**  799)  pour  les  constantes 
introduites  dans  les  intégrations  ordinaires.  Tant  qu'on  ne  veut 
qu'intégrer,  c.-à-d.  composer  une  expression  qui,  soumise 
aux  règles  du  Calcul  différentiel,  satisfasse  à  la  proposée  ,  ces 

fonctions  p,  4^ sont  en  effet  quelconques.  Mais  si  les 

résultats  doivent  être  appliqués  à  des  questions  de  Géométrie, 
de  Mécanique,  etc.,  ces  fonctions  peuvent  cesser  d'être  ar- 
bitraires. Quelques  exemples  suffiront  pour  l'intelligence  de 
cet  exposé. 

On  a  vu  (n®*  620,  706)  que  l'équ.  des  surfaces  cylindriques  est 

j'  —  ôiS  =  ^C*  —  az)  ,     ou  op  -j-  bq  ==.  1 . 

La  i^*  est  l'intégrale  de  la  a*,  la  forme  de  la  fonction  ^ 
dépendant  de  la  courbe  directrice.  Or ,  si  la  base  du  cylindre 
«ur  le  plan  ay  est  donnée  par  son  équ..  y  =^,  il  faudra  que  p 
soit  teHe,  que  cette  base  soit  comprise  parmi  les  points  de  l'es- 
pace que  désigne  l'équ.  y  •—'  bz  =  ç(x  -^  az).  Si  donc  on  y 
fait  2=^0,  les  équ.  j' =  ^a? ,  j' =/]i?-  seront  identiques.  Donc 
les  fonctions  ^  et  ^  ont  même  forme,  c-à-d.  que  si  l'on  cbange 
dans  y-^ifx,  y  en  j^— 6a ,  et  x  en  X'^az ,  l'équ.  qu'on  obtiendra 
sera  celle  du  cylindre  particulier  dont  il  s'agit  (n**  748 , 1). 

Généralement,  soient  M  =  o,  N=so  les  équ.  de  la  direc- 
trice :  on  fera  X'j/^az=tu,  et  éliminant  entre  ces  trois  équ., 
on  en  tirera  les  valeurs  de  x,  y  et  a ,  et  par  suite  celle  de 
y — bz  ou  ÇUf  en  fonction  de  u,  c-à-d.  qu'on  aura  la  manière 
dont  ^u  est  composé  en  u.  Il  ne  restera  plus  qu'à  mettre  x — az 
pour  z£ ,  dans  y  —  bzzzzçu^  pour  avoir  l'équ.  de  la  surface 
cyUndrique  particulière  dont  il  s'agit. 
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Pareillement  les  sarfaces  de  révolntlon  autour  de  l'axe  des  s 
ont  pour  équ.  pys=zqxj  dont  l'intégrale  est  jp*+^*  =  ^2 
(n^*  622 ,  705  )  ;  la  fonction  ç  demeure  indéterminée  tant  que 
la  génératrice  de  la  surface  reste  quelconque  :  mais  si  cette 
courbe  est  donnée  par  ses  équ.  3/  =  o ,  N^  o ,  dans  toutes 
•Ip  situations  elle  sera  sur  la  surface  y  les  x,  y  et  z  seront  les 
mêmes.  Posons  2=1^9  éliminons  x,y  etz  entre  ces  trois éqiL, 
puis  substituons  leurs  râleurs  dans  x^+x'^=z^u,  nous  saurons 
comment  la  fonction  ^  est  composée  en  u  ;  remettant  donc  4 
pour  u,  et  x*  +.7*^  pour  çu ,  nous  aurons  particularisé p y  de 
manière  que  l'équ.  appartiendra  exclusivement  k  la  surfue 
proposée. 

Et  si  le  corps  est  engendré  par  la  révolution  d'une  surface 
mobile ,  qui  serait  invariablement  liée  à  l'axe  des  x ,  et  dont 
on  aurait  l'équ.  M=.o,  en  la  considérant  dans  l'une  de  ses 
positions  ,  différenciant ,  on  trouvera  les  expressions  dep  et; 
en  X ,  y  et  z\  substituées  dans  py  —  ya;  =  o,  on  aura  l'équ. 
JV=  o  de  la  courbe  de  contact  du  corps  générateur  avec  b 
surface  engendrée ,  puisque  les  plans  tangens  sont  communs  à 
l'une  et  à  l'autre.  On  a  ainsi  les  équ.  d'une  courbe  qu'on 
peut  regarder  comme  génératrice ,  et  l'on  retombe  sur  le  cas 
précédent. 

Le  conoïde  a  pour  équ.  px  +  qy=:^o ,  dont  l'intégrale  est 
j^=:jf^j5  (p.  352,  47^)-  Faisons  5= w,  et  tirons  jc,j^  et  a  en», 
à  l'aide  des  équ.  M==o ,  i\r=:o  de  la  courbe  directrice;  enfiui 
mettons  pour  jc  et  ^  leurs  valeurs  dans  ^=  x,^u ,  et  nous  sau* 
rons  comment  (pu  est  composé  en  u.  Enfin,  remplaçant  z^  pars , 
nous  aurons  ÇZy  et  l'équ.  particulière  y  =  x^z  du  conoïde  pro- 
posé. 

Quand  la  directrice  est  un  cercle  tracé  dans  un  plan  parallèle 
aux  yz  y  dont  les  équ.  sont  *  =  a ,  ^*  +  |J  =  ^*,  on  trouie 
aY  +  2*^*  =  b''x\ 

L'équ.  des  cônes  est  z  —  c  =/>(a?  —  a  )  +  q{y  —  h)  ,  dont 

l'intégrale  est  ^ =  ç>  f     _     \  (n**«  621,  705).  Pour  queU 

base  soit  un  cercle  tracé  sur  le  plan  a; j' et  le  centre  à  Torigine^on  a 
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^szio,     A-*  -f-^*  =  r*,    et  «  —  a  =m(«  —  c) , 
d'od        s  =20,     x:=za  —  eu  y    j^  =  v/[r'  — (a  — cw)*]. 

Substituant  dans  j*  —  b=z(z — c)çu,  pour  x ,  y  ei  x  ces  va- 
leurs ,  on  a  c(pu  =  b  —  \/£r^  —  (a  —  cuY].  Enfin,  remettant 
pour  u  et  çu  leurs  valeurs  ^  on  a  pour  l'équ.  du  cône  •  comme 
page  229, 

(cy  —  bzY  +  (az  —  cxY  =  r\z  —  c)'. 

88o«  Ces  ex.  suffisent  pour  montrer  comment  on  doit  déter- 
miner les  fonctions  arbitraires ,  lorsqu'on  yeut  appliquer  les 
calculs  généraux  aux  cas  particuliers.  Soit  en  général  /iC =^(Z) 
une  intégrale  contenant  une  fonction  arbitraire  ç^  K  et  L  étant 
des  fonctions  données  de  x,  ^  et  ^  :  la  condition  prescrite  établit 
que  Péq.  devient  /^(x,  y,  2)=o,  lorsqu'on  suppose  f(x,y,  «)=o. 
Cette  condition  revient,  en  Géométrie,  à  demander  que  la  sur- 
face cherchée  dont  Féqu.  est  K=zçLf  passe  par  la  courbe 
donnée  dont  les  éq.  sont  F=o,/==o.  Pour  satisfaire  à  cette  con- 
dition, on  fera  Lz=zu)  et  l'on  tirera  x,  y  eX.  zcnu  de  ces  trois  éq.  : 
puis  f  substituant  ces  valeurs  dans  K^  on  aura  pour  résultat  une 
fonction  K^^  qui  sera  =  ^:£  exprimé  en  zf ,  ce  qui  déterminera 
la  composition  de  la  fonction  ç,  Ënfin^  on  remettra  L  pour  Uy 
dans  iC=/iCc,  et  l'on  aura  l'intégrale  chercliée. 

S'il  y  avait  deux  fonctions  arbitraires  à  déterminer ,  il  fau- 
drait donner  deux  conditions.  Un  calcul  semblable  au  précé« 
dent  ferait  connaître  ces  fonctions. 

881.  Mais  si  la  nature  de  la  question,  et  cela  à  lieu  dans 
un  grand  nombre  de  problèmes  de  Physique  et  de  Géométrie 
transcendante,  ne  permet  pas  de  déterminer  les  fonctions  arbi- 
traires ,  elles  restent  quelconques,  et  les  propriétés  qu'on  dé* 
couvre ,  sans  particulariser  ces  fonctions  ,  ont  lieu  en  général. 
Pour  tirer  nos  explications  de  la  Géométrie,  s'il  entre  un  terme 
de  la  forme  (^x,  et  qu'on  décrive  sur  le  plan  xy  la  ligne  qui  a 
pour  équ.  j^=^jf  ,  toutes  ses  ordonnées^  seront  les  valeurs  de 
la  jonction  ^,  en  sorte  que  celte  courbe  soit  non- seulement 
quelconque ,  mais  même  puisse  étrô  tracée*  à  la  main  par  us 
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mouTement  libre  et  irrégulîer  :  la  courbe  peut  même  ëat 
Discontinue,  c.-à-d.  formée  de  branches  différentes  plaoéei 
bout  à  bout,  ou  Discontiguê  j  c-à-d.  formée  de  parties  isolèef 
et  séparées  les  unes  des  autres.  C'est  Euler  qui  a  mis  ces  priih 
cipes  hors  de  doute,  même  contre  l'avis  de  d' Alembert,  qu'on  pent 
r^arder  comme  l'inventeur  du  calcul  aux  différences partieliei; 
calcul  dont  les  ressources  sont  immenses,  les  applications  d'osé 
utilité  sans  bornes,  et  qui ,  conmie  on  voit,  est  le  moyen  dont 
on  se  sert  pour  soumettre  les  fonctions  irr^ulières  à  Fanaljie 
mathématique. 

VL    CALCUL   DES   VARIATIONS. 

882..  Les  problèmes  des  hopérimètres  avaient  déjà  été  résolus 
par  divers  géomètres  avant  la  découverte  du  Calcul  des  varift- 
tions  ;  mais  les  procédés  dont  on  se  servait  ne  formaient  pu 
un  corps  de  doctrine ,  et  chacun  de  ces  problèmes  n'était  ré- 
)6olu  que  par  une  méthode  qui  lui  était  particulière ,  et  par  des 
artifices  d'analyse  souvent  très  détournés.  Il  appartenait  au 
célèbre  Lagrange  de  ramener  toutes  les  solutions  à  une  méthode 
uniforme.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Étant  donnée  une  fonction Z=F(jp,j*,y,j^''...),  en  désignant  par 
y,  y"..,  les  dérivées  de  j^ considéré  comme  fonction  de *, ^^=^4?, 
on  peut  se  proposer  de  faire  jouir  Z  de  diverses  propriétés  (telle 
que  d'être  un  maximum^  ou  toute  autre),  soit  en  assignant  aux 
variables  x ,  j^,  des  valeurs  numériques  j  soit  en  établissant  des 
relations  entre  ces  variables ,  et  les  liant  par  des  équations» 
Quand  Téqu.  y^=.^x  est  donnée,  on  en  déduit  j'y  y  y  y".  • .  en 
fonction  de  or ,  et  substituant ,  Z  devient  ^=^fx.  On  peut  assi' 
gner ,  par  les  règles  connues  du  Calcul  différentiel ,  quelles  sont 
les  valeurs  de  j?  qui  rendent yk  un  maximum  ou  un  minimum. 
On  détermine  ainsi  quels  sont  les  points  d'une  courbe  donnée, 
pour  lesquels  la  fonction  proposée  Z  est  plus  grande  ou  moindre 
que  pour  tout  autre  point  de  la  même  courbe. 

Mais  si  Véqu.  j*-=^x  n'est  point  donnée ,  alors,  prenant  sac- 
cessivement  pour  ^x  différentes  formes ,  la  fonction  Z  =fx 
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prendra  elle-même  dlfFérentes  expressions  en  «;  on  peut  se 
proposer  d'assigner  à  ^x  une  forme  propre  à  rendre  Z  plus 
grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre  forme  de  çx ,  pour 
la  même  valeur  numérique  de'Lj  quelle  qu^elle  soit  (Tailleurs. 
Cette  dernière  espèce  de  problème  appartient  au  calcul  des  Va- 
riations. Il  s'en  faut  de  béaueoup  qu'il  se  borne  à  la  tbcbrie  dés 
maxima  et  minima;  mais  nous  nous  contenterons  de  traiter 
cette  matière ,  parce  qu'elle  suffit  pour  l'intelligence  complète 
des  règles  de  ce  calcul.  N'oublions  pas  toutefois  que  ,  dans  ce 
qui  ya  être  dit ,  les  variables  netjne  sont  pas  indépendantes^ 
mais  seulement  que  l'équ.  y^sz^x^  qui  les  lie  entre  elles ,  est 
inconnue  9  et  qu'on  ne  la  suppose  donnée  que  pour  faciliter  la 
résolution  du  problème,  x  doit  être  regardée  comme  une  quan- 
tité quelconque  qui  reste  la  même  pour  les  différentes  formes 
y=zçx;  les  formes  de  ç ,  ç\  ç" .  •  *  sont  donc  variables  ^  tandis 
que  x  -est  constant. 

883.  Dans  Z=:F{xf  y,y\  y" .•..)  mettons  j-  +  it  pour 
y^y  '\r^  pour  y  ». .  .y  k  étant  une  fonction  arbitraire  de «, 
et  k'j  h" ..,  ses  dérivées.  Or,  Z  deviendra 

Le  tbéorème  de  Taylor  (n^  708)  a  lieu,  que  les  quantités 
x^y^  if  h  soient  dépendantes  ou  indépendantes;  ainsi,  l'on  a 

de  aorte  qu'on  peut  regarder  Xy  y^y^y' ., .  comme  autant  de 
variables  indépendantes ,  en  tant  qu'il  ne  s'agit  que  de  trouver 
ce  développement. 

Cela  posé ,  la  nature  de  là  question  exige  que  l'équ.  yz=^^x 
ait  été  déterminée  de  manière  que^  pour  la  même  valeur  de  x, 
on  ait  toujours  Zi^Zy  ou  Zi<^Z  :  en  raisonnant  comme 
dans  la  théorie  des  maxima  et  minima  ordinaires  (n**  717  )« 
on  voit  qu'il  faut  que  les  termes  du  i^^  ordre  soient  nuls,  et 

qu'on  ait 

dZ  ,    dZ  dZ 

ây  dy  dy" 
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Paîsqae  k  est  arbitraire  poor  chaque  valeur  àe  Xy  et  qu'il  n'esl 
pas  nécessaire  que  sa  valeur ,  ou  sa  forme  y  restent  les  mêmes, 
quand x  varie  ou  est  constant,  k\  h" .*  •  sont  aussi  arbitraires 
que  k.  Car  y  pour  une  valeur  quelconque  jp=:  A*,  on  peut  sup- 
poser ir=a4"i(«  — ^)  -{-^^(jr  — X)*+etc.,  X,  a,  A,  c... 
étant  prises  à  volonté;  et  comme  cette  équ.  et  ses  différentielles 
doivent  avoir  lieu,  quel  que  soit  x  ^  elles  devront  subsister  lors- 
que xzrzX,  ce  qui  donne  i&  =  a,  k'^^b^  k"^=c Donc, 

notre  équ.  Zi  =  2r  -f-«  •  •  ne  peut  être  satisfaite,  vu  l'indép^ir- 
dance  de  a,  b,  c, . .,  à  moins  que  chaque  terme  ne  soit  nul. 
Ainsi,  elle  se  partage  en  autant  d'autres  qu'elle  renferme  de 
termes ,  et  l'on  a 

dZ  _         dZ  _         âZ  _  dZ    _ 

dj  — ""'     57-'''     57  """••••'    37^)  """' 

(n)  étant  l'ordre  le  plus  élevé  de  y  dans  Z*  Ces  diverses  écp. 
devront  s'accorder  toutes  entre  elles ,  et  subsister  en  même 
temps,  quel  que  soit  x.  Si  cet  accord  a  lieu,  il  j  aura  maximum 
ou  minimum^  et  la  relation  qui  en  résultera  entre  y  et  jr  sera 
l'équ.  cherchée,  y  =  ÇXy  qui  aura  la  propriété  de  rendre Z 
plus  grand  ou  plus  petit  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  rela- 
tion entre  x  et  y.  On  distinguera  le  maximum  du  minimum j 
suivant  les  théories  ordinaires,  d'après  les  signes  des  termes 
du  2*  ordre  de  Z|.  {Voyez  page  3 19.) 

Mais  si  toutes  ces  équ.  donnent  des  relations  différentes  entre 
ar  et  j^,  le  prohlème  sera  impossible  dans  l'état  de  généralité 
qu'on  lui  a  donné;  et  s'il  arrive  que  quelques-unes  seulement  de 
ces  é(ju.  s'accordent  entre  elles ,  alors  la  fonction  Z  aura  des 
TJiaxima  et  minima  j  relatifs  à  quelques  -  unes  des  quantités 
y,  y  y  j" . . . ,  sans  en  avoir  d'absolus  et  de  communs  à  toutes 
ces  quantités.  Les  équ.  qui  s'accordent  entre  elles  donneront 
les  relations  qui  établissent  les  maxlma  et  minima  relatifs.  Et 
si  Ton  ne  veut  rendre  X  un  maximum  ou  un  minimum  que  par 
rapport  à  l'une  des  quantités  y,  y,  y". , .  .  comme  alors  il  ne 
faudra  satisfaire  qu'à  uns  équ, ,  le  problème  sera  toujours 
possible. 
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^4«  ^^  ^^^^  ^^^  considérations  précédentes  y  que , 

1°.  Les  quantités  x  etj'  sont  dépendantes  l'une  de  l'autre,  et 
que  néanmoins  on  doit  les  faire  varier  comme  si  elles  étaient 
indépendantes ,  puisque  ce  n'est  qu'un  procédé  de  calcul  pour 
parvenir  au  résultat. 

2^  Ces  yatiations  ne  sont  pas  infiniment  petites  ;  et  si  l'on 
emploie  le  Calcul  différentiel  pour  les  obtenir ,  ce  n'est  que 
comme  un  moyen  expéditif  d'avoir  le  second  terme  du  déve-» 
loppement,  le  seul  qui  soit  ici  nécessaire. 

Appliquons  ces  notions  générales  à  des  exemples. 

I.  Prenons  sur  l'axe  des  x  d'une  courbe  deux  abscisses  melUf 
et  menons  des  parallèles  indéfinies  à  l'axe  des  y»  Soit  y=:çx 
l'équ.  de  cette  courbe  :  si  par  un  point  quelconque  on  mène  une 
tangente,  elle  coupera  nos  parallèles  en  des  points  qui  ont 
(n**  722)  pour  ordonnées  /=sy-f-y'(wi— «)  et  A=^4*y('* — *)• 
Si  la  forme  de  ^  est  donnée,  tout  est  ici  connu  ;  mais  si  elle  ne 
l'est  point ,  on  peut  demander  quelle  est  la  courbe  qui  jouit  de 
la  propriété  d'avoir ,  pour  chaque  point  de  tangence ,  le  produit 
de  ces  deux  ordonnées  plus  petit  que  pour  toute  autre  courbe. 
On  a  ici  Z  =  Z  X  ^  9  ou 

Z=[y  +  (77i  — ar)y3[y  +  (/î— a;)/]. 

Diaprés  l'énoncé  du  problème ,  les  courbes  qui  passent  par 
un  même  point  (x,  y),  ont  des  tangentes  de  directions  diverses, 
et  celle  qu'on  cherche  doit  avoir  une  tangente  telle ,  que  la  con- 
dition Z  =  maximum  soit  remplie.  On  doit  donc  regarder  x  et  y 
comme  constans  dans  dZ  =  o;  d'oii 

dZ  ny'  ^x  —  m^-n     1       ^^        i 

^y  '     y  (^  —  m)  (jp  —  n)        X  —  771         (jf  — n)' 

puis  intégrant,         J'*  =  ^(^  —  ^^  ^^  —  ^2). 

La  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  selon  que  C  est 
négatif  ou  positif;  les  sommets  sont  donnés  par  a;  =  m  et  rz^n  : 
dans  le  i^*^  cas,  le  produit  /.A,  ou  Z,  est  un  maximum  j  parce 
que  j^"  a  le  signe  —  ;  dans  le  2",  Z  est  un  minimum ^  ou  plutôt 
im   maximum  négatif:  ce  produit  est  d'ailleurs  constant..» 
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/A= — zC(m — />)%  carré  du  demi-second  axe;  c'est  ce  qu'on 
trouTC  en  substituant  dans  Z  pour  j^'  et^  leurs  valeurs. 

II.  Quelle  est  la  courbe  pour  laquelle,  en  ebacun  de  ses  points, 
le  carré  de  la  sous -normale  augmentée  de  l'abscisse ,  est  on 
minimum?  On  a  Z=:{j^y+xY,  d'où  l'on  tire  deux  éqiL, 
qui  s^accordent  en  faisant  yy'+  «=o,  et  par  suite  x*+y*=^j^. 
Donc  tous  les  cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre ,  satis- 
font seuls  à  la  question. 

885.  La  tbéorie  que  nous  Tenons  d'exposer  n'est  pas  dW 
grande  étendue  ;  mais  elle  sert  de  développement  préliminaire} 
utile  pour  l'intelligence  du  problème  beaucoup  plus  intéressant 
qui  nous  reste  à  résoudre.  Il  s'agit  d'appliquer  tous  les  raison- 
nemens  précédens  à  une  fonction  de  la  forme  fZ^  :  le  signe  / 
indique  que  la  fonction  Z  est  différentielle ,  et  qu'après  l'aToir 
intégrée  entre  les  limites  désignées,  on  yeut  la  faire  jouir  des 
propriétés  précédentes.  La  difficulté  qui  se  rencontre  ici  vient 
donc  de  ce  qu'il  faut  résoudre  le  problème  sans  faire  l'inté- 
gration ;  car  on  voit  assez  qu'il  est  en  général  impossible  de 
l'exécuter. 

Lorsqu'un  corps  se  meut ,.  on  peut  comparer  entre  eux,  soit 
les  divers  points  du  corps  dans  l'une  de  ses  positions ,  soit  le  lieu 
qu'occupe  successivement  un  point  désigné  dans  les  instans 
suivans.  Dans  le  i*'  cas,  le  corps  est  considéré  comme  fixe,  et 
le  signe  d  se  rapportera  aux  cbangemens  des  coordonnées  de  sa 
surface;  dans  le  2®,  on  doit  exprimer,  par  un  signe  nouveau,  des 
variations  tout-à^fait  indépendantes  des  1'*%  et  nous  nous 
servirons  de  i".  Quand  nous  considérons  une  courbe  immobile > 
ou  même  variable,  mais  prise  dans  l'une  de  ses  positions,  dx,ày." 
annoncent  une  comparaison  entre  ses  coordonnées;  mais,  pour 
avoir  égard  aux  divers  lieux  qu'occupe  un  même  point  d'une 
courbe ,  variable  de  forme  selon  une  loi  quelconque ,  nous  écri- 
rons S^x ,  ^y ,  qui  désignent  lés  accroisscmens  considérés 

sous  ce  point  de  vue ,  et  sont  des  fonctions  de  x,y, . . .  Pareil- 
lement d.r  devenant  dÇx-j-i'x) ,  croîtra  de  d^x]  d^x  croîtra  de 
d'Aïf,  etc. 


*i*^j 
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Obserrons  que  les  yarlations  indiquées  par  le  signe  ^  sont 
lînies,  et  toat-à-*fait  indépendantes  de  celles  que  désigne  la 
caractéristique  J  :  les  opérations  auxquelles  ces  signes  se  rap* 
portent  étant  pareillement  indépendantes  >  l'ordre  dans  lequel 
on  les  exécutera  doit  être  indifférent  pour  le  résultat.  Pe  sorte 
que  ^.dv  et  d.i'x  sont  deux  choses  identiques,  aussi  bien  que 
d*.^  et  J'.d'ar. . .,  et  que  fW  et  i^fU. 

Il  fi^agit  maintenant  d'établir  des  relations  entre  x^y,  z, , ,  ^ 
de  manière  que  fZ  soit  un  maximum  ou  un  minimum  entre 
tUê  Umites  désignées.  Afin  de  rendre  les  calculs  plus  sjmétri  - 
W  ques,  nous  ne  supposerons  aucune  différentielle  constante  :  d'ail» 
leurs  nous  n'introduirons  ici  que  trois  variables ,  parce  qu'il  sera 
aisé  de  généraliser  les  résultats ,  et  que  cela  suffît  pour  entendre 
la  théorie.  Pour  abréger,  remplaçons  dx,  d'or... , dy,  d^... ,  etc. , 
par  x^,  x^.. .,  y^,  y^. .  •,  etc.,  de  sorte  que 

Z=F{x,x^,  X....,  y,  y, y  y,'.'  z,  a^,  «^...). 

x^  y  et  is  recevant   les  accroissemens  arbitraires  et  finis 
^Xfiyyhij   dx  ou  x,  devient  d(x  +  ^-t)  ==  dx-f-Wx  ou 
Xj  +  ^^  ;  de  même  x^  croît  de  J^x^ ,  et  ainsi  des  autres  ;  de 
sorte  qu'en  développant  -Z,,  par  le  théorème  de  Taylor,  et  in-^ 
tégrant,  fZ  devient 

AZ  ^   ,  àZ    ^    ,  iZ    .      ,  àZ    .,  ,      \  ,    - 

La  condition  du  maximum  et  du  m,inim,um  exige  que  Finté* 
grale  des  termes  du  i*'  ordre  soit  nulle  entre  les  limites  dési- 
gnées, quels  que  soient  h:,  iyet^z  y  ainsi  qu'on  l'a  vu  précé- 
demment. Prenons  la  différentielle  de  la  fonction  connue  Z,  en 
r^ardant  x,  x,,  x^..  j^,  jf^,  jr.... ,  comme  autant  de  variables 
indépendantes;  nous  aurons 

dZ=màx+ndx,-i'pdx^...  +  Miy+Niy^..+fidz+fiz^.., 
m,  n... ,  M  y  iV...,  fêf  V... ,  étant  les  coefficiens  des  différences 
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partielles  de  Z  par  rapport  à  .r,  a?^...,  y^Xr^y  *>  *i"M  trailci 
comme  autant  de  variables  \  ce  sont  donc  des  fonctions  connues 
pour  cuaque  valeur  proposée  de  Z.  En  pratiquant  cette  différen- 
ciation absolument  de  la  même  manière  par  le  signe  ^,  on  a 

+M.  i^y  +  N.^y  +  PM'y  +  Q.W^j- 
+  /«  .  S^z  +  1  .  Wz  +«'-^d*a  +  ;k;.  Wjs 

Or^  cette  quantité  connue,  et  dont  le  nombre  des  termes  es^ 
limité 9  est  précisément  celle  qui  est  sous  le  sigiie  ff  dans  les 
termes  du  i''  ordre  de  notre  développement  :  en  sorte  que  la^ 
condition  du  maximum  ou  du  minimum  demandée  ^  est  que 
y?:Z  =  o,  entre  les  limites  désignées ,  quelles  que  soient  les  va- 
riations i^x^iy^iz.  Observons  qu'ici,  comme  précédemment, 
le  calcul  différentiel  n'est  employé  que  comme  un  moyen  facile 
d'obtenir  l'assemblage  des  termes  qu'il  faut  égaler  à  zéro  ;  de 
sorte  que  les  variations  sont  encore  finies  et  quelconques. 

Nous  avons  dit  qu'on  pouvait  mettre  à.i'x  au  lieu  de  tAx) 
ainsi  la  i'^  ligne  de  Téqu.  équivaut  à 

771 .  <^c  +  w .  d<^JC  +p .  A'*$'x  +  q .  dVa;  +  etc. 

771, 71...  contiennent  des  différ. ,  de  sorte  que  le  défaut  d'bomo- 
généilc  n'est  ici  qu'apparent.  Il  s'agit  maintenant  d'intégrer;  or, 
la  suite  du  cîilcul  fera  voir  qu'il  est  nécessaire  de  dégager  du 
signe  /,  autant  que  possible ,  les  termes  qui  contiennent  d/. 
Pour  y  parvenir,  on  emploie  la  formule  de  l'intégration  par 
parties  (p.  371); 

fnAi'x  =zn.^x — fdn.^x^ 

y^.d'i^c  = /? .  d^x  —  d/7 .  <^x  +  y"(i»/? .  cTx , 

fqA^i'X  =z  q .  d^'^.r — d^r .  J^.c  +  d^q .  ^c  — /d^  •  «^x  ,  etc. 

£n  réunissant  ces  résultats ,  on  a  cette  suite  dont  la  loi  est 
facile  à  saisir, 

/{m  —  dTj  +  d>  —  d'^^  4.  d' r  — . . .  )<^-c 
+(/»-d/H-d»5r  -dV...yx+0-d^+aV...)d^x-^.(^-  dr...)d''i^r... 
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L'intégrale  de  QA) ,  oo  /.  ^Z  =  o ,  devient  donc 

(C). . .  J  +(p— d7H.d»r...)d<fx-K^— «IÇ Wr-hiTr-^X'-W» 

[  +(7— dr....)d»^+  (etc )  -f-^=  o, 

/iC  étant  la  constante  arbitraire.  Nous  avons  coupé  notre  équ. 
en  deux ,  parce  que  les  termes  qui  restent  sous  le  signe  /  ne 
pouvant  être  intégrés,  à  moins  qu'on  ne  donne  à  fx,  ^,  «Tat,  des 
Taleurs  particulières ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse ,  fê1%  ne 
peut  devenir  =0,  qu'autant  que  ces  termes  sont  nuls  à  part; 
et  mâme  si  la  nature  de  la  question  n'établit  entre  ^,  i'j^  et  <^:^, 
aucune  relation  ,  l'indépendance  de  ces  variations  exige  que 
l'équ.  (B)  se  partage  en  trois  autres , 

o  =:  /»  —  d/i  +  d*p  —  d^q  +  d^r  — . , ,    \ 

o  =  M—dN  +  à''P—d'Q+dm—...    [,...  (D). 

0  =  ^  —  d»  +  dV  —  d^;^;  +  d+p  _. . .    J 

886.  Donc  pour  trouver  les  relations  entre  x,  y  et  a,  qui 
rendent  fZ  un  maximum^  ou  prendra  la  difFérentielle  de  la 
fonction  donnée  Z y  en  considérant  x,  y,  z,  dx ,  dj',  dz,  d'vr... 
comme  autant  de  variables  indépendantes,  et  en  se  servant  de  la 
lettre  è  pour  désigner  les  accroissemens  ;  c'est  ce  qu'on  appelle 
prendre  la  variation  de  Z.  Comparant  le  résultat  à  l'équ.  (v^) , 
on  en  tirera  les  valeurs  de  m^  ^^  if*)  7*>  iV...,  en  x,  y^  z,  et 
leurs  difiFérentielles  exprimées  par  d.  Il  faudra  ensuite  les  subs- 
tituer dans  les  équ.  C  et  D\  la  i'*  se  rapporte  aux  liiiiites 
entre  lesquelles  le  maximum  doit  exister  *,  les  équ.  (D)  cons- 
tituent les  relations  cherchées  :  elles  sont  différentielles  entre 
XyjreXz'^éif  sauf  le  cas  d'absurdité ,  elles  ne  peuvent  former  des 
conditions  distinctes ,  puisqu'elles  détermineraient  des  valeurs 
numériques  pour  les  variables.  Si  la  question  proposée  se  rap- 
porte à  la  Géométrie,  ces  équ.  sont  celles  de  la  courbe  ou  de  la 
surface  qui  jouit  de  la  propriété  demandée. 

887.  Comme  l'intégration  est  effectuée  et  doit  être  prise  entre 
des  limites  désigùées,  les  termes  qui  restent  et  composent  l'équa- 
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tîon  (C)  ss  rapportent  à  ces  limites  ;  elle  est  derenue  de  k 
forme  /C +  X=:  o,  L  étant  une  fonction  de  x,  y^  z,  f^,ty, 
^s...  Marquons  d'un  accent  les  Taleurs  numériques  de  ces  Ta- 
riables  à  la  i'"  limite,  et  de  deux  à  la  a^.  G>mme  l'intégrale 
doit  être  prise  entre  ces  limites ,  il  faut  marquer  les  diren 
termes  de  L  y  qui  composent  Féqu.  (C)  d'abord  d'un ,  puis  de 
deux  accens;  retrancher  le  i'^  résultat  du  2^,  et  égaler  i  séro 
(n®  799)  }  de  sorte  que  l'équ.  L^  —  X^=o  ne  renfermera  plus 
de  variables,  puisque  x,  ^*...  auront  pris  les  valeurs  x^,  /tr^...» 
x^ ,  i'x^..,  j  assignées  par  les  limites  de  l'intégration.  On  ne 
doit  pas  oublier  que  ces  accens  se  rapportent  aux  limites  de 
l'intégrale,  et  ne  désignent  pas  des  dérivées. 

Il  se  présente  maintenant  quatre  cas. 

1**.  Si  les  limites  sont  données  et  fixes  (*),  c^à-d.  ailes 
valeurs  extrêmes  de  x^y  et  2  sont  constantes,  comme  H^^ 
d^x^,  etc.,  ^x^,  d<rr,,,  etc.,  sont  nuls,  tous  les  termes  de £^ 
et  L^  sont  zéro ,  et  l'équation  (Q  est  satisfaite  d'elle-même. 
Alors  on  détermine  les  constantes  que  l'intégration  introduit 
dans  les  équ.  (Z>),  par  les  conditions  que  comportent  les 
limites. 

2^.  Si  les  limites  sont  arbitraires  et  indépendantes  j  alors 
chacun  des  coeflBciens  de  i"x^ ,  ^x^...,  dans  l'équ.  (C) ,  est  nul  en 
particulier. 

3®.  S'il  existe  des  équ,  de  conditions  pour  les  limites  (**)? 
c.-à-d.  si  la  nature  de  la  question  lie  entre  elles,  par  des  éqn., 
quelques-unes  des  quantités  x^,  j^,  z^,  x^^^y^y  z^y  on  se  serrira 
des  différ.  de  ces  équ.  pour  obtenir  plusieurs  des  variations 


(*)  Ce  cas  revient ,  en  Ge'ometrie ,  à  celui  où  l'on  cherche  une  coarbe  qui, 
oalre  qu'elle  doit  joair  de  la  proprie'të  de  maximum  ou  minimum,  demandée, 
doit  cpcore  passer  par  deux  points  donnes.  Les  cqu.  (D)  sont  celles  de  la  courbe 
cherchée  j  on  en  détermine  les  constantes  par  la  condition  que  celte  courbe 
passe  par  les  deox  points  dont  il  s'agit. 

(**)  Cela  signifie,  en  Gc'ome'trie,  que  la  courbe  cherchée  doit  être  terminée 
à  des  points  qui  ne  sont  plus  fixes ,  mais  qui  doivent  être  situés  sar  deox 
courbes  ou  deux  surfaces  données. 


{ 
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tx  ,  fy^,  ^&^>  ^.r^...9  en  fonction  des  autres;  en  substituant 
dans  L^,  —  L^=:a,  ces  variations  se  trouveront  réduites  au 
plus  petit  nombre  possible  :  ces  dernières  étant  absolument 
indépendantes ,  l'équ.  se  partagera  en  plusieurs  autres ,  en  éga- 
lant leurs  coeffîciens  à  Ecro. 

Au  lieu  de  cette  marche  9  on  peut  prendre  la  suivante ,  qui 
est  plus  élégante.  Soient  u=so,  i^=:  o... ,  les  équ.  de  conditions 
données;  on  multipliera  leurs  variations  iiiy  ^...^  par  des  in* 
déterminées  A  ^  x'.. .  ;  ce  qui  donnera  A^«-lrA'JV+«">  fonction 
connue  de  ^x^,  ^x„,  ^^...  Ajoutant  cette  somme  a  Z/^  — i^, 
on  aura 

L^  —  i^  4-  xfu  +  a'/v  -{-. . .  =0. . .  {£)» 

On  traitera  toutes  les  variations  i'x^y  ^-^u*"  >  comme  indé- 
pendantes ^  et  égalant  leurs  coeffîciens  à  zéro»  on  éliminera 
entre  ces  équ.  les  indéterminées  A,  A^...  On  parviendra  par  ce 
calcul  au  même  résultat  que  par  la  méthode  précédente  ;  car 
on  n'a  fait  que  des  opérations  permises ,  et  l'on  obtient  ainsi  le 
même  nombre  d'équ.  finales.  Ce  calcul  revient  à  la  méthode 
d'élimination  donnée  dans  l'Algèbre  (n**  m). 

Il  faut  observer  qu'on  ne  doit  pas  conclure  des  équ.  u  =  0| 
f/=o...,  qu'aux  limites  on  ait  d2^=:o,  dvï=:o...  ;  ces  condi- 
tions sont  indépendantes,  et  peuvent  fort  bien  ne  pas  coexister. 
Si  toutefois  la  chose  avait  eu  lieu  ainsi  (^)y  il  faudrait  regarder 
dtf^o,  (ip=:o...f  comme  de  nouvelles  conditions,  et  outre 
le  terme  a^m 9  il  faudrait  aussi  comprendre  A^^du... 

4*'*  Nous  ne  dirons  rien  pour  le  cas  où  l?une  des  limites  est 
£xe  et  l'autre  assujettie  k  certaines  conditions ,  ou  même  tout- 
à-fait  arbitraire  (**)  ,  parce  qu'il  rentre  dans  les  trois  cas  ])ié- 
oédens. 


l*)  S'il  s'agit  d'une  question  de  Géométrie,  la  courbe  cherchée  doit,  danx 
ce  cas,  avoir  à  sa  limite  un  contact  d^un  certain  ordre  avec  la  courbe  ou  U 
surface  dont  Péqu.  est  u=:o. 

(-^<^}  Alors  la  courbe  cherchée  a  Tune  de  ses  extrëmîtcs  assujettie  à  passer  par 
un  point  fixe,  tandis  que  l'autre  doit  être  ou  quelconque ,  ou  située  sur  une 
combe  on  une  surface  donnée. 

2  32 


49^  G4LGUL    DBS    TARIATIONS* 

888.  Il  pourrait  aussi  arriver  que  la  nature  de  la  qnesticm 
•asujetttt  les  variations  /ir,  ^^  et  /k  à  de  certaines  oonditioBs 
données  par  des  équ.  isso^  ê^o...^  et  cela  indépendamment 
des  limites;  comme  ^  par  ex.,  lorsque  la  courbe  cherchée  doit  > 
être  tracée  sur  une  surface  courbe  donnée.  Alors  l'équ.  {B)  ne 
se  partagerait  plus  en  trois ,  et  les  équ.  (2>)  n'auraient  plus  lieo. 
Il  faudrait  d'abord  réduire ,  comme  ci>dessus ,  les  Tariatiom 
au  plus  petit  nombre  possible  dans  la  formule  ÇB)  k  l'aide  des 
équ.  de  condition ,  et  égaler  à  zéro  les  coefficiens  des  Tariatkms 
restantes;  ou,  ce  qui  reyient  au  même,  ajouter  à  (^)  les  tenn» 
x^^x'i'Q  +  ...  ;  partager  cette  équ.  en  d'autres  en  j  regardait 
^^9  ^f  ^  <5omme  indépendantes;  enfin,  éliminer  les  indé- 
terminées A,  a'..  • 

Nous  ferons  observer  que,  dans  les  cas  particuliers  y  il  est 
souvent  préférable  de  faire ,  sur  la  fonction  donnée  Z ,  tous  les 
calculs  qui  ont  conduit  aux  équ.  {B)  et  (C),  au  lieu  de  com- 
parer chaque  cas  particulier  aux  formules  générales  précé- 
demment données. 

Tels  sont  les  principes  généraux  du  calcul  dès  variations: 
appliquons-les  à  des  exemples. 

889.  Quelle  est  la  courbe  CMKplane  (fîg.  24)  dont  la  longueur 
MK ,  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  AM  et  AJ^ytet  la  plus 
petite  possible?  On  a  (n^*  768  ,  729)  5=/v/(r*d9*  +  df*)=Z, 
il  s'agit  de  trouver  la  relation  r=(p'),  qui  rend  Z  nn  minimwu. 
La  variation  est 

_  yd9' .  €^r  +  r'àB .  i^dd  +  dr.  ^\r 
t/Çr^^dô*  -f-  d/*)  ' 

comparant  à  Téqu.  (^A),  où  l'on  supposera  x=r,ys=Lê,  on  a 

les  équ.  (Z>)  sont 

rd9*_    /dr\        r'dê  _ 

'dr—\dsj'   d7— ""• 

£n  éliminant  dS,  puis  ds,  entre  ces  équ.  et  ds*=r*dt*-f-dr*f 


^ 
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on  reconnaît  qu'elles  s'accordent;  en  sorte  qu'il  suffît  d'intégrer 
l'une.  Mais  la  perpend.  AI  y  abaissée  de  l'origine  A  sur  une 
tangente  quelconque  TMy  est 

AI  —  A  M  X  sin  AMT=  r  sin  ^ , 

qui  équivaut  (  page  366}  à 

r  tang  g  r'dè  rVlfl  _ 

^^~|/Ci+tang»/g)'     ""^     vC'^dÔ^  +  dr»')"    d*"""' 

comnne  cette  perpend.  est  ici  constante ,  la  ligne  cherchée  est 
dix>ite.  Les  limites  M  et  K  étant  indéterminées ,  l'emploi  des 
équ.  (C)  n'a  pas  été  nécessaire. 

890.  Trouver  la  plus  courte  ligne  entre  deux  pointe  donnés  ^ 
ou  deux  courbes  données, 

La  longueur  s  de  la  ligne  est  fZ  =/v/(dj::'  -f-  dy*  +  d«*), 
(n®  «jS!);  il  s'agit  de  rendre  cette  quantité  un  minimum;  on  a 

et  comparant  avec  la  formule  {A) ,  on  trouve 

«=o,  i»/=o.  ^=0.  n==^,    iV=^-,  ,=  _: 

les  autres  coefficiens  P^p,  ^•. .  sont  nuls.  Les  équations  (Z>) 
deviennent  donc  ici 

0=«-  <*)=»>  <è)=«> 

J'oJi  l'on  conclut  dx=adffy  d^=6d5  et  Az=:cà8,  En  carrant 
et  ajoutant^  on  obtient  a*  +  ^*  +  ^*=ït  condition  que  les 
constantes  a,  b,  c  doivent  remplir  pour  que  ces  équ.  soient 
compatibles  entre  elles.  Par  la  division^  on  trouve 

dv       &      ds       c       ,,  ,      ,  ,      . 

j    =::'     j;  =  :;'     ^^"     bx  =  ay  +  a,    cx=ïa2  +  Z;'; 
ex      CL      0.x:       a  ' 

les  projections  de  la  ligne  cherchée  sont  donc  des  droites;  ainsi 
celte  ligne  est  elle*méme  une  droite. 

32.. 
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Pour  en  déterminer  la  position ,  il  faut  oonnaitre  les  cinq 
constantes  a^b^c^a  et  b'.  S'il  s'agit  de  trouver  la  pins  ooorte 
distance  entre  deux  points  fixes  donnés  (  Og.  6a  } ,  «^(J^^  y,  *)j 
C(x^y^s,),  il  est  clair  que  ^x^,  J^r^,  ^^...  sont  nuls,  et  que 
l'équ.  {C)  9l  lieu  d'elle-même.  En  assujettissant  nos  deux  équa- 
tions à  être  satisfaites  lorsqu'on  y  substitué  x^ ,  x^  ^y^  etc.j  ponr 
X,  j^  et  2 j  on  obtiendra  quatre  équ.,  qui^  avec  a^-f*6*-|-c*=i, 
détermineront  nos  cinq  constantes. 

Supposons  que  la  2*  limite  soit  un  point  fixe  C  dans  le  plan 
jr^y  et  la  i'*  une  courbe  AB^  située  aussi  dans  ce  plan;  l'équi' 
tion  bx's=Lay-)ral  sufiBt  alors»  Soit  y^^s^fx^^  Féqu.  de  AB\ 

en  tire  iy^'=:zAhc^\  l'équ.  (C)  devient  X=  -r-*^^  +  a    '^J' 

et  comme  la  2*  limite  C  est  fî\e,  il  suffît  de  combiner  ensemble 
leséqu.  ^^=-^^-r^,  et  dx^.^x^  +  dj'^.cTy^sso.  En  éliminant 
ty^  on  obtient  Ax^  +  -^^ J'y  =  ^« 

On  aurait  pu  aussi  multiplier  l'équation  de  condition... 
jy^  — -^^^=0  par  l'indéterminée  A,  et  ajouter  à  Zr^,  ce  qui 
eftt  donné 


d'oii 


y  — / 

dr,  .  Ay,    , 

d*.  ds. 


'/ 


Éliminant  A ,  on  obtient  de  même  dx^  -(-^dj^^=£:0. 
Mais  puisque  le  point  A(^x^,y^)  est  sur  notre  droite  AC, on 

a  aussi  idr^=ady.;  d'où  a= — bA^  et  -7^  = 5  =  -;  ce 

'         •^'  dx  A      a^ 

qui  fait  voir  que  la  droite  AC  est  normale  (n**  72a)  à  la  courbe 

proposée  AB.  La  constante  a'  se  détermine  par  la  considération 

de  la  2*  limite  qui  est  fixe  et  donnée. 

Il  serait  facile  d'appliquer  le  raisonnement  précédent  aux 

trois  dimensions,  on  parviendrait  à  la  même  conséquence;  on 

peut  donc  conclure  qu'en  général,  la  plus  courte  distance  AC 

(fig.  63} ,  entre  deux  courbes  AB y  CD,  est  la  droite  AC  qui 

est  normale  à  l'une  et  à  l'autre> 
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Si  la  plus  courte  ligne  demandée  deyait  être  tracée  sur  une 
surface  courbe,  dont  m=o  serait  Téqu.,  alors Péqu.  (^B)  ne 
se  décomposerait  plus  en  trois ,  à  moins  qu'on  n'y  ajoutât  le 
terme  xfw^  alors  on  pourrait  regarder  ^x,  ty  et  /s  comme 
indépendans ,  et  l'on  trouTcrait  les  relations 

^dx   ,      du  ,dy    ,      du  ,ds    .      du 

''di+^di^"'  **d7  +  'd^='''  '*d7+*dr="- 

Eliminant  A,  on  a  les  deux  équations 

qui  sont  celles  de  la  courbe  chercbée. 

Prenons  pour  exemple  la  moindre  distance  jfO  mesurée  sur 
une  spbëre  qui  a  son  centre  à  l'origine  :  d'où 

.,-,._,  du  du  du 

Nos  équations  deviennent,  en  prenant  d^  constant, 

i8d»x  =  xd*s,     «d*j5:^j^d*«,     d'oi    }fd!^X7=sxdy^ 
Intégrant ,  on  a 
sdx  — xd^ssûds,     zdjr-^ydaisssbisy.    j^dx'^xiy^cds. 

Eu  multipliant  la  i'^  de  ces  équ.  par  —  j",  la  a*  par  x,  la  3* 
par  Xf  et  «joutant,  on  trouve  ayzr^bx'^cx,  équ»  d'un  plan 
qui  passe  par  l'origine  des  coordonnées.  Ainsi  ^  la  courbe  cbecv 
cbée  est  le  grand  cercle  jfC  (fîg.  63),  qui  passe  par  les  deux 
points  donnés  A'  eX  C  ^  ou  qui  est  noemalé  aux  deux  courbes 
JtB  et  CD ,  qui  servent  de  limites ,  et  sont  données  sur  la 
surface  spbérique. 

891.  Lorsqu'un  corps  se  meut  dans  un  fluide,  il  en  éprouve 
une  résistance  qui  dépend  de  sa  forme  ^  toutes  circonstances 
^ales  d'ailleurs  :  si  ce  corps  est  de  révolution  et  se  meut  dans 
le  sens  de  son  axe,  la  Mécanique  prouve  que  la  résistance  est 
la  moindre  possible ,  quand  i'équatton  de  la  courbe  génératrice 
remplit  la  condition 


m 
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-rt-r— r-o=  minimum  j    dou  Z  =  ^^ — 7-. 

dx*+dj*  -^  i+y 

Déterminons  cette  courbe  génératrice  du  $olicU  cU  moindre  rt- 
9i9tancen  En  prenant  la  variation ,  on  trouve 

la  2*  «qu.  (i?)  est  A/.—  diV^o;  et  il  soit  du  calcal  qu'on  vicot 
d«  faire  sur  Z,  que 

à  cause  de  2Kf  =  dA^.  Ainsi ,  en.  intégrant ,  on  a 


a  + 


Donca(i  +y''y^^^yy^^  Observe»  que  la  i^deséqu.  (/?), 
ou  /7»-— dns=o ,  aurait  donné  de  suite  ce  même  résultat ,  savoir 
—  d/i'=o,  où  — n=a  ;  en  sorte  que  ces  deux  équ.  conduisent 
au  même  but.  On  a 

y-    2/»    '       J7~y^J  y^' 

en  substituant  pour  y  sa  valeur ,  cette  intégrale  est  facile  à  ol^ 
tenir;  il  reste  ensuite  à  éliminer^  entre  ces  valeurs  de  x  et  de 
J'y  et  l'on  obtient  l'équ.  de  la  courbe  demandée ,  «Contenant  deai 
constantes  qu'on  déterminera  d'après  des  conditions  données. 

892.  Quelle  est  la  courbe  ABM  (fig.  26) ,  dans  laquelle  l*aire 

BODM^  comprise  entre  Varc  BM^  /^s  rayons  de  courbure  BOr 

'MDy  qui  le  terminent^  et  Varc  OD  de  la  développée ,  est  m 

minimum?  L'élément  de  l'arc  JIM  est  d»  =  dr|/(i  +y*);  le 

rayon  de  courbure  MD  est -^^- ,  (u**  ^SS  ,p.  33i)  5  le  pro- 

«/ 

doit  est  l'élément  de  Taire  proposée, 
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(i  +y«)Vdx      (dx'  +  cly')* 

•«  = H = j Ta • 

y  dx.ary 

11  s'agit  de  trouYer  Véqu,y=fxy  qui  rend  fZ  un  minimwn. 
Prenons  la  variation  iZ^  et  nous  .bornant  k  la  2^  des  équa- 
tions CD) ,  qui  suffît  à  notre  objets  nous  trouvons 

Ms=:Oy     JV— dP  =  4a, 
Or, 

d  ^îl±^*^==iva/+pdy .  d*==4ady+dp .  dy +Pdy  .d*, 

en  mettant  4û+d^  po^^  ^^'  D'ailleurs  y  da:=dy,  change  ces 
deux  derniers  termes  en 

(y^dp  +  Pdy  )dx  ==  d(py  ) .  dx  === -- d  (^i^t>!^^ 

Donc ^  en  intégrant,  !— ^-^  =  ay  +  6, 

^y 

,..^0+yy^dy        _  2(ay + ft)dy 
2{ay+6)     dx'       ""    (i+yT  ' 

enfin, 

^  =  ^+l+7r  +  ^-a'c(tang«^'); 
d*ttn  autre  côté,  y  v=^fyàx  =y x  —fxày' ,  ou 
j.  =ya;— çy'  _y^^^dy-/Bdy.arc(tang=y)i 

ce  dernier  terme  s'int^e  par  parties,  et  l'on  a 

y  ^y'x  —  cy'  —  (iy  —  a)  arc  (tang  =/)  +/ 

Éliminons  Tare  tang.  entre  ces  valeurs  de  a:  et  de  ^, 
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enfin  (ÏV,  p.  371)    #  =  2V^(é|y  — «x+^)+A. 

G^tte  équation,  rapprochée  de  celle  de  la  page  407 ,  montre  que 
la  courbe  cherchée  est  une  cycloïde ,  dont  on  déterminera  lo 
quatre  constantes  d^aprës  un  égal  nombre  de  conditions  données. 

de 
893.  Prenons  pour  3*  ex.  la  fonction  Z=:  -  ■ ,  <  étant 

un  arc  de  courbe,  ou  d«*=dx*4-dj'*+d«':  il  s'agit  de  rendre 
fZ  un  minimum.  Ce  problème  revient  h  tronTér  la  courbe  jiC 
(fîg.  G2)  suivant  laquelle  un  corps  pesant  doit  tomber,  pour 
méttte  le  moins  de  temps  |)ossibleà  passer  de  (/  en  ui,  {J^oy.  ma 
Mécanique,  vi^  ^S^)*  Formant  la  variation  i%y  nous  trouvons 

^fU  dr  .,  dv  d«      . 


,i>r=.-îî^-^,,=. 


.^«iifjn,  m-=zM^p.  •  .=0.  Les  équ.  D  deviennent 

Nous  omettons  ici  la  3*  équ.,  qu'on  peut  démontrer  être  comprise 
dans  les  deux  autres,  condition  sans  laquelle  le  problème  pro- 
posé serait  absurde.  En  intégrant,  et  divisant  l'un  par  l'autre  les 
résultats ,  on  obtient  d^==adx  j  ce  qui  prouve  que  la  projection 
de  la  courbe  sur  le  plan  xy  est  une  droite,  et  que,  par  consé- 
quent, celte  courbe  est  décrite  dans  un  plan  perpend.  aux  xy* 
Prenons  ce  plan  pour  celui  des  xz-,  la  i"  des  équ.  (i)  suffira, 
et  nous  aurons  hàx  =  d«  \/(z  —  h)  ;  et  comme  d^*  =  dx*  +  d«*, 

on  trouve  dx  =  .  /^L  ,    7" — n-  ^"  posant  «=fc*+ A —  u,  on 

reconnaît  que  cette  équ.  est  celle  d'une  cycloïde  {yoy,  p.  323) 
doni  k*  est  le  diamètre  du  cercle  générateur. 
.   Quand  les  limites  sont  deux  points  fixes  A  e,\,  C  (fig.  62),  il 
r  a  aucune  autre  condition  à  remplir,  si  ce  n'est  de  faire 
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passer  la  cycloïde  AC  par  ces  deux  points,  ce  qui  détermine 
les  valeurs  des  constantes  /c  et  ^. 

Si  !a  2"  limite  est  un  point  fixe  C ,  et  si  la  1'*  est  une  courbe 
AB  sitaùc,  ainsi  que  le  point  fixe,  dans  le  plan  vertical  des  x% 
on  a  ic^,  =  iz^  =  o , 

II  suint  de  rendre  L^  nul,  en  ayant  égard  à  la  i"**  limite  qui 
est  une  courbe  >^^  dont  x^=ifz^  est  l'équ.  donnée.  On  en 
dédoit  ^x^  —  ^J's^sEO;  multipliant  par  X,  ajoutant  à  L^  on 
troave  les  deux  équ. 

•i- s^+A=0,       T -r^ rr u^A  CZl  O. 


En  éliminant  A,  on  obtient  ds^  +  ^dx^so.  La  cycloïde  devra 
donc  couper  à  angle  droit  la  courbe  donnée  AB)  la  constante  k 
cera  déterminée  en  comparant  l'équ.  de  la  cycloïde  à  la  pré- 
cédente. 

On  trou  ver  ait  dan  s  les  trois  dimensions  la  même  conséquence, 
de  sorte  que  la  courbe  de  plus  vite  descente,  en  partant  d'une 
courbe  quelconque  CD  (fig.  63),  pour  aller  à  une  autre  AB, 
est  une  cycloïde  A^C/  normale  à  ces  deux  dernières.  La  même 
chose  aurait  aussi  lieu  si  les  deux  limites  étaient  prises  sur  deux 
fiuriaces  courbes ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  convaincre. 

Quand  la  courbe  doit  être  tracée  sur  une  surface  donnée  par 
son  équation  u  =  o ,  (B)  ne  se  partage  en  trois  équ.  qu'après 
avoir  ajouté  A^u,  ce  qui  donne,  au  lieu  des  équ.  (i) ,  trois  équ. 
entre  lesquelles,  éliminant  a,  on  aurait  celles  de  la  courbe 
cherchée.  Si  l'on  avait  pour  limites  deux  points  fixes ,  les  cons- 
ta(htes  seraient  déterminées  par  la  condition  que  la  courbe 
passât  par  ces  deux  points:  lorsqu'on  a  pour  limites  deux 
courbes,  celle  qu'on  cherche  doit  les  couper  à  angle  droit 
comme  ci -dessus.  Ainsi,  le  reste  du  problème  est  le  même  dans 
les  deux  cas. 

894<  Quelle  est  lalcourbe  BM  (fig.  55)  dont  la  longueur  ft 
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€Ht  donnée  j  qui  panse  en  B  et  en  M ,  el  qui  intercepte  entre  mi 
ordonnées  terminales  BC^  PM  et  taxe  Ax»  Vaire  la  plm 
grande?  fydx  doit  être  un  maximum j  l'arc  s  étant  constant: 
il  faut  donc  combiner  la  variation  de  fZ:=Jjdx  avec  ceUa 
de  f[/(dx^  +  <!>'*)  — const. =o,  suivant  ce  qu'on  a  vu  n*  888, 
afin  de  pouvoir  partager  l'cqu.  B  en  deux  autres.  On  trouve 
pour  la  variation  complète 

d*où         msaeo,   risKj'  +  A  — ,   Afsadjr,    JV=A-^, 

,    dx  ^y      f 

et  y  +  A-r-=^»      X  — A-f^  =  C. 

•^^    de        '  d« 

Ces  équ.  sont  identiques,  puisqu'en  intégrant  l'une  ou  Fautreon 
parvient  au  même  résultat  ;  on  ne  doit  donc  pas  éliminer  A  entre 
elles.  La  i'*  donne ,  en  mettant  i/(dx*  +  dj'*)  pour  de , 

ax  y  —  c  *    ^   ^         s 

La  courbe  cherchée  Cj^t  donc  un  cercle  ;  suivant  qu'il  tourne  sa 
convexité  ou  sa  concavité  à  Taxe  des  x^  l'aire  est  un  minimum 
ou  un  maximum.  On  doit  déterminer  les  constantes  c,  c^  et  A 
par  la  condition  que  le  cercle  passe  par  les  points'  B  et  M,  et 
que  l'arc  BM  ait  la  longueur  exigée.  Tel  est  le  plus  simple  des 
problèmes  d^lsopêrimètres, 

895.  Quelle  est  la  courbe  BM  (fjg.  55) ,  pour  laquelle  Vaire 
BGMP  soit  donnée j  Varc  BM  étant  le  plus  court  possible? 
On  a  ici  /\/(dx*  +  dy^)  =  minimum j  avec  la  condition . . . . 
fydx — const.  =  0.  En  imitant  le  raisonnement  ci-dessus, 
on  obtient 

-  +  Ay=C,       ^X-f  =  C, 

équ.  visiblement  les  mêmes  que  celles  que  nous  venons  de 
trouver  :  le  cercle  est  donc  encore  la  courbe  demandée. 
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896.  On  demande  quelle  doit  être  la  courbe  MK.  (fîg.  24) 
la  plus  courte  possible ^  Vaire  MAK  comprise  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  AM  ^  AK  étant  donnée  ? 

On  doit  avoir  s  =  /l/(da;*+dy)=  minimum^  avec  la  con- 
dition (n®  729) ,  /l(^xdy  — jdr)  =const.  :  ce  qui  donne 

Ces  éqa.  s'accordent  visiblement,. et  il  suffit  d'intégrer  la  i***, 
A  étant  une  constante  arbitraire;  il  yient 

dx 
Ay-f-c=y,  ou  (Ay +  c)dy  =  <irV/[i  —  i^y  +  ^y]- 

On  fera  Ay  4-c  =  »>  et  l'intégration  sera  facile  (n**  76g,  IV)  : 
on  trouvera  (ajc  +  by  +  {xy  -|-  c)*  =  i ,  ou ,  si  l'on  veut , 
(x  +  &')*+  (y  +  c/)*  =  /j*.  La  courbe  cherchée  est  donc  un 
cercle^  assujetti  à  passer  par  les  points  M  et  K ,  et  à  former 
l'aire  ifcf^/iC  de  grandeur  donnée.  En  sorte  que  toute  autre 
courbe  y  passant  par  deux  points  M  et  K  de  cette  circonférence, 
et  formant  la  même  aire,  aurait  l'arc  intercepta  dans  l'angle 
MAK  plus  long  que  l'arc  de  cercle,  quels  que  soient  les  points 
Met  K^  On  Terra  de  même  que  le  cercle  répond  aussi  au  pro- 
blème inverse:  de  toutes  les  courbes j  d'égale  longueur  entre 
deux  points  donnés,  quelle  est  celle  dont  l*àire  M AR  est  un 
maximum? 

897*  Parmi  toutes  les  courbes  planes  j  terminées  par  deux 
ordonnées  BG,  PM  (fig.  5i),  qui  engendrent  dans  leurs  révo* 
hctions  des  corps  dont  l'aire  est  la  mêmej  on  demande  quelle 
est  celle  qui  produit  le  plus  grand  volume  ? 

On  a  firy*dx  =  maximum  j  et  /2jry\/(dx* +  dy*)  =  con8t. 
'    D'où  il  est  facile  de  tirer 
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Ces  équ.  s^aocordent  entre  elles,  et  la  i'*  donne 

Si  la  constante  c  =  o,  on  trouTe  daras    ^.,  /       ^.,  JPol"^ 

(jp  — ft)* +y*=4^*f  équ.  d'un  cercle  dont  le  centre  estes 
un  lieu  quelconque  de  Taxe  des  x,  et  qui  doit  passer  ptr  lo 
deui  points  donnés.  Toutefois  ce  cercle  ne  répond  an  proUène 
qu'autant  que  l'aire  engendrée  par  la  révolution  de  l'are  CM 
se  trouve  avoir  l'étendue  exigée:  en  effet ,  Péqa.  int^aJese 
renferme  que  deux  constantes ,  qu'on  déterminera  par  la  ooo« 
dition  que  la  ligne  passe  par  les  points  C  et  M,  La  solntioo 
générale  du  problème  est  donnée  par  l'équ.  (i). 

898.  Dé  toutes  Us  courbes  plane»,  d* égale  longueur  eiUn 
deux  points  donnés  j  quelle  est  celle  quij  dans  sa  réiH>bUMmi 
engendre  un  volume  ou  une  aire  maximum? 

Dans  les  deux  cas^  /V^(da:'  -f-  dy*)  =  const.  En  outre,  dsBt 
l'un  fxy^àXf  et  dans  l'autre  fa^yàs  (n®  752),  doit  être  m 
maximum.  D'abord ,  dans  le  i***  cas,  Zsssry'do:*  En  raison- 
nant comme  ci-dessusj  on  trouve 

^«•4-— =c     d'où  dx (c~«-y*)dy 

La  courbe  dont  il  s'agit  ici  iouit  de  la  propriété  que  son  njon 
de  courbure  7J  est  = (n*  784 ,  6°.)  ;  en  eflTet ,  on  a 

Cette  courbe  est  V Élastique,  dont  le  rayon  de  conrbure  est  en 
raison  inverse  de  l'ordonnée.  Outre  c  et  A,  on  a  une  3"  cons- 
tante ;  les  conditions  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points 
donnés  f  et  ait  la  longueur  exigée,  servent  à  déterminer  ces  trois 
quantités. 

Dans  le  a*  cas ,  Z  —  fiicy  \/(dx*  +  dy*) ,  d'où 
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^irydx  +  xàx cdy 

La  courbe  demandée  est  une  Chaînette  (p.  38i)  ^  dont  l'axe  est 
horizontal  :  il  y  a  maximum  ou  minimum,,  suivant  qu'elle  pré- 
sente à  l'axe  des  x  sa  concayité  ou  sa  convexité* 

8^.  Quelle  est  la  courbe  de  longueur  donnée  s,  entre  deux 
pointe  fixen  j  pour  laquelle  /jds  est  un  maximum?  On  trouvera 
aisément 

/vds 
On  obtient  la  même  courbe  que  ci^^essus.  Comme  -^ —  est 

l'ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité  d'un  arc  de  courbe 
dont  s  eift  la  longueur  {voy.  ma  Mécanique ,  n®  64) ,  on  voit 
que  le  centre  de  gravité  d'un  arc  quelconque  de  la  chaînette 
est  plus  bas  que  celui  d'un  arc  de  toute  autre  courbe  terminé 
aux  mêmes  points. 

900.  En  raisonnant  de  même  pour  /y*dx  =  minimum,  et 
/ydxscconst ,  on  trouve  ^*  -f"  ^J'  =  ^  >  ou  plutôt  ^=c  :  on 

a  une  droite  parallèle  aux  x.  Gomme    "^  ,      est   l'ordonnée 

Tcrticale  du  centre  de  gravité  de  toute  aire  plane  (voyea  ma 
Mécanique,  n^  68) ,  celui  d'un  rectangle  vertical  dont  un  côté 
est  horisontal ,  est  le  plus  bas  possible.  En  sorte  que  toute 
masse  d'eau  dont  la  surface  supérieure  est  horizontale,  a  son 
centre  de  gravité  le  plus  profondément  situé. 

Consultez  l'ouvrage  d'Euler,  intitulé  Metliodus  inpeniendi 
lineas  curpos  maximi  minimise  proprietate  gaudentes* 
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y.    D1FFÉBENGE8   ET   SÉRIES. 


Méthode  directe  des  Différences.  Interpolatioru 

901*  Étant  donnée  une  série  a ,  à ,  c ,  d.. . ,  ^  retranchons 
chaque  terme  du  suÎTant ;  ci^=zb'^a ,  6'=c — b^  c  ^d'-^c, 
formeront  la  série  a'j  b ,  c',  cP, . .  des  différences  premières. 

On  trouve  de  même  la  série  a",  />",  c'y  d" des  diffe- 

rences  secon desj  ' a"  =  6'—  a\  b"  =ic'  —  b\  c" = d!  —  c' ....  ; 
celles-ci  donnent  les  différences  tivisièm^s  aT:^b"'^aj 
b*  "ssic" — ^''. . .;  et  ainsi  de  suite.  Ces  différences  sont  îndi- 
quées  par  A  y  et  l'on  donne  à  cette  caractéristique  un  exposant 
qui  en  marque  Tordre^  A"  est  un  terme  de  la  suite  des  diffé- 
rences n*K  On  conserve  d'ailleurs  à  chaque  différence  son  signe, 
lequel  est  — ,  quand  on  la  tire  d'une  suite  décroissante. 

Par  exemple^  la  fonction  y=j? — 9^+6,  en  faisant  suc- 
cessivement x=o,  I9  2,  3,  4  *•  donne  une  série  de  nombres, 
dont  y  est  le  terme  général ,  et  d'où  l'on  tire  les  différences, 
ainsi  qu'il  suit  : 

pour     a:  =  o,         i,         a,     3,       4»       ^9      S>         7 

aerie     ^  =  6,  —  a,  —  4»    ^>      ^4»    ^»     '^>     a86... 
diff.  !'«•     A>^  =  —  8,  —  a,       10,      28,     5a,    8a,     118.... 

diff.  a«»     A*/ =  6,        12,       18,    a4,    5o,     36 

diflF  3et     A3f=  6,        6,      6,      6,        6 

902.  On  voit  que  les  différences  troisièmes  sont  ici  constantesy 
et  que  les  différences  deuxièmes  font  une  équidifference  :  on 
arrive  à  des  différences  constantes  toutes  les  fois  que  v  est  une 
fouction  rationnelle  et  entière  de  x,  ainsi  que  nous  l'ailôns 
.démontrer.  .      -.  . 

Que  dans  le  monôme  ^x"*  on  fasse  xn:*,  /8,  y...  6,  «,  a  (ces 
nombres  ayant  h  pour  différence  constante),  on  a  la  série 
^*'",  W,  ky"^.^^  kj"*,  ^««,  ^A"».  Comme  «  =  a  — A;  en  déve- 
loppant kK'^=zk  (A  —  A)",  et  désignant  par  m.  A' y  A" les 

coefBciens  de  la  formule  du  binôme^  on  trouve 
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Telle  est  la  différence  première  entre  deux  termes  quelconques 
de  la  série  Act"*,  Xr/B"*,  ky'^,.  • .  La  différence  entre  les  termes 
qui  précèdent,  ou  ifc{»"*  —  S"*),  s'en  déduit  eu  changeant  K 
en  » ,  »  en  S  ;  et  comme  »  =  a  -i-  A ,  il  faut  mettre  a — h  pour 
A  dans  ce  2"  membre: 

ftmh(A-ft)'"-'.ifc-/^'A»(A-ft)"«-\..==it/»^A'»-'-[^'+m(m-i)]ifcA*A«-».,. 

Retranchant  ces  résultats,  les  deux  premiers  termes  disparais- 
sent, et  il  Tient,  pour  la  différence  a*  d'un  rang  arbitraire ^ 

*i»  (1»  —  I  )  A*A'»-^  —  kB'K^hJ^-^  + . . .  X 

Changeant  de  même  A  en  A  —  A  dans  ce  dernier  développement, 
et  retranchant,  les  deux  i*'*  termes  disparaissent,  et  l'on  a  pour 
différ.  3% 

km  (/»  _  I  )  (1»  —  a)  A^A-n-s  —  kB'h^x^-^ . . . , 

et  ainsi  de  suite.  Ghactme  de  ces  différences  a  un  terme  de  moins 
dans  son  déreloppement  que  la  précédente;  la  i'®  a  m  termes; 
la  2*  en  a  m  —  i ,  la  3*  tu  — 2.  • . .,  etc.;  d'après  la  forme  du 
i**  terme,  qui  finît  par  rester  seul  dans  la  différence  /re*,  on  Toît 
que  celle-ci  se  réduit  à  la  quantité  constante  i  .2.3. . .  mkh^. 

Si  dans  les  fonctions  M  et  JV,  on  prend  pour  x  deux  nombres, 
les  résultats  étant  m  et  71 ,  celui  qui  proyient  de  Jlf  +  N  est 
m  +  n.  Soient  de  même  m'  et  n'  les  résultats  donnés  par  deux 
autres  valeurs  de  a:;  la  différence  !'•,  provenue  de  ilf +iV^, 
est  TÎsiblement  (jn —  /it')  +  (tï  —  »'  ).  Il  en  faut  dire  autant  des 
dîffér.  3"',  4^..,  :  la  différ.  de  la  somme  est  la  somme  des  différ. 

Donc,  si  l'on  fait  a7=« ,  j8,  y...  dans  itx"»  +  px*"""'  +. , . . , 
la  différ.  (/» —  i)*  de  px"*""*  étant  constante,  la  tt^  sera  nulle, 
donc  pour  notre  polynôme  la  différ.  m*  est  la  même  que  s'il  n'y 
avait  que  son  i*'  terme  ifcx**.  Doqc,  la  différence  m*  est  cons'^ 
tante j  lorsqu'on  substitue  à  x  des  nombres  éçuidifférenSj  dàné 
une  Jonction  rationnelle  et  entière  de  degré  m. 

903.  On  voit  donc  que,  si  l'on  est  conduit  à  substituer  des' 
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nombre»  cquidifféreasy  ainsi  qu'oa  le  fait  pour  résoudre  qm 
cqo.  numérique  (  page  78  et  1 55  )  ^  il  suffira  de  chercW  les 
(iff  +  ')  **"  résultats,  d'en  former  les  différences  !'*•,  a"..*: 
la  m*  n'aura  qu'un  terme;  comme  on  sait  qu'elle  est  constante 
et  =1 .2.3< . .  mth'*,  on  prolongera  cette  série  à  volonté.  On 
prolongera  ensuite ,  par  des  additions  successÎTCs ,  la  série  des 
différ.  {m —  i  )"  au-delà  des  deux  termes  connus;  celle  de 
(m  —  7.y*  sera  de  même  prolongée. . .;  enfin  la  série  des  ré- 
sultats proTcnus  de  ces  substitutions,  le  sera  aussi,  .autant 
qu'on  voudra,  par  de  simples  additions. 

C'est  ce  qu'on  voit  dans  cet  ex.  :  *^ — «•  —  ax  -f- 1 . 


jrr=o.  T.  9*  3 
Donnfi.*  I.  —  1.  I.  i3 
%'•  diff.  —  3.    a.     la 

ae 4*     o 

3« 6 


Diff.  3«»       6.        6.  6.  6.     6.     6.  6... 

a«*       4*       lo*  ^^'  d^*  38.  34.  40.,. 

irci^a.        a.  la.  23.  5o.  j8.  n^... 

Résaltats       t.  —  i.  i.  i3.  4i-  9v*  i^if)..* 

Pour  x=zo,         I.  3.  3.     4*     5*  ^••' 


Ces  séries  se  déduisent  de  celle  qui  est  constamment  6.6.6. . . 
et  des  termes  initiaux  déjà  trouvés  pour  chacune  :  un  Urtm 
^obtient  en  ajoutant  celui  qui  est  à  sa  gauchej  as^ec  le  nomhrt 
écrit  au-dessus  de  ce  dernier»  Ou  peut  aussi  continuer  les  séries 

dans  le  sens  contraire,  pour  obtenir  les  résultats  de 

X  =  —  I ,  —  2 ,  —  3...  Un  terme  s^obtient  alors  en  retraiïcliant 
le  nombre  inscrit  au-dessus  de  V inconnue  de  celui  qui  est  à 
droite  de  celle-ci. 

Dans  le  but  qu'on  se  propose,  de  résoudre  une  éqa.,  il  n'est 
plus  besoin  de  pousser  la  série  des  résultats  au-delà  du  terme 
o&  l'on  ne  doit  rencontrer  que  des  nombres  de  même  signe^ 
ce  qui  arrive  dès  que  tous  les  termes  d'une  colonne  quelconque 
sont  positifs  du  côté  gauche,  et  alternatifs  dans  le  sens  opposé, 
puisque  les  additions  ou  soustractions  qui  servent  à  prolonger 
les  séries  conservent  constamment  ces  mêmes  signes  aux  ré- 
sultats. On  obtient  donc,  par  cette  voie,  des  limites  des  racines 
soit  positives,  soit  négatives. 

904.  A  l'avenir ,  nous  désignerons  par  yjc  la  fonction  de  x 
qui  est  le  terme  général  de  la  série  proposée ,  et  engendre  tous 


l 
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les  termes 9  en  faisant  a:=o,  i^  2, 3....  ;  par  ex./ys  désignera , 
quV^n  7  a  fak  x^=^S  f  ou  qu'on  a  égard  an  terme  qui  en  a  5v 
arant  lui  (  le  nombre  91 ,  dans  le  dernier  ex.).  D'après  oela , 

yt—  y^= 4)'« '    >~  yi=^yi »    ^3  —  y^ = 4>'»* •  • 
4y«— 4yo=^!yo>  Ay»— 4yi=^!y«>  4X3— Ay«=A»^.... 

En  général  y 

yx—    >'*-,=  A>-.,, 

^•j'»  —  ^•^*-.  =  A^j^x», ,  etc. 
9o5.  Formons  les  différences  de  la  série  quelconque 

a  .  b  .  e  .  d  .  e Il  &=«+«',    c   r=zh '^l/ ^    «/=:c-f-c'. ..., 

A«.  û'.  y.  c'.^r.e'....    y  =«'  +  «*',    tf=^b'-^b\    d'rsc'+c*...., 

A'....  a^.b^.i^  ex».     Il  bf^a'^'ha^'ff  e*=i'^-f-6«%  «f=ci^H- <:»▼..., 

En  éliminant  bjh\cyC....j  des  équations  de  la  i**  ligne, 
on  réduit  le  2*  membre  à  ne  contenir  que  ay  ci,  a",.. .  On 
peut  aussi  obtenir  des  valeurs  de  a! y  a'^ya'*..,,  quine  renferment 
aucune  lettre  accentuée  :  on  trouve 

i  =  a  +  a',  c  =  a4•2a'+a^    rf=a  + 3a  +  3a*  +  â"', 
/=a  +4«'+6a''+  4«''  +  «'%  /=  a  +  5a  +  loa" etc. 

a's=ô  — a,  «"  =  0  —  26  +  0,  a'=zd'^^3c  +36  — a... 

G>mme  les  initiales  a^a" ,  a*. . .  sont  A)'o>  A'j^o>  A'^^, , . , , 
et  que  a,  b,  c,d, , .  sont ^o>  yi  1 J'» 0'3  •  •  •  >  ^^  trouve 


J^*=J^o+a  A^«+   A'jr^, 
J'3=J'«+3  Aj^o+3  A  ^J'o+A^o  , 
J'4=>+4Ajro+6A»j<o  etc. 

En  général^ 


A  >'o?=y.—  yo, 

^  ^J'«=>'8— ^j'.+Sj^.— yo, 
A  ^J-o^J-i— 4r3+Gr»  etc. 


•r*=ro+a:Aj^o+^^-Atro+Jî^^ .  ^-a>o.  ..{^i, 


^"^•0=^11— 'ir«-i+»  ^— -j-«-i — /» 


2 

71—  1 


n 


2. 
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906.  Gesâ^  «leanent ,  l'une  an  terme  ({ueloaiiqoe  de  rug 
X  (le  tooMt  général  delà  série), quand  on  conDaitle  i*' tenac 
de  Umu  lea  ordres  de  dîfiërcacei;  l'antre  l'initial  de  la  taie 
des  >"  différences,  connaissant  tons  les  termes  de  la  série 
,v.,  y<i)'*><  ■  Poiir  appliquer  la  1"  à  l'es,  du  n*go3,oa  kn 

y,=  l,  A)-,:s:-r-»,  4*/,  =  4,  A'  =  6,  A^=o... 
d'oiiy,^!— ax+2i(r— i}+*(jF— i)(x-a)=^— ni*— a«+>. 
On  se  grave  dans  U  mémoire  les  ^qoations  (^A)  et  {B) ,  a 
renMrqwint  qae 

V,=  (i+Ay,)',     A-y.^Cy  — 1)% 
pourru  que,  daus  les  dêreloppemens  de  ces  puissances,  ira 
transforme  les  puissancesde  ây„  en  exposass  de  A,  pour  ma^ 
quer  l'ordre  des  différences,  et  les  puissances  de  j*  en  indiceii 
pourvu  qu'on  mette  y°  au  lien  dn  I*' terme  >. 

^•j.  Quelle  qne  soit  k  série  proposée  a,  h,  c,  d, . .',  <tD  peut 
touiours  la  concetoir  tirée  d'une  antre  dont  on  aolwt  ow 
périodiqMement  GwUins  termes,  par  ex.,  dont  on  anraît  fn 
les  termes  de  3  en  a ,  ou  de  3  en  3 ,  ou  de  4  en  4  •  •  •  Étant 
donnée  la  1"  série  a,  b,  e... .  on  plut6t  son  terme  général 
^.(équ.  ^),  proposons-nous  de  rétrourer  cette  suite  primitif, 
que  nous  désignerons  par 

a.a  .a!'...a*-'.b.b'.b'...h*-'.e.e'.c' ...  etc.  (O- 
On  toit  qu'on  suppose  ici  que  h  —  i  termes  ont  été  supprimés 
entre  a  et  A,  entre  6  et  c  . . ,  lesquels  termes  étaient  saaiav 
à  la  même  loi  de  génération  que  la  série  n.ft.c. . .  qni  en  fait 
partie.  ViaUrpotation  consiste  à  insérer  entre  les  termes  d'une 
suite  proposée  I  ««"nombre  désigné  de  termes  soumis  à  la  même 
loi  :  pour  interpohr^  W  faut  donc  trouver  ces  intermédiaire», 
ou  plutôt  le  terme  général  de  la  série  {€).  Il  suffit  fisiblemeot 
déposer  'lins  l'équ.  {A),  terme  général  de  a,  i,  c. . .  ,  la  con- 
dili^  ,  .  -  '".^r-juant  le  rang  d'un  terme  de  la  nouTdle 


t; 
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z  =  o^    tyn,    3 A,  ft  +  ï,  A  +  2.. .  aA...  etc., 


on  ax=o  , . . .  (A— i)  termes. ..  i . ..  (A— i)  termes...2...  etc. 
On  fctrouTe  donc  ainsi  les  mêmes  nombres  a^  h  ,c. ..  iqae  si 
J'on  eût  fait  j^  =  o ,  i ,  2  ^ . .  dans  -^,  et  en  outre  A  —  1  termes 
intermédiaires.  Cette  substitution  donne  l'équ* 

n-y«-t-T^      2.AV     ^  2.3. A^  ctc.c^j. 

Cette  équ.  donnera  yx  quand  a:  =  z,  s  étant  entier  oti 
fractionnaire.  On  tire  de  la  série  proposée,  a,  6,  c,  cf. . . ,  les 
différences  de  tous  les  ordres,  et  le  terme  initial  de  ces  séries 
représente  A*,  A*. . . 

Mais,  pdiir  pouvoir  appliquer  cette  formule,  il  faut  qu'on 
'soit  conduit  à' des  différences  constantes,  afin  qu'elle  soit  ter- 
minée, on  au  moins  qu'elle  ait  pour  A^,  A  *. . .  des  Taleurs  dé- 
croissantes qui  rendent  la  suite  j^oonTergente  :  le  développement 
donne- alors  la  grandeur  approcbée  d'un  terme  répondant  à 
.a?ss2^  bien,  entendu  qu'il  ne  fant  pas  que  les  facteurs 
de  A  croissent  asses  pour  détruire  cette  convergence,  ce  qui 
restreint  «  à  ne  pas  dépasser  une  limite. 
.    Pfer  ex^ ,  on  trouve  n^  364  >  ^  V^ 

l'arc  de  60**  a  pour  corde  1000,0  ,  ^ 

65 10,4,6    ^  ='^'^A*  =  _2,o 

/  72,6  ' 

no ii47>^  \  -.  « 

^é  er  7®>3  —2^3 

70 1217,5  ' 

Puisque  la  différence  est  à  peu  près  constante,  du  moins  de 
60*  à  76*,  on  peut,  dans  cette  étendue,  employer  l'équ.  (D); 
fkisant  A  =^'5  ;  il  vient,  pour  la  quantité  à  ajouter  à  yo=  1000^ 

|.74,6.«  — ^<«  — 5)=i5,i2.«~o,o4.»», 

Ainsi,  en  prenant  2=1,2,  3. . . ,  puis  ajoutant  1000,  on  en 
tire  les  cordes  de  61°,  62°,  63**. .  •  ;  et  même  prenant  pour  s 
des  valeurs  fractionnaires,  on  a  la  corde  d'un  arc  quelconque 
mtermédiaire  entre  60^  et  7$^  Mais  on  ne  doit  guire  étendre 
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Fasage  de  différences  ainsi  obtenues ,  au-delà  des  limites  >d'o!i 
elles  ont  été  tirées*  Yoici  encore  un  ex. 

On  a  log3ioo  =  j'«  =  49i36i7  ^  ^.,3^^      . 

logSiio  =4927604      •      i3a^^***""4* 

log3i2o  =494^546  3^2  _45 

log3i3o  =4955443  "^'  ^ 

Mous  considérons  ici  la  partie  décimale  du  Ic^.  comme  étant 
un  nombre  entier.  En  faisant  A  =  10^  il  irient^  pour  la  partie 
additiveà  iQg  3.ioo^ 

1400,95.2  — 0,2!l5. s*. 

Pour  avoir  les  log.  de  3ioi  ^  3102, 3io3...  ^on  fera  9=1,2 ,  3...^ 
et  même,  si  l'on  yeut  log  3 107,58,  on  prendra ;2^.==  7, 58»  d'où 
résultera  10606  pour  quantité  à  ajouter  au  loç.  di&  3ioo  j  saroir  : 
log  3 1 0758  =  5 ,  4924^^* 

908.  Ces  procédés  s'emploient  utilement  'pour  abréger  le 
calcuLdes  tables  de  log»  de  sinus,  de  cordes,  "«te*  On  se  borne 
à  cbercher  directement  des  résultats  d'espace  à  «titre  ^  et  ob 
•comble  ensuite  l'iniervalle  par  Interpolation* 

Le  plus  souvent  la  série  proposée  a ,  6,  c.  • .-,  ou  la  table  de 
nombres  qu'on  veut  interpoler,  répond  aux  rangs  i ,  2,^..., 
alors  A  =  1 ,  et  l'on  cherche  quelque  terme  intermédiaire  hy^ 
et  jx  répondant  au -rang  z\  l'équ.  (D)  devient  alors 

y.=y^  +  zù}  +  z.  _~A>  +  Z.  _--  .  — — A^+etc...(£). 

I  ®.  Quand  il  arrive  que  A'  est  nul ,  ou  très  ^tit ,  la  série  se 
réduit  a  ^o  +  «A*  ;  d'où  l'on  tire  que  la  diff.  «A*  croît  propor- 
tionnellement à  z^y  c.-à-d. ,  qu'il  faut  ajouter  à  j^.une  partie 
de  A*  proportionnelle  à  z.  Nous  avons  fait  souvent  usage  de  cette 
remarque  (n*'»  91 ,  III,  et  586). 

2®.  Lorsque  A*  est  constant ,  ou  A^  très  petit,  ce  qui  arrive 
le  plus  souvent, 

A.\mi /orm4M  î(s— l)  ^*,  et  corrige»  A'  cU  celte  quantité) 
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puis  considérez  la  série  comme  ayant  ce  résultat  pour  di^Jr.  i^% 
et  que  la  différ.  seconde  y  Jût  nulle;,  ce  <]ui<  ramène  la  recherche 
au  cas  précécle]it..Par  ex. 

Iog3io=:.,49«36i7  =  >  .3987  =  A'  \^        . 

Iog3ii=         27604  ^^^  -45=A* 

log3i2=         41546  J^  _,5 

log3i3=r         55443  ^^^  ^ 

Gomme  les  A*  sont  constans^pour  avoir  log  3io,758j  on  fait 
s  =  o,758,  d'où  i(a— '  i)A*=: 0,121. 45  =  5^4457  ajoutant  à 
A'  y  on  a  18992,44^  ^^'^1  ^^^^  multiplier  par  z  j  le  prodttîi  est 
10606,27;  donc  log  310,758  =  2,49.^4^^3. 

3^.  Quand  A^  est  constant,  ou  que  Ai  e»t  négligeable,  la 
9érîe  (JS)  n'a  que  quati'e  termes^  et  l'oUi^Tolt  qu  H  faut  corriger 
A^  de  !(:&•— 2} A^,  et  regarder  cette  quantité A^  comme  une 
difiër.  2*  constante  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  Toir  des  applications  de  cette  théorie  à  la  p.  jioi  des 
tables  de  log.  de  Gallet,  où  l'on  calcule  ces  log.  ayeç  .20.  déci- 
males. 

4^.  Béciproquement,  si  les  termes  y^  et  y^  $ont  donnés  et 
jqu'on  demande  le  rang  z  du  i^*^,  ladiSeï:.  a!'  étant  constante >^^ 
on  a 

^  —         y*  *"^^^  ei?\ 

A*^-f-i(ls— i)  A*         ^    * 

On  fait  d'abord  la  calcul  en  négligeant  le  2*  terme  du  déftont^^ 
ce  qui  donne  une  valeur  approchée  àt  z,  qu'on  substitue  en- 
suite pour  z  dans  la  fôirmulè  {F^  sans  j  ricn^  omettre. 

Si  l'on  connaît  le  résultat  du  calcul,  dans  l'éx.  précédent,  on 
en  tire  le  numér.j^c  — ^^0=  1 0606 ,  qui,  divisé  par  A*  =  13987, 
donne  une  if*  appBOximation ,  j8  =  0,758  :  cette  valeur  mise- 

1        „  ,                 ic6o6  ^o 

pour  z ,  da«s  F,  donne  z  =  -5 =  o ,  700. 

*^99^ 
Ce  problème  inverse  se  résoudra  de  même  lorsque  ù?  sera  cons* 

tant, etc.  (/^.  Conn.  des  Tems  1819,  p.  3o3.) 

909.  Voici  une  manière  commode  de  diriger  le  calcul  qMand 
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A*  est  constant  I  et  quVm  ^eut  troaver  n  nombres  intermé->^ 
dîaires soccessiù  entre  y^  et^i.  En  changeant  zen  %-+  i  dans 
(D)  et  retranchant  y  on  a  la  yaleur  générale  de  la  différ.  i** 
pour  la  nouTcUe  série  interpolée  ;  faisant  dç  même  aor  ceUe^ci, 
on  obtient  la  difTér.  2* ,  savoir  : 

Différ.  1"  /-=  ^  +  ^^  ~Jl^;^  '  A».,     Différ.  2^  ^=5'' 

On  iFeut  insérer  n  termes  entre  y^  et  yx\  il  fant  prendre 
As=:/»-4-  i;  pais  faisant  %zxzOyQn  a  le  terme  initial  desdiffi^ 
renoes 

on  calculera  J^,  pais  J';  ce  terme  initial  i^  servira  à  oomposeif 
la  snite  des  différences  i**'  de  la  série  Interpolée  (/*  en  est  la 
différ.  contante);  puis ^  enfin ^  on  a  cette  série  par  de  siinple^ 
additions. 

Veut-on,  dans  Pcx.  de  la  p.  5 16^  calculer  les  I(^.âe  3toi^3io2j 
3io3. . . ,  on  interpolera  9  nombres  entre  ceux  qui  sont  donnés*: 
d'oi  /»  =  9,  ^'  =  ^-0,45,  ^=  1400,725.  On  forme  d'abord 
l'équîdifférence  qui  a  i^  pour  terme  initial,  et  —  o, 45  pour 
constante ,  les  différ.  premières  sont 

1400,725,     1400,275,     1399,825,     1399,375,     1398^925... 

Des  additions  successives»  en  partant  de  log  3 100,  donneront 
les  log.  consécutifs  qu'on  cherche. 

Je  suppose  qu'on  ait  observé  un  phénomène  physique  de  n' 
en  12^,  et  que  les  résultats  mesurés  aient  donué 

o*...   y^zrz  78     ^,_ 

l^. ^^^  5!!  .44 

3o 1170 

Si  je  veux  trouver  l'état  qui  répond  à  4'^>  S'^j  12*. . . ,  f  inter- 
polerai 2  termes,  d'oi  7z=2,  ^*=ï6,  ^"'  =  58^  composant 
réquîdifférence  qui  commence  par  58;  et  dont  la  raison  est  i&r 


a     _  —     .^    -    j  -      .1 

A  *"*"  222 
12.......      3oo  A*  =  144 
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f aurai  les  dîiTérences  i'*'  de  la  nouyelle  série  ^  et  par  suite 
celles-ci: 

Dîff.  i"»*      t\..   58.74.90.106.122.138..;, 

Série 78.r36.210.300.406.S28.666. . .  ^ 

o*,  4^,  8S 12*,  16*, 20*  ,24*..., 

La  supposition  des  différ.  2**  constantes  conTÎent  à  presque 
tous  les  cas^  lorsqu'on  peut  choisir  des  durées  convenables  » 
On  fait  fréquemment  usage  de  cette  méthode  en  Astronomie; 
et  même  quand  Pobseryation ,  eu  le  calcul ,  donne  des  résultats 
doDt  les  différ.  2^  offrent  une  itiarche  peu  régulière»  on  impute 
ce  défaut  à  des  erreurs ,  qu'on  corrige  en  rétablissant  une  mar« 
ohe  uniforme. 

910.  Les  tables  astronomiques ,  géodésiqiies.«.k  ^  se  forment 
d'après  ces  principes.  On  calcule  directement  divers  termes,. 
qu^on  prend  assez  rapprochés  pour  que  les  différences  i'**  ou  2** 
soient  constantes;,  puis  on  interpole  pour  obtenir  les  nombres 
intermédiaires. 

'Ainsi y  quand  une  série  convergente  donne  la  valeur  de  y^  à 
l'aide  de  celle  d'une  variable  x  ;  au  lieu  de  calculer  y  chaque 
fois  que  X  est  connu»  quand  la  formule  est  d'un  fréquent  usage», 
on  détermine  les  résultats  y  pour  des  grandeurs  de  x  graduelle- 
ment croissantes ,  de  manière  que  les  y  soient  peu  différens  : 
on  inscrit»  en  forme  de  table  ^  cliaque  valeur  de  J^  près  de  celle 
de  X ,  qu'on  nomme  Y  Argument  de  cette  table.  Pour  des  nombres- 
X  intermédiaires»  de  simples  proportions  donnent  y  y  comme 
on  l'a  vu  pour  les  log.  (i*'  vol.,  page  1-21),  et  à  la.  simple 
inspection  on  obtient  les  résultats  clierchés. 

Quand  la  série  a  deux  variables,  ou  argumens,  a;  et  2  »  les 
valeurs  de  y  se  disposent  en  table  à  double  entrée j  comme  cellô 
de  Pjthagore  (n**  i4)  ;  en  prenant  pour  coordonnées  a?  et  2 ,  le 
résultat  est  contenu  dans  la  case  déterminée  ainsi.  Par  ex.,  ayant 
pris  2  =  I  y  on  rangera  sur  Ja  1**  ligne  toutes  les  valeurs  de 
y  correspondantes  à  a:r=:  t  »  2  ».  3...;  on  mettra  sumne  2®.  ligne». 
celles  que  donne  2  =  2  ;  dans  une  3*»  celles  de  z£=3.  «  •  Pour 
obtenir  le  résultat  qui  répond  à  x  =  3  et  zz=:5»  on  s'arréterjk 
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k  la  case  qnî  y  dans  la  3*  colonne  ^  oocope  le  5*  rang.  Les  n< 
leurs  intermédiaires  s'obtiennent  d'une  manière  aaalogiie  à  ee 
qui  a  été  ditr 

91  r.  Nous  aVoits  supposa  josqu'ier  que  les  x"  croissent  par 
équidrfiiérence.  SMI  n'en  est  pas  ainsi ,  et  qu'on  connaisse  les 
résultats  y=:aj  b,  c,  d...  prévenus  des-  suppositions  qnel- 
ccMaques  xas^,  jg,  y ,  ^..«y  on  peut  recourir  à  la  théorie  ex* 
posée  n®  4^  9  lorsqu'il  s'agissait  de  faire  passer  une  covbe 
parabolique  par  une  suite  de  points  donnés  :  ce  problème  n'est 
en  e£fet  qu'une  interpolation*  On  peut  aussi  opérer  comme  il 
suit: 

A  l'aide  des  valeurs  correspondantes  connues  (jt,  et,  by^,uf 
formez  les  fractions  consécutires  : 

■    •  •  • 

. b—^a        .       c-'—b  d'—e    ■  e—d 

<*«,— ^  jy  A^T'^'^X  J>  A^'-^A% 

-0=  >  -^,=  -^ — —  ,  //«  = 


y 


J^-/3  !''—    i-y  ••' 


B^  —  B        B^ — B^  C,— C 

Éliminant  entre  c^  équ.,  on  trouve  successivement 
^  =  a  +  >^(y— *)  +  ^(y-^)  (y-/J) , 
et  en  général 

On  cherchera  donc  les  différences  i'**  entre  les  résultats  a,  bj 
c... ,  et  l'on  divisera  par  les  différences  entre  les  suppositions 
«,  i3,  >... ,  ce  qui  donnera  A^  A, ,  A^..r,  traitant  ces  nombres 
d'une  manière  analogue,  on  en  déduira  B,  j9,  ,  ^«...;  ccux-d 
donnent  C ,  C|...  y  et  enfm  substituant,  on  a  le  terme  géuéni 
demandé. 
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En  exécutant  les  muUîpIicatîoas,  l'expression  reçoit  la  forme 
3.  -f  ax  +  a"x\»  «  cle  tout  poljnome  rationnel  et  entier;  cela 
vient  de  ce  qu'on  a  négligé  les  différences  supérieures  (n*  902). 


Corde  de  60®      =  1 000  ^ - 
6i.2o'=  io35  . 
65.10=1077^ 
69.  0=1 133 


^-•^„-o,,85=-o,o35 
^,=  14,83  I 

•  1 


ona  «^o,     /3=te2|,     >  =  5è,     *=9-     • 

Ou  peut  négliger  les  différences  3*%  et  poser 

y,=  1000 -{- .'5,o82.j;  — o,o35x*.  m 

912.  En  considérant  toute  fonction  de  x ,  y^,  comme  étant 
le  terme  général  de  la  série  que  donne  x :==/»,  w»-f-A,  W1+2A..., 
si  Ton  prend  les  différences  entre  ces  résultats ,  pour  obtenir 
Il  ne  nouvelle  série  ^  le  terme  général  sera  ce  qu'on  nomme  la 
JJlfférence  première  de  la  fonction  proposée  ya»,  qui  est  repré- 
sentée par  ùyx*  Ainsi,  on  obtient  cette  differ.  en  changeant  x 
en  j?  +  A  dans  jx  >  et  retranchant  j^,  du  résultat  ^  le  reste  en- 
gendrera la  série  des  différences  1'^%  en  faisant  xczm^  7»  -f- A, 
m  +  2A ,  etc.  C'est  ainsi  que 

a:*         r  .  (x  +  hy  a:* 

y,=  '■ — - —     donne    AV*  =  — ; r^  : ; — • 

^         a-f-j:  -^  a  +  x+n        a^x 

Il  restera  à  réduire  cette  expression,  ou  à  la  développer  selpQ 
les  puissances  de  h,„ 

En  général  9  il  suit  du  théorème  de  Taylor^  que 

Pour  obtenir  la  différence  2*,  il  faudrait  opérer  sur  ^yx,  comme 
on  a  fait  pour  la  proposée  ;  et  ainsi  des  différences  3^'^  4' 


... 


Intégration  des  Différences.  Sommation  des  Suites. 

.    91 3.  JL'intégration  a  ici  pour  but  de  ren^onter  d'une  diffé* 
reuce  donnée  en  a;  ^  à  la  fonction  qui  l'a  produite^  C-à-d.  d» 
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retrouYer  le  terme  général  y»  d'one  série  jn^  9  ^m+At  J^«4«â^^ 
ooonaissant  celai  de  la  série  d^loe  di£Pérenoe  d'ordre  qiub' 
oooque  ooanue.  Cette  opération  s'indique  par  le  signe  2. 

Par  ex. ,  2(3 x^+x — 2)  doit  rappeler  l'idée  suivante ,  sachant 
^ue  A  =  I  :  une  fonction  yx  engendre  nue  s^rie ,  en  y  faisant 
a:=b,  I,  2,  3...;  les  différences  i'*'  qui  s^ensuivent  forment 
Une  antre  suite  dont  ij^'^x^^Ti  est  le  terme  général  (elle 
eit  — 2,  2,  12,  28...).  L'objet  qu'on  se  propose  en  int^ant, 
est  donc  de  trouver  ^^ ,  fonction  qui ,  si  l'on  met  x-f-i  pour  x, 
donnera  y  en  retranchant ,  le  reste  3x'  +  a:  —  2. 

Il  est  facile  de  voir  que ,  1*.  les  signes  S  et  A  se  détruisent 

(comme  jTtftc/);  ainsi  ^  "L^fxzrzfx. 

.  2*.  ù{ay)-=aAy\  donc  'Zay=:a^y. 
3®.  G>mme  ù{At'^^Bu)'=zAàt'^B£M^   de  même,  on  a 

t>{At —  Bu)  =5  AJ!>t  —  BJ>u  ^  ttiu  étant  des  fonctions  de  x, 

914.  Le  problème  de  déterminer  y^  par  sa  différence  i'*,  ne 
renferme  pas  les  données  nécessaires  pour  être  résolu  complète- 
ment; car  pour  recomposer  la  série  provenue  de  yxj  en  partant 
de  — 2 y  2,  12 y  28...,  faisons  le  i*'  terme  j^o=«>  nous  troo- 
TOnSy  par  des  additions  successives,  a,  a  — 2,  a,  a-f-12..., 
et  a  demeure  arbitraire. 

Toute  intégrale  peut  être  considérée  comme  comprise  dans 
l'équ.  {A)  (p.  5i3);  car  en  prenant  07=0,  >>  2>  3...>  dans 
la  différence  i'^  donnée  en  x,  on  formera  la  suite  des  difle- 
i^ences  i"*;  retranchant  celles-ci  consécutivement,  on  aura  les 
différences  2**,  puis  les  3*%  4**'"  ^^  terme  initial  de  ces  séries 
sera  A*yo,  A*^©— >  et  ces  valeurs  substituées  dans  (-^)  donnent 
yx*  Ainsi,  dans  l'exemple  ci-dessus  (qui  n'est  que  celui  du 
n°  903,  quand  a=i),  on  a  {t\^  906) 

d'oii  yx  —  Jo  —  2x  —  a:*  +  x^. 

En  général,  le  i*'  terme  y^  de  l'équ.  (^A)  est  une  constante 
arbitraire,  qui  doit  s'ajouter  à  l'intégrale.  Si  la  fonction  donnée 
est  une  différence  2%  il  faudra,  par  une  i*^*  intégration,  re- 
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itar  i  la  différence  i^%  et  de  cclle-cîà  jf*;  ainsi,  Pou  aui*à' 
\x  constantes  arbitraires;  et ,  en  effet ,  l'équ.  {A)  fait  cbn-*' 
nditre  encore  y^,  en  trouvant  A%  A^... ,  .sealemeiit  jp  et  ^'y©: 
restent  t|uelconques.  £t  ainsi  des  ordres  supérieurs* 

91 5.  Proposons-nous  de  trouver  Zx"*^  Pexposant  m  étant  en- 
tier et  positif.  Représentons  ce  développement  par 

a,  b,  c...  étant  des  exposans  décroissans  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner^ aussi  bien  que  les  coefficiens />,  ^....Prenons  la  différences^ 
i***,  en  supprimant  le  2  au  i'*'  membre ,  puis  changeant  x  en 
X  +  /t  dans  le  2%  et  retranchant.  Eu  nous  bornant  aux  deux 
i*""*  termes^  nous  avons 

Or, pour  que  l'identité  soit  établie ^  les  exposans  doivent  donner 
les  équ.  a—  i  :=: m ^  a -^  1^ z=z  b  —  i  ;  d'où  a=/7i+i ,  b  =  m\ 
de  plus,  les  coefBciens  donnent 

j=:pah,  — ipa(û— i)A=i2ri;  d'oÙ  p=:  '\_       ,  q^-^U' 

Quant  aux  autres  termes,  il  est  visible  que.lesexposans  sont 
lous  entiers  et  positifs  ;  et  l'on  peut  même  reconnaître  qu'ils 
Rianquent  de  2  en  2;  c'est,  au  reste,  ce  qui  suit  du  calcul  ci- 
aprcs.  Posons  donc 

et  déterminons  «,  jS,  ^...  Prenons,  comme  ci-dessus,  la  dififé- 
rcnce  1^^%  en  mettant  x  +  A  pour  x,  et  retranchant:  et  d'abord 
en  transposant  px"*"^* -— J  x"*,  on  trouve  que  le  1"  membre,  à 
cause  àeph(^m  -f-  i)  =  i ,  se  réduit  à 

^f    ^*      «   «  I    >»  ^ — 3  3h^     «.il    >.•  m — 5  Sh^      ^_- 

2.0  EL        2*9  O         ^*V 

Pour  abréger,  nous  omettons  ici  les  termes  du  développeme^f 
de  2  en  2,  que  le  calcul  prouverait  s*entre-détruîre  ;  et  flous  dé- 
signons par  i^  m,  jf)  A*. s.  les  coe£Bciens  du  binôme.  Venons-^ 


$34  DIFFÉHEKGSS  Jli»ES. 

cpn  au  deuxième  membre ,  et  faisons  le  même  calcul  wr.^ 
eu:'"'''  -{-  ^x"^^^,  Qoas  aurons ,  arec  le»  mteies  puissaiicei  ra» 
pectives  de  x  et  de  A» 

(»    ,  *  j»— a  ni'— 3    ,  Wï— 2    m  —4 

'  3  3.  a  5       * 

+  (ira— 3)i8+yii— 3.^^^.^Tr  1?+.., 

+  (m— 5)y+n. 
En  comparant  terme  à  terme ,  on  en  tire  aisément 

d'ob  Ton  tire  enfin 

2 1  -=  T-^V-n  —  —  +  wiaA*^'  +  A'bh^x'^-^  I 

Ce  développement  a  pour  coeiEciens  ceux  du  binôme  deded 
en  deux  termes ,  multipliés  par  de  certains  facteurs  numé- 
riques a  y  bfC.,,j  qu'on  a  nommés  Nombres  BernouUkMi 
parce  que  Jacques  BernoulU  ]es  a  le  premier  déterminés.  Cb 
facteurs  sont  d'un  fréquent  usage  dans  la  théorie  des  suites; 
nous  donnerons  un  moyen  plus  facile  de  les  évaluer  (n^  917): 
en  voici  d'avance  les  valeurs. 

...^    I  A  — -  *  - I  J »  ^ L 

« — 7î>       o —        TÂÔy       ^  —  âï»>       '*' —         a  +  oj       ^^13»' 

f>9i  „ «         7. «-.liil        i — ^hjJLii 

gi6.  Concluons  de  là  que,  pour  obtenir  Sar'",  m  étant  0 
nombre  donné  entier  et  positif,  il  faut|  outre  les  deux  premiei 

termes  ; ; — rr  —  —  ,  prendre  le  développement  de  (*+W 

(/l*  -f-  l)n  '2 

en   rejetant  les  termes  de  rangs  impairs ,  i^*",  3%  5^..,  et  mv 
tîplier  les  termes  conserves,  respectivement  par  a ,  b ,  c. 
Xelh  ri  ont  que  des  expo^ans  pairs  quand  m  est  impair j  et  S 


proquemertt;  en  serte  qu'on  ioit  aussi  ripjctef  le  dernier  terme 
il"*y  lorsqu'il  Tient  en  rang  inutile;  la  quotité deè  ternies  eist 
^m  +  3  y  quand  m  est  (mir;  et  j  fyn  +  d)  quand  m  est  impair ^ 
c-àd.  la  même  pour  un  nombre  pair  et  pour  l'impair  qui  suit. 

Vcutron-2«*«?  outre  — r  — y***,  on- développera  {x+hy% 

et  conservant  les  a**,  4*S  6*'-  termes,  on  aura 

lox^ah  +  lîox^iÀ''  +  a52.-  .; 
^onc 


«" 


2,io  3==  :f_^  _  i  jpH.  jj.  5 ^^^ jç7/tS  4.  jfih^  _  1 ,1^7  4  4,  jp^^ 


» 


iiA 
Cest  ainsi  qu'on  obtient 

or'        a:*  j^  Ax 
.        o.-^        x*    .  Ajc^        Vx 


oA        !2  ra  ra 

t,       x'        x^    ^   hx^        h?x^  .   h?x  V 

'~8Â~T"'"    12          24  "TaT' 

^-"p"~T  +  T"""    i5  +^^        IT' 

loA       24            10  2             20 
Si*"s=s etc.  (^oj^tf«  ci-dessus.)' 

917.  Toici  un  moyen  facile  d'étendre  aussi  loin  qu'on  veut. 
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«les  valears  der  nombres  bemoeUiena  a,  b,  c«  • .  Qu'on  ùtif 
a;=:Asi,  dansl'éqv.  (I>);  SJc"  eti  le  terme  gêDoral  de  la 
^série  <pî  a  a:*  pour  difEérenoe  V*y  soos  eonsidérona  i^Si, 
el  cette  série  est  la  suite  natarelle  o,  i ,  a,  3*  •  •  Prenons  léro 

»our  ï"*'  meqobfftt^et  traasposobs ; — H*îi=  »■:■  ■  -■ — r» 


a.{m  +  i) 


En  faisant  /i»  =  2,  le  2*  membre  se  réduit  à  am,  d'où  l'on  tire 
a=77^  mzrz^  donne  am+&-<^*  ou  ^a+é^b,  pour  2*  membre; 
on  trouve  am  +  J^  +  6c>  pour  iw  =:  6. . .  ;  ainsi,,  en  proœ- 
.  dant  selon  les  nombres  pairs  m  =  2y  4>  ^y  8.  • .  ,.on  obtient 
chaque  fois  une  équ.  qui  a  un  terme  dé  plus ,  et  sert  à  trouTer 
de  proche  en  proche  le  dernier  terme  2a,  4^^  6c. ,  •  mk. 

918.  Prenons  la  différence  du  produit 

*       -  • . 

en  mettant  x  +  h  pour  x,  et  retranchant:  il  vient 

âj'r  =  x(x  -I-  A)  (j?  +  2h).  • .  (x  +  *i)  X  (»  +  2)^; 

divisant  par  ce  dernier  facfeur  constant  ^  intégrant^  et  remettant 
pour  y  X  sa  valeur,  on  trouve 

2x  (x  +  A)  (àî  +  ^^)  •.  •  •  («^  +  *^) 

Cette  équation  donne  ^intégrale  du  produit  de  faeteun  qiù 
forment  une  é^uidi^érence. 

919.  En  prenant  la  différence  du  »•  membre  ^  on  vérifie 
Féquation 

j  •  '  ■         -^  :     —  « 

x{x+h){x+2h) . . . (x+ih)       ihx[x+h) .  • . [X'\-{Jr^i)h'\  ' 

920.  5oit  y^=ia''j  la  diflerence  est 


\ 
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a* 
^onc  ^*  =  "i; +  const. 

gti&i.  L'cqa.  sulrante  est  dans  la  note  de  lai  p.  36?. ,  i*'  yol., 

cos B -^ oofi  A  =  asini{st4 -^ B)  .sîn  HA-^B^-, 
or, 

A  cosx  =  cos  (x  -|- 7»)  —  crtsx  =  —  2  sîn (x  +  ^Â}.sîn  i  A; 

1 

întégi*ant  el  changeant  x-^-^h  en  «,  on  a 

.  .               cos(z  — ]A) 
2sin«  =  — — ^-T — TT l-const.: 

on  trouverait  de  même 

sîn  (2  — J  A) 

2cosis=  — ^-: — n —  +  const. 

2  sm  {h 

Lorsqu'on  yeut  întégrer  des  puissances  de  sînus  et  cosînus, 
on  les  traduit  en  sîn.  et  cos.  d'arcs  multiples  {vqy.  p.  igi),  et 
on  a  des  termes  de  la  forme  ^^sin^x,  ^cos  qx\  faisant  qx=Zf 
PintéfpratîoB  est  donnée  par  le^  équ.  précédentes. 

922.  Soit  représentée  l'înt^ale  d'un  produit  uz  par 

u,  £  et  < représentant  des  fonctions  de  x,  celle-ci  inconnue,  u 
et  z  données.  En  changeant  x  en  a;  +  ^  dans  uZ%  -^t^u  der 
Tient  u^àUf  z  devient  2  -|-  As ,  etc. ,  et  l'on  a 

retrancliant  notre  2*  membre  uAs-f"^^  on  en  obtient  la  diSc- 
rence,  ou  celle  de  us;  de  là  résulte  Féquatîon 

o  =  A  M .  S(«  +  A  «)  +  A*;     d'où     *  =  — •  X[Ai# .  S(a  +  A*)]. 

Donc  2(w.z)  =  m2:«  — 2[AM.2(a+ A«)]; 

.cette  formule  répond  à  l'intégration'  par  parties  des  fonctions 
4îfierentielles,p.37i. 


5^8  DIFFKRElfCES   FIMIBil. 

gaS.  n  n'y  a  qu^un  petit  nombre  de  fonctions  dont  on  sul 
trouver  l'intégrale  finie  ;  on  a  recours  aux  séries  quand  on  m 
sait  pas  intégrer  exactement  Celle  de  Tajlor  ày^-=^yh  +  ,\ 
(n*9ia),  donne 

oiLy\y..m  sont  les  dérivées  successives  de  j'x-  Regardons  y 
comme  une  fonction  z  donnée  en  a:  ;  il  faudra  faire  y's=y(,j^'=^, 
^•5=  is*.  . . ,  et  yx  =ifydxs=:fxdx\  d'oà 

fzàx  =  hX%  +  ih*Xg!  +. . .  ; 

puis  Xz  =  A-*/»dx  —  yr2/  —  ^ A*2a' . . . 

Cette  équ.  donne  Xz ,  quand  on  sait  trouver  Xz' ,  Tz".  «  «  ;  pre- 
nons la  dérivée  des  deux  membres;  celle  du  1^  sera  £s%  mi 
qu'on  peut  s'en  assurer.  On  tirera  de  là  Iz" ,  puis  Ss*.  • .  *,  et, 
même  sans  faire  ces  calculs,  il  est  aisé  de  voir  que  le  résulUI 
de  la  substitution  de  ces  valeurs  sera  de  la  forme 

Hz  =  h-'fzAx  +  j4z^  Bh{  +  Ch'z''... 

Il  reste  à  déterminer  les  facteurs  AjB^  C  •  «  Or ,  si  s=x") 
on  en  tire/zda: ,  z  yz" . , .  ^  et,  substituant,  il  vient  une  série 
qui  doit  être  identique  avec  .(Z>),  et,  par  conséquent,  prÎTée 
^ei  puissances  iw— a,  iw  — 4-  •  •  En  sorte  qu'on  posera 

fzàx      z    ,  ahz'   ,  iAV  ,     c/iV    .   dAV» 

a,  b  ,  c. . ,  étant  les  nombres  bernoulliens* 

Par  ex.  si  z=lx^  h^=ijflx.(ix=xlx — x,  a=x'"%a''=etc.; 

donc  S/x  =C  +  xlt  —  X  —  \lx  +  ax"^  +  ix""^  +  cx~^,  etc. 

924*  La  série  a,  i,  c,  d.*»..k,  l,  ayant  pour  difier.  1" 
a',  y ,  c'. . . ,  on  a  vu  (n°  QoS)  que 

cqu.  dont  la  somme  donne  /  =  a  +  ûf'+  ^'  +  ^'«  •  •  •"!"  ^'' 

Si  les  nombres  a  yb  ,  c  , ,  sont  connus,  on  peut  les  consiHëret 
comme  étant  les  diflFér.  i'"  d'une  autre  série  a,  b,  c. . . ,  puis- 


f 


«K 


!f 
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qu'il  est  aisé  de  composer  celle-ci  à  l'aide  de  la  i'*  et  du  terme 
initial  a.  Par  définition  (n**  918)  nous  savons  qu'un  terme  quel« 
conque  l  y  pris  dans  la  série  donnée  a' ,  b' ,  c'. .  • ,  n*est  autre 
chose  que  AZ;  puisque  t^=^m  —  /;  en  intégrant  P=Aly  on  a 
j:F=s  l,  ou 

en  supposant  l'initial  a  compris  dans  la  constante  du  signe  :S. 
Donc^  en  prenant  Pintégrale  d'un  terme  quelconque  d*une 
série  j  on  obtient  la  somme  de  tous  les  termes  qui  le  précèdent  y 

^>  =  J'o  +  ^1  +  J'a +^*-i- 

Bien  entendu  que  pour  avoir  la  somme  de  la  série  y  j  compris 
le  terme  général  y^ ,  il  faut  ajouter  y^  à  l'intégrale,  ou  bien  y 
changer  :r  en  x+ 1 ,  ou  enfin  changer  x  en  x+i  dans  yx  avant 
d'intégrer.  Du  reste ,  on  détermine  la  constante  en  rendant  la 
somme  =  yo  quand  a;  =  i . 

gaS.  On  sait  donc  troui^er  le  terme  sommatoire  de  toute 
série  dont  on  connaît  le  terme  général^  en  fonction  rationnelle 
et  entière  de  x.  Soit  y^  =  j^x^  —  Bx^  +  C>  1»  et  »  étant 
entiers  et  positifs ,  on  a  ^Zx"*  —  BXx*  +  CSx^  pour  somme 
des  termes  jusqu'à  yx  exclusivement.  Cette  intégrale  une  fois 
trouvée  par  l'équ.  Z>,  on  changera  x  en  a:-|-  i,  et  l'on  dé" 
terminera  convenablement  la  constante. 

Soit ,  par  ex. ,  yx  =  x(j2x  —  1);  changeons  x  en  a:  +  i ,  et 
intégrons  le  résultat;  nous  trouvons 

•   .   o-,      .   «   «       4^+3x*  —  X  ar+ I     Ax — i 

aSx^+3Sx  +  Sx°=^ =x     ^     .  ^—z — : 

2.0  20 

on  n'ajoute  pas  de  constante ,  parce  que  x  =  o  doit  rendre  la 
somme  nulle  {voy.  p.  24). 

La  série  i"*,  2*"^  3"*. . .  des  puissances  m'^  des  nombres  natu- 
rels ^  se  trouve  en  prenant  Xx*"  (équ.  D)  :  mais  il  faut  ensuite 
ajouter  le  x'  terme  qui  est  x" ,  c-à-d.  qu'il  suffît  de  chan- 
ger—  5X"*,2'  terme  de  l'équ.  2>,  eni+îx*":  il  reste  ensuit^ 
à  déterminer  la  constante;  d'après  le  terme  auquel  on  veut  que 

a.  34 
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la  somme  commence.  Par  ex.,  pour  la  suite  des  carrés >  on 
prend  Xx^,  p.  525^  en  changeant  le  signe  du  2*  terme  ^  et  Pooa 

ax  -4-  I     a?  -4-  1 

ja:  -|-  jar  -f-  ^:r  —  x .  ""  •        o      > 

la  constante  est  rso^  parce  que  la  somme  est  nulle  quand  a:=o. 
Mais  si  l'on  veut  que  la  somme  s'étende  don^kx^y  elle  est  nulle 

quand  oc  =  /»  —  i  ;  et  l'on  a  const.  =  —  7» .  — 5 — . 

Cette  théorie  s'applique  à  la  sommation  des  nombres  figurés. 
Par  ex.^  pour  ajouter  les  x  1*'*  nombres  pyramidaux  1.4.10^0.. 
(p.  22),  il  faut  intégrer  le  terme  général  Jx(a:+  i)  (x+2); 
on  trouve  (u°  918)  5^(0:  —  i)  x{x  -f- 1)  (jp  +  ^)  •  enfin  il  fiurf 
changer  x  en  x  -|-  i ,  et  l'on  a,  pour  la  somme  diemwiéii 
^x(x  +  1)  (-c  H-  2)  (x  +  3).  La  constante  est  nulle. 

926.  Les  nombres  figurés  inverses  sont  des  fractions  qii 
ont  I  pour  numérateur^  et  pour  dénominateur  une  suite  figurée. 
Le  x*  terme  de  l'ordre  p  est  (p.  22) 

j.2.3...(jo— .1)  , ^  ï.2.3.  .>(/?-r-l)      ^ 


donc  C  — 


x(a?+ 1  ) .  • .  (a;+/>— 2)  '  (p— 2)* (x-f- 1  ) . .  •  (jp+/)-3) 

est  l'intégrale  (n®  919)»  Changeons  x  en  x-j-  i>  pais  détermi- 
nons la  constante  en  rendant  la  somme  nulle  quand  x  =  Or 

nous  aurons  C  =  ^- :  et  la  somme  desx  i*"  termes  est 

P  — 2 

p—  I  1.2.3.  ..(/? — 1) 


p 2  (^ 2)(x-f' i)  (x+a).  .  .  (x  -f-^ 2)* 

Faisons  successivement/»  ==3,  4>  5. . . ,  et  nous  aurons 

i-f-4-r.o-f-a.-"    x(x+l)(x+2)""*         (x+l)(x  +  2)' 

1    ,,,_:_,  ^  ^'2.3.4 _^ 2.4 
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,   ,  ,   ,_i^,ji.  t. 2. 3. 4. 5     _^ a. 3.5 

.i-6-^..-r56---  ^ (a;+4)~^      (x+i)...(x+4)' 

et  ainsi  de  suite.  Pour  obtenir  la  s<»nme  totale  de  nos  séries ,  il 

faut  rendre  a:  infini,  ce  qui  donne  ^ pour  la  limite  dont 

elles  approchent  âalis  cesse. 

Pour  la  série  sin-a,  8in(a  + A),  sm(a  +  2h) ,  on  a 

(n^gai) 

.    /     a   »    N       /^      cos(ii  +  Âr— j^) 
^  28in^A 

changeant  a?  en  x  -{-  >  9  ^  déterminant  C  par  la  condition  que 
a;  s=—  I  rend  la  somme  nulle,  on  trouve,  pour  terme  som- 

matoire, 

008(<i  **■  jh)  'hmco»(a  +  ?ix  +  {h) 

2sin^À  ' 

siù  (a  +  ^x).  sin {^h  {x  +  03 

ou  '    \*    i  L f 

sin  5/1 

* 

3n  terttt  deTéqu.  de  la  note  p^  36à  >  I**^  toI. 

La  suite  cos  a,  cos  (ût  +  A) ,  cos  (a  +  7.h) . . .  donne  de  même 
pour  terme  sommatoire» 

cos(a  4-  jftx).  sin  [^h  (x-f*  ')] 
sin^/i 
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